Zavedeni a vlastnosti redlnych Cisel

2 N2

Redlna ¢isla jsou zdkladnim kamenem matematické analyzy.

Konstrukce redlnych ¢isel sice neni ndplni matematické analyzy, ale mnoZina redlnych Cisel R je pro matema-
tickou analyzu zdkladnim kamenem a je proto nutné byt s vlastnostmi R v tomto kurzu dobfe obezndmen.

V této Casti bude naznacena konstrukce redlnych ¢isel a budou popsany jejich zdkladni vlastnosti.

PRIROZENA, CELA A RACIONALNI CISLA
Predpoklada se, ze mnozina N = {1,2,3, 4, ...} prirozenych Cisel a jeji vlastnosti jsou zndmé:
e na N existuje operace s¢itani;
e na N existuje operace ndsobent;

e na N existuje linedarni uspotradant;

S¢itani n+m a ndsobeni n - m (nebo jen nm) jsou komutativni (tj., nezdlezi na poradi: m+n = n+m, mn =
nm) a asociativni (tj., nezédleZi na uzdvorkovani: m + (n + k) = (m + n) + k, m(nk) = (mn)k); navzdjem jsou
obé operace distributivni (tj., m(n + k) = mn + mk).

Usporadani 1 < 2 < 3 < 4 < ... se zachovava s¢itdnim a nasobenim (tj., je-lin < m,jein+k <m+ka
nk < mk pro libovolné k € N).

Podle principu matematické indukce je N mnozina obsahujici s kazdym prvkem prvek o jednicku vétsi. Navic
je jednicka jediny prvek, ktery neni o jednicku vétsi nez néjaky jiny prvek.

Aby bylo moZné i od¢itat libovolnd pfirozena ¢isla (tj. vZdy vyfesit rovnici  + m = n), musi se pfidat 0 a
zaporna Cisla —1, —2, —3, .... Vznikld mnoZina

Z={.,-3-2-1,0123, .}

se nazyva mnozinou celych cisel a Ize na ni vhodné rozsifit operace sc¢itani a ndsobeni i linedarni uspotfadani.

S¢itani n + m i ndsobeni n - m (nebo jen nm) v Z jsou opét komutativni a asociativni a navzajem jsou ob¢ operace
distributivni. Usporadani
<32 -1<0<I2<3<

se zachovava s¢itanim (tj., je-lin < m, jein + k < m + k pro libovolné k € Z) a ndsobenim piirozenymi Cisly;
znaménko nerovnosti se obraci pfi ndsobeni zapornymi celymi Cisly.

Aby bylo mozné i dé€lit libovolna pfirozena ¢isla (tj., vZdy vyfesit rovnici xm = n), musi se pfidat tzv. zlomky
in,m € Nym # 0.

Reseni rovnic zm = n a z(km) = (kn) jsou stejnd, a proto i zlomky a % jsou definovany jako stejné.

Protoze i zlomky je tieba odCitat, pfidaji se i zdpornd Cisla a mnozina QQ raciondlnich Cisel se definuje jako
mnozina zlomka
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Q= {; p € Z, q € N.p,q jsounesoudélnd ; .
q
Na Q Ize opét vhodné rozsifit s¢itani a ndsobeni i linedrn{ usporadani.
Mnozina Q ma tedy nasledujici vlastnosti:
e na Q existuje operace séitani a od¢itant,
e na (Q existuje operace ndsobeni a déleni (kromé nulou);

e na (Q existuje linedrn{ usporadant;



S¢itani a 4 b i ndsobeni a - b (nebo jen ab) v Q jsou opét komutativni a asociativni a navzajem jsou obé operace
distributivni. Uspofadani se zachovava s¢itdnim (tj., je-lia < b, jei a+c < b+ c pro libovolné ¢ € Q) a ndsobenim
kladnymi ¢isly; znaménko nerovnosti se obraci pii ndsobeni zapornymi celymi Cisly.

Tyto operace spolu s usporadanim maji vzdjemné vhodné vlastnosti. Nicméné, jak je zndmo, napft. nelze v Q
odmociiovat. Je mozné pridat v§echny odmocniny, popt. néjaké dalsi prvky pro splnéni néjakych dalSich algebraic-
kych (konecnych) operaci a dostane se z algebraického hlediska vhodna mnoZina.

Ani tak vSak nebude moZné pouZivat nekone¢né operace, naprt. soucet nekone¢nych fad (fada 1 —1/2+1/3 —
1/4+ 1/5 — ... nebude mit soucet).

Doplnénim takovychto nekonecnych souctt uz se ziskd vhodna mnoZzina pro matematickou analyzu.

Pristup pomoci nekone¢nych souctl neni pfili§ jednoduchy, a proto bude vyloZen trochu jiny pfistup pomoci
usporadani. V kazdém piipadé€ vsak je nutné pouZit operace s nekone¢nymi mnoZinami.

REALNA CISLA, SUPREMA A INFIMA

DEFINICE. Necht' A je ¢dsti linedrné usporadané mnoziny X . Prvek z € X se nazyva horni mezi mnoZiny A,
jestlize pro kazdy prvek b € Aje b < x.
DEFINICE. Nejmensi prvek (pokud existuje) mnoziny vSech hornich mezi podmnoziny A se nazyva supremum

podmnoZziny A a znali se sup A.
DEFINICE. Ziejmym zpusobem se definuji dolni mez a infimum podmnoziny A C X (inf A).

VETA. M¢jme podmnozinu A linearné usporddané mnoziny X. Prvek s € X je supremem A pravé kdyz plati:
1. Prokazdéa € Ajea < s;

2. je-li 8’ < s, pak existuje a € A takové, ze s’ < a.

POZOROVANI.

1. inf 0 je nejvétsi prvek X (pokud existuje),
sup () je nejmensi prvek X (pokud existuje).

2. ProAC X,A#0,jeinf A <supA.
3. Pro AC Bjeinf B <inf A, sup A <sup B.

4. sup A =sup{z € X;z < a pronéjaké a € A}
inf A = inf{z € X;z > a pron&jaké a € A}.

DEFINICE. Oznatme R* nejmensi linedrné uspofddanou mnozinu, kterd obsahuje linearné uspofddanou mno-
zinu QQ raciondlnich Cisel a ve které existuje sup A (a tedy i inf A) pro kazdou podmnozinu A C R*.

R* md tedy nejvétsi prvek (znaceni +00) a nejmensi prvek (znaeni —oo). Mnozina R = R* \ {—o0, 400} se
nazyva mnozina redlnych cisel.



Rozsifenou mnoZinu redlnych ¢isel R* Ize chdpat jako soustavu podmnozin Q, které maji vSechny tu vlastnost,
Ze s kazdym svym prvkem a obsahuji i kazdé racionalni ¢islo mensi neZ a a obsahuji i své supremum v Q, pokud
existuje.

V tomto modelu je redlné ¢islo « mensi nez redlné Cislo y, jestlize podmnozina v Q pfislusna k z je Casti
podmnoZiny piislusné k y.

Cislu inf A tedy p¥islugi pranik podmnozin Q odpovidajicich prvkiim mnoZiny A.
Aritmetické operace na raciondlnich ¢islech 1ze rozsifit na R a ¢dstecné na R*. Pro a € R plati:

a+ (+o00) =a— (—o0) = 400,

a+ (—o0) =a— (+00) = —00,

400 proa >0,

a- (+o00) =
—00 proa <0,
—00 proa > 0,

a-(—o0) =
400 proa <0,
+

L —0,—oozf-ioo proa # 0,
+00 - a
(+00) + (+00) = 400, (—0) + (—00) = —o0,

Nekteré kombinace ¢isel a ,nekonecen" nebo pouze ,nekonecen" v predchozich vzorcich chybéji.

Jde o takzvané neurcité vyrazy:

0-(£o0), % proa € R*,

s¢itani ,nekonecen" ruznych znamének,
napf.(+00) + (—o0),

déleni ,nekonecen" libovolnych znamének,

v JrOO
napft. =52

s vz

V nasledujici ¢asti pribudou dalsi operace s nekonecnem a dal$i neurcité vyrazy.

OBECNA MOCNINA A LOGARITMUS

Je zndmo, Ze pro redlné ¢islo a an € N znamend o™ zkrdceny zdpis ndsobeni n stejnych &isel rovnych a.

JestliZe se definuje ™"

proa =0, je-lin € N).

=1/a™aa’ = 1, to vie pro a # 0, je a” definovano pron € Z akazdé a € R\ 0 (i

Mocnina 0° se nedefinuje (je to dalif neurity vyraz).

Necht’ nyni n € N. Z dfive uvedenych vlastnosti redlnych Cisel plyne snadno, ze a™ < b" jakmile 0 < a < b.
Odtud plyne, Ze pro kazdé nezaporné Cislo r existuje nejvyse jedno Cislo a tak, ze a™ = 7.

Toto &islo se oznadi /7 (n-td odmocnina &isla 7).

V tomto pfipadé€ je jednoduché ukézat existenci odmocniny ¥a pro a > 0 jako sup{q € Q; ¢" < a} (snadno
se dodefinuje pro lichd n a zdpornd a Va = — V—a).

Diikaz se provede ndsledovné. Oznalim w = sup{q € Q;q > 0,¢" < a} (musi se v&dét, Ze takové ¢
existuje, neboli, Ze 1/k™ mize byt libovolné malé pro velkd k& € N). Pokud w" # a, najdeme dvé raciondlni &isla
q1 < w < g2, kterd jsou tak blizko sob¢, Ze gy — ¢’ je mensi neZ |a — w"|, coZ je spor (protoZe w™,a € (¢, ¢5)).
Ze to Ize, plyne z odhadu gy —qt = (q2 —ql)(q?_1 +q?_QQ2 +... +qg_l) <nk"™ Ygo—q1). kde k € N, k > ¢o.



Vlastné je to diikaz rovnosti w = inf{q € Q; ¢" > a} (pokud by se w definovalo takto, odpadlo by dokazovéni
toho, Ze takové q existuje, ale zase by bylo nutné ukézat, Zze w > 0).

Nyni je mozné definovat ab/1 pro libovolnd @ > 0,p € Z,q € N jako V/aP. V Otdzkdch jsou diskutovany
moznosti této definice i pro a < 0.

Cislo a” je tedy definovano pro kazdé kladné a a raciondlni r.

DEFINICE. Necht a > 1,7 € R. Pak se definuje a” = sup{a®;s € Q,s < r}.
Pro 0 < a < 1 se definuje a” = 1/(1/a)".
Cislo a” se nazyvd mocnina ¢isla a, r je exponent (mocnitel), a je zaklad.

POZOROVANI.
1. Cislo a” je vzdy kladné.

a” >a®, pro0<a<l;

2.r<s&
a” <a®;, proa> 1.

a” >b", pror <0

3.0<a<b@{ a” <b", pror > 0.

Takze a” > 1 pravé kdyzbud’ a > 1,7 > Onebo 0 < a < 1,7 < 0.

DEFINICE. Podle pfedchozich vlastnosti existuje pro kazdé w > 0,a > 0,a # 1 nejvyse jedno r € R tak, Ze
w = a". Toto &islo r se oznacuje log, w (logaritmus pii zdkladu a).

I tady lze ukdzat existenci pfimo. Je to podobné, jako u odmocnin a pouZije se Bernoulliova nerovnost.

Proa > 1,w > 0, poloZime r = sup{q € Q;a? < w} (opét takové ¢ existuje, protoze a = 1 + h,h >
0,1/(1+ h)™ < 1/(1 4 nh) a musime védét, Ze posledni vyraz je libovolné maly). Pokud |a" — w| > 0, najdeme
q1 <1 < g tak, Ze |a92 — a91| je libovolné maly, coZ je spor, protoze w, a” lezi mezi a2, a9l.

To plyne z odhadu a92 — @91 = @91 (a92~9 — 1) < w(a'/™ — 1) pokud g2 — q1 < 1/n. Vyraz (a'/™ — 1) 1ze
pro velka n udé€lat libovolné maly (Bernoulli).

POZOROVANI.

1. Cislo log, w je kladné pravé kdyz bud’ w > 1,a > 1nebo 0 < w < 1,0 < a < 1.

loga w > logau, pro0 <a < 1;

2. O<w<u<:>{ loga/w<10gau’ proa>1.

loga w > logp w, prol < w;

3.0<a<b<lnebol <a<b=
logy w < logpw, pro0 < w < 1.
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INTERVALY

DEFINICE. Interval v linearné usporddané mnoziné X je takova jeji aspont dvoubodova podmnozina, feknéme .J,
kterd s kazdymi dvéma svymi prvky obsahuje i v§echny prvky mezi nimi, tj.

ryeJ r<a<y = acJ.

Je-li J interval v R* a ozna¢ime a = inf J, b = sup J, pak J md jeden z nésledujicich tvaru:



e uzavieny interval [a,b] = {x;a < x < b},
e otevieny interval (a,b) = {x;a < x < b},

S o [a,b) ={z;a <z <b}
e polootevieny ¢i polouzavieny interval (@b = {wia<z<b)

Neomezené intervaly v R* tvaru [—oo, +00] nebo (a, +00], [—00, a) pro n&jaké a € R se také nazyvaji ote-
viené intervaly v R*.

DEFINICE. Podmnozina A C R je shora omezend, jestlize md v R horni mez, tj. existuje = € R tak, Ze a < z
pro vechnaa € A (. A C (—o0, z)).

Zfejmym zpusobem se definuje zdola omezend podmnoZina R (A C (x, +00)).

Podmnozina A C R je omezend, jestlize je shora i zdola omezena, tj. existuji redlnd Cisla x,y takovd, Ze
A C (z,y).

OKOLI BODU

Pfi aproximacich je potfeba zndt, kdy jsou néjaké body blizko nebo dokonce libovolné blizko néjaké hodnoté.

To Ize vyjadtit pomoci pojmu okoli, kterd, podobné jako v normdlnim jeho vyznamu, mohou byt vétsi ¢i mensi
a tim Ize ur€ovat, které body jsou hodnoté déle nebo bliZe.
DEFINICE. MnoZina U se nazyva okoli bodu a € R*, jestliZe existuje otevieny interval J C U takovy, Ze

e g€ Jproa € R,

e J je shora neomezeny pro a = +00,

e J je zdola neomezeny pro a = —oo.

Podle toho, zda je bod a vlastni nebo nevlastni, 1ze okoli popsat ndsledovné:

1. U C Rje okoli a € R pravé kdyzZ existuje ¢ > 0 tak, Ze (a — e,a +¢) C U (za ¢ Ize vzit 1/n pro vhodné
n € N);

2. U C R* je okoli +oo pravé kdyz existuje n € N tak, ze (n, +o00] C U,

3. U C R* je okoli —oo pravé kdyz existuje n € N tak, ze [—o0, —n) C U,

Uvedené intervaly (a — &, a + €) se ze zfejmych diivodd nazyvaji symetrickd okoli.

Stacilo by tedy definovat okoli jako oteviené intervaly pouzité v predchozi charakterizaci, protoze kazdé jiné

okoli takovy interval obsahuje.

Navic by stacilo brit za e jen nékterd kladnd Cisla, napf. 1/n pro n = 1,2,3,... nebo jinou posloupnost
kladnych &isel bliZicich se k 0. V nékterych textech se takto postupuje, ale pro fadu formulaci je vhodnéjsi mit
okoli obecnéjsiho tvaru.

Pro podmnoziny A, B redlnych Cisel oznaCime

A+B={a+bjac Ajbe B}, A-B=1{ab;a€ A,be B},

¢emuz fikame soucet a soucin mnozin

VETA. Necht a,b € R.
1. Je-li U okoli souctu a + b, existuji okoli Uy, Uy, bodu a, b resp., tak, ze U, + U, C U.
Prddchidai tORART BIAR S o piipHd, K b o HeWHalded €8 4% 9, "ab nbo 1 far mét smysl.
3. Je-lia # 0 a U okoli bodu 1/a, existuje okoli U, bodu a tak, ze {1/x;2 € Uy} C U.
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