Posloupnosti a jejich konvergence

Pojem konvergence je velmi dileZity pro nediskrétni matematiku. Je nezbytny vSude, LEKCEOAPOS
kde je potreba aproximovat néjaké hodnoty, fesit rovnice priblizn€, pouzivat derivace, posioupnosi
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POSLOUPNOSTI

Spocetné mnoziny se poznaji tak, ze se daji vSechny jeji prvky pfifadit prirozenym
¢islum, kazdému Cislu jeden prvek. o ) o e o
Protoze se s prirozenymi Cisly dobfe pracuje, je vhodné za posloupnosti brat rovnou  posioupnosti
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DEFINICE. Posloupnost v mnoziné X (nebo posloupnost prvku mnoziny X) je soubor = liminf

limsup

{x, }nen prvkd X indexovany piirozenymi Cisly, tj. posloupnost {x, },cn je zobrazeni = Bolzano-wei.
Cantor
f N — X, kde f(n) = Ip. hrom.bod mnoZziny

izolovany bod
vlastnosti h.b.m.

Nekdy se posloupnost znalf jako {z;, };2 | nebo {x, }, nebo jen {x,} (napf. {\/n},en, = chaskerizace

resp. {\/n}n, nebo {\/n}, je-li zfejmé, pro kterd Cisla n se odmocniny berou); v né- | Jes-ozvoj
y v/ v, wve 2, s, v . v C1Slo €
kterych pripadech (vétSinou konkrétnich) se piSe i {xy, xo, z3,...} (napf. posloupnost uzaviens mnozina
7 Ve 7 v, 7z 1 A z s 7 v Poznémky
sudych pfirozenych Cisel {2,4,6,8,...}). Neni-li uvedeno presné indexovani, vzdy se
chiapou indexy z N. Priklady
Otazky

Cviceni
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DEFINICE. Podposloupnost posloupnosti {x,, },cn je posloupnost {zy, },en, kde {k, }
je néjakd posloupnost prirozenych Cisel s vlastnosti k1 < ko < k3 < ky < ...
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VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI

DEFINICE. Posloupnost {z,} redlnych ¢isel se nazyva
e konstantni, jestlize (k # n = z = x,) .
e prostd, jestlize (k # n = xy # x,,) .

e omezena (resp. shora omezena nebo zdola omezend), jestliZe mnoZina vSech bodt
x, ma uvedenou vlastnost jako podmnoZina R.

e rostouci (resp. klesajici), jestlize (k < n = xp < x,), (resp. (kK < n = xp > x,)).

e neklesajici (resp. nerostouci), jestlize (k < n = z; < x,), (resp. (kK < n = z >
Tp))-

Posloupnost, kterd je bud’ rostouci nebo klesajici nebo nerostouci nebo neklesajici,
se nazyva monotonni.

Posloupnost se nazyva ryze monotonni, jestlize je bud’ rostouci nebo klesajici.

Je-li P néjaka vlastnost posloupnosti, pak vyrok posloupnost {z,}>°, ma skoro P
znamena, Ze existuje k € N tak, Ze posloupnost {x,,}>°, ma P.
511

Podobné budeme fikat, Ze mnoZina obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti, kdyz
obsahuje prvky posloupnosti od urcitého indexu.
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KONVERGENCE POSLOUPNOSTI

Jak bylo popsano na zacatku této Casti, hlavnim divodem prace s posloupnostmi je je-
jich p0u21t1 napr. k aproximaci feseni rovnic nebo k definicim ¢i charakterizacim novych
pojmu jako jsou spojitost a derivace.

K tomu je potifeba mit zaveden pojem konvergence posloupnosti.

Pfti grafickém znazornéni nékterych posloupnosti v predchozich prikladech bylo vidét,
ze se prislusné body priblizuji k néjaké hodnote.

Napf. u {1—21} se pfi zndzornéni na pfimce pfiblizovaly body k &islu 1, pfi zndzornéni
v roviné se graf priblizoval k pfimce y = 1 — potom se fikd, Ze posloupnost {1 — %}
konverguje k 1.

DEFINICE. Posloupnost {z,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo ma za limitu bod
a), jestlize kazdé okoli U bodu a obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti.

Znaci se lim x,, = a nebo x, — a pron — oo.
n—oo
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Je-1i zfejmé, Ze se jednd o limitu posloupnosti, je moZzné pouZzit znaceni lim, x,, = a
nebo dokonce lim x,, = a, jsou-li 1 indexy ziejmé.
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Obecné vlastnosti limity posloupnosti

Nésledujici tvrzeni jsou snadna a budou se pouzivat bez odkazu (snad jen pro prvni
vlastnost rada: dva rtizné body z R* maji disjunktni okolf).

POZOROVANI. Necht' {z,} je posloupnost redlnych &isel. Plati:
1. {z,,} ma nejvyse jednu limitu;
2. je-li posloupnost {x, } konstantni, x,, = a, pak lim x,, = a;

3. jestlize lim x,, = a, pak lim x;, = a pro kazdou podposloupnost {z;. } posloupnosti
{zn};

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {x, } 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k «,
pak {x,} konverguje k a.

5. jestlize {z, } konverguje v R, pak {x,} je omezena posloupnost.
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Dv¢ dalsi tvrzeni jsou sice jednoduchd z hlediska dlikazu, ale dtileZitd z hlediska uveé-
doméni si riznych moZnosti pristupu ke konvergenci.

511

VETA. Nasledujici podminky pro posloupnost {x,} redlnych Cisel a bod a € R jsou
ekvivalentni:

l.limz, = a;

2. lim(x,, — a) = 0;

3. lim |z, — a|] = 0;

4.Ye>03ng €N (n>ng=|r, —a| <e);

5. sup ( inf .iﬁlf,,) — inf (sup :zif,,) = Q.

keN ~n2k REN " p>p

DUSLEDEK. lim z, = 0 < lim lz,| =0.

POZNAMEKA. Je moZné dodat obdobu vlastnosti (4) pro nevlastni body (dokazte):
lim z,, = 400 (resp. —o0) prave kdyz

VpeR dng (n >ng=x, >p) (resp.x, <Dp).

Ekvivalence (1) a (5) pfedchoziho tvrzeni a ekvivalence (1) a (3) nasledujiciho tvrzeni)
plati 1 pro nevlastni a.
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VETA. Nisledujici podminky pro posloupnost {x,} redlnych Cisel jsou ekvivalentni:
1. {x,} konverguje v R;
2.Ve >0 dng €N (n, k >nyg= |z, — x
inf ;;1:',,) (sup .il;',,) eR.

n>k n>k

< e€);

= Inf

3. sup (
keN

keN

Podminka 2 (Ve > 0 dng € N (n,k > ng = |z, — x| < €)) se nazyva Bolzanova—
Cauchyova podminka a posloupnost splnujici tuto podminku se nazyva cauchyovska.

Bolzanova—Cauchyova podminka bude Casto pouzita v situacich, kdy bude potieba
ukézat, Ze posloupnost (napf. integrald, funkci) konverguje, aniz je mozné nebo nutné
zjistit jeji limitu.
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Limita a aritmetické operace

Nasledujici tvrzeni ukazuje, zZe se limita posloupnosti chova pfirozené k aritmetickym
operacim reélnych Cisel.

Soucet, soucin a podil posloupnosti se definuje po indexech, tj., napt. pro soucet,
{20} +{yn} = {20 +yn}-
VETA. Necht {z,},{y.} jsou posloupnosti redlnych &isel. Pak plati
1. lim(z, + vy,) = lim z,, + lim y,,, pokud ma prava strana smysl;
2. lim(x,, - y,,) = lim x,, - lim y,,, pokud ma prava strana smysl;
3. lim 72 = Imey yokud md pravé strana smysl;

Yn lim yp, ?

Poznamky 5 Piiklady 5 Otéazky 5
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Limita a usporadani

Tato C4ast ukazuje chovani konvergence posloupnosti k usporadani na redlnych Cislech
a existenci limity monoténnich posloupnosti.

VETA. Necht {z,}, {y,} jsou posloupnosti redlnych &isel.
1. Jestlize lim x,, < lim y,,, potom je x, < ¥, pro skoro vSechna n.

2. Jestlize x,, < y, pro skoro vSechna n, potom limz, < limy, pokud obé limity
existuji.

DUSLEDEK. Necht {z,}, {a.}, {y,} jsou posloupnosti redlnych Cisel a x,, < a,, < y,
pro skoro vSechna n. Jestlize existuji lim x,,, lim y,, a rovnaji se, pak existuje 1 lima,, a
rovna se predchozim limitam.

Velky Policajt

*

*
[ ]
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DUSLEDEK. Necht {z,} je omezena posloupnost a {y,} konverguje k 0. Potom
lim x,y, =0

VETA. Necht {z,} je monoténni posloupnost redlnych &isel.
1. Je-li {x,,} neklesajici, pak lim z,, = sup z,, .

2. Je-li {z,,} nerostouci, pak lim x,, = inf x,, .

DUSLEDEK. Monoténni posloupnost ma vzdy limitu. Omezend monoténni posloup-
nost vzdy konverguje v R.

Pozndmky 6 Priklady 6 Otiazky 6 66




HROMADNY BOD

Posloupnost {x, } nemusi konvergovat, ale nékteré jeji podposloupnosti konvergovat
mohou.

Jejich limity (nazyvané hromadné body) mohou né€kdy nahrazovat neexistujici limitu
celé posloupnosti.

Protoze kazd4a nekoneCnd mnozina obsahuje prosté posloupnosti, 1ze definovat hro-
madné body mnoZiny (i nespocetné) jako hromadné body téchto posloupnosti.

Jsou to body, které jsou k dané mnoziné velmi blizko.
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Hromadny bod posloupnosti

Okoli limity musi obsahovat skoro vSechny ¢leny posloupnosti. U hromadného bodu
je podminka zeslabena na nekonec¢né mnoho ¢lent posloupnosti.

DEFINICE. Prvek a z R* se nazyva hromadny bod posloupnosti {x, }, jestlize kazdé
okoli U bodu a obsahuje nekonecné mnoho ¢lent posloupnosti {x,} (tj., existuje neko-
necnd podmnozina S C N tak, ze x, € U pro s € .5).

VETA.

1. Prvek a z R* je hromadnym bodem posloupnosti {x, }, pravé kdyZ existuje jeji pod-
posloupnost {xy, }, kterd konverguje k bodu a.

2. Hodnota sup ( ing :L‘,[) (= h%n ( inf/; :17,,)) je nejmenSim hromadnym bodem posloup-
keN N2k N2k

nosti {x, } (znacf se lim inf x,, nebo lim x,, a ¢te se limes inferior).

3. Hodnota ]ing (sup :L',])<: h}n (sup :L',,)) je nejveétsim hromadnym bodem posloup-
= n>k v n>k

nosti {x, } (zna¢i se limsup z,, nebo lim z,, a ¢te se limes superior).

DUSLEDEK.
1. Kazda posloupnost ma hromadny bod.

2. Posloupnost ma limitu pravé kdyz ma jediny hromadny bod.
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Nasleduji dvé dlilezita tvrzeni.

To prvni je jednoduchym dtsledkem predchoziho diisledku (1) a tvrzeni (1) predchozi

véty pro omezené posloupnosti, ale vzhledem k jeho vyznamu je uvedeno znovu.

Diikaz druhého tvrzeni je slozitéjsi a ukazuje princip pouzivany casto pro diikaz exis-
tence.

VETA.

1. (Bolzanova—Weierstrassova véta) 7 kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat pod-
posloupnost konvergujici v R.

2. (Cantorova véta) Je-li K, klesajici posloupnost uzavienych omezenych mtervalu
na R, pak ﬂ K, # (). Jestlize navic délky intervali K, konverguji k 0, je ﬂ K,

k=1 k=1
jednobodovy.

Poznamky 7 Piiklady 7 Otazky 7
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Hromadny bod mnozZiny

Jednoduchou modifikaci hromadného bodu posloupnosti se dostane hromadny bod
mnoziny:

DEFINICE. Prvek a z R* se nazyva hromadny bod mnoziny A C R, jestlize kazdé
okoli bodu a obsahuje nekonecné mnoho prvkii mnoZiny A.

Prvek a € A, ktery neni hromadnym bodem mnoziny A se nazyva izolovany bod
mnoziny A.

POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoZiny A C R pravé kdyZz kazdé okoli bodu a
obsahuje aspon jeden bod mnoziny A rlizny od a.

. Bod +00 je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz A neni shora omezena.

Podobné pro —oo.

Konecnd mnozina nema zadny hromadny bod.

. Bod je hromadnym bodem skoro prosté posloupnosti praveé kdyz je hromadnym bo-

dem mnoziny hodnot této posloupnosti.

. Je-1i @ hromadnym bodem mnoziny A a B D A, je a hromadnym bodem i mnoZziny
B.
6. a € Ajeizolovanym bodem A pravée kdyz existuje okoli U bodu a takové, ze UNA =

{a}.

Predchozi vlastnost (4) ukdzala vztah hromadnych bodi posloupnosti k hromadnym
bodiim odpovidajicich spocetnych mnoZin.
511
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VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro mnozinu A C R a bod a € R*:

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



1. a je hromadny bod mnoZiny A;
2. existuje posloupnost v A \ {a} konvergujici k a;
3. existuje prostd posloupnost v A konvergujici k a;

4. existuje ryze monoténni posloupnost v A konvergujici k a.

DUSLEDEK. Kazd4 nekone¢nd podmnozina v R ma hromadny bod a kazdd omezena
nekonecna podmnoZzina v R ma vlastni hromadny bod.

Poznamky 8 Priklady 8 Otazky 8
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