Funkce a zdkladni pojmy popisujici jejich chovani

vz

Pro zobrazeni z redlnych ¢isel do redlnych ¢isel se pouZziva termin redlnd funkce redlné proménné.
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Funkce f bude v této ¢asti znamenat zobrazeni néjaké neprazdné podmnoziny D C R do R, tj. predpis, ktery
pfifazuje kazdému = € D presné jedno redlné islo f(x).

Pozndmky 1 Priklady 1 Otazky 1
Mnozina D z definice funkce se nazyva definicni obor dané funkce (znali se D(f)), ¢isla z D jsou (nezdvisle)

proménné, piislusna prifazena ¢isla jsou hodnoty (téZ nazyvané zavisle proménné).

Mnozina vSech hodnot dané funkce se nazyva jeji obor hodnot.
Pozndmky 2 Ptiklady 2 Otazky 2

DEFINICE. Mg¢jme funkci f : D — R s definicnim oborem D. MnozZina vSech bodl v rovinném (X,y)—
souradnicovém systému, které maji soufadnice (z, f(z)), kde « € D, se nazyva grafem funkce f.

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3

VLASTNOSTI FUNKCI

V této Casti budou zavedeny nékteré vlastnosti funkci, které se hodi pro vySetfovani jejich prib&hu. Vlastnosti
jsou rozdéleny podle pouzitych vlastnosti redlnych Cisel (aritmetické, usporadani).

Pouziti aritmetickych vlastnosti

V tomto pripadé se vyuZziva aritmetickych vlastnosti R (opacného prvku —x k x a operace s¢itani).

DEFINICE. Funkce f se nazyvd sudd (nebo lichd), jestlize jeji defini¢ni obor je symetricky kolem O (tj. = € D(f)
pravé kdyz —x € D(f)) a f(—z) = f(z) (nebo f(—z) = —f(x), resp.) pro viechna = € D(f).
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DEFINICE. Funkce f definovand na R se nazyva periodickd, jestlize existuje p € (0, +00) (nazyvané perioda)
tak, Ze f(z + p) = f(x) pro kazdé = € R.

Graf periodické funkce f s periodou p na intervalu [np, (n + 1)p],n € Z, vznikne posunutim grafu f na
intervalu [0, p] 0 np na ose .

Pii vySetfovani sudych, lichych nebo periodickych funkci neni nutné vysetfovat cely defini¢ni obor, staci se
omezit na nezdpornd &isla a u periodickych funkei s kladnou periodou p jen na interval [0, p.

Pozndmky 4 Ptiklady 4 Otazky 4
Pouziti usporadani na R

DEFINICE. Funkce f definovana na intervalu I se nazyva rostouci (nebo klesajici, nebo neklesajici, nebo ne-

rostouci), jestlize f(z) < f(y) (nebo f(x) > f(y), nebo f(z) < f(y), nebo f(x) > f(y), resp.) jakmile
z,y € D(f),z <.



DEFINICE. Funkce, ktera je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monoténni; funkce, ktera je neklesajici nebo
nerostouci, se nazyva monotonni.

DEFINICE. Rikdme, 7e funkce f je omezend (nebo shora omezend, nebo zdola omezend), jestlize jeji obor
hodnot md uvedenou vlastnost, tj. existuje ¢islo k tak, Ze | f(z)| < k (nebo f(z) < k, nebo f(z) > k, resp.) pro
viechna z € D(f).
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POZOROVANI.

1. Funkce f je rostouci (nebo neklesajici) pravé kdyz je funkce — f klesajici (resp. nerostouci).

2. Posunutim grafu monoténni funkce ziskdme opé€t graf monoténni funkce (stejného druhu).

Poznamky 5 Piiklady 5 Otazky 5 5

Konvexita
DEFINICE. Funkce f definovand na intervalu J se nazyva konvexni, jestliZze pro kazdé dva body =,y € J a
kazdé A € (0,1) plati vztah

fAz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y)-

Plati-li v uvedeném vztahu vzdy ostrd nerovnost, nazyva se f ryze konvexni.

Obratime-li v uvedeném vztahu nerovnost, dostdvame funkci (ryze) konkavni.

Nerovnost v definici konvexity funkce znamend, Ze tsecka spojujici dva body grafu lezi celd nad grafem nebo
na grafu (lezi-li celd, kromé koncovych bodd, nad grafem, je to ryzi konvexita):



POZOROVANI.

1. Funkce f je (ryze) konvexni pravé kdyz — f je (ryze) konkavni.

2. Posunuti (ryze) konvexni funkce je (ryze) konvexni funkce.

3. Funkce f je na intervalu I konvexni pravé kdyz pro libovolné tii body u < v < w z intervalu [ plati
f)(w —u) < fw)(v—u) + fu)(w—v)

neboli

f) = flw) _ flw) — flv)

UV —U - w—v

Chovani konvexnich funkef ilustruji obrazky:
Poznamky 6 Piiklady 6 Otazky 6

VYTVARENI NOVYCH FUNKCI

Ze znamych funkci 1ze pomoci riznych operaci vytvorit dalsi funkce.

Zajimava je otazka, které ze zavedenych vlastnosti se prendseji z generujici funkce na nové vzniklé funkce.

V nasledujicich tfech ¢astech je definovano vytvareni novych funkei pomoci aritmetickych operaci a uspora-
dani na redlnych Cislech a pomoci sklddan{ a inverzni operace.

Pozdéji budou pfidany dalsi operace (napf. umocnovani funkcemi, derivace, integrace).
Skladan{ a tvofeni inverze je vlastnost obecnych zobrazeni.

Pro aritmetické operace se zobrazenimi je potifeba, aby v jejich oboru hodnot byly tyto aritmetické operace
definovény.

Podobné pro operace pomoci uspofdddni musi na oboru hodnot uspofddani existovat.
Pouziti aritmetickych operaci R

DEFINICE. Jsou-li f, g funkce, budou znadit f + g, f - g, f/g funkce, které maji za hodnotu v bodé 2 postupné&
f(x) +g(x), f(z) - g(x), f(x)/g().

Ve vyrazu k - f miZeme ¢islo k chapat jako konstantni funkci na R s hodnotou k a potom je funkce & - f
specidlnim ptipadem nésobeni funkei, tj. (k - f)(z) = kf(x).
Stejné tak je rozdil funkei f — g specidlnim pfipadem soudtu funkei fa —g = (—1) - g.
Polynom je funkce tvaru
Yy = anz™ + an—12" + -+ ajz + ag,
kde n € N a koeficienty ag, ay, . . ., an jsou redlnd ¢isla (jestlize a,, # 0, nazyva se n stupen polynomu).

Podil dvou polynomi se nazyva racionalni funkce.
Pouziti usporadani R

DEFINICE. Pro funkce f, ¢ se definuje max{f, g} (nebo min{f, ¢g}) jako funkce, kterd ma v bodé = hodnotu
max{f(z), g(z)} (resp. min{f(z), g(x) .
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Pro funkei f se definuji funkce fy = max{f,0}, f- = —min{f, 0}, tzv. kladnd nebo zdporn4 ¢dst funkce f.

Pozndmky 7 Priklady 7 Otazky 7

Skladani funkeci

vvvvvv

jednoduchych funkei.

DEFINICE. Slozeni f o g dvou funkci f, g se definuje jako funkce, kterd md v bodé = hodnotu f(g(x)).

Funkce g se pak nékdy nazyva vnitini funkei a f vnéjsi funkci. Napf. |f| (absolutni hodnota funkce f) je

slozeni funkce f (vnitini funkce) a funkce absolutni hodnota (vné&jsi funkce).

Defini¢ni obor tohoto sloZeni jsou pravé ty body z z defini¢niho oboru funkce g, pro které ndlezi g(x) do
defini¢niho oboru funkce f. Symbolicky lze napsat

D(fog) =D(9) Ng 1 (D(f)).

Pozndmky 8 Priklady 8 Otazky 8

Inverzni funkce

Inverzni funkce jsou dulezitym nastrojem pii feSeni rovnic. I kdyZ nékdy nedovedeme inverzni funkci presné
napsat, dovedeme popsat jeji vlastnosti a s jejich pomoci popsat i feSeni rovnice.

DEFINICE. Je-li f prostd funkce definovana na mnoziné D s oborem hodnot F, pak funkce, kterd pfifadi bodu
y € E ten jediny bod 2 € D, pro ktery je f(x) =y, se nazyvé inverzni funkce k f a znadf se L

Pokud se nakresli grafy funkce y = f(z) a funkce k nf inverzni y=f~1(z) do stejné soufadnicové soustavy,
vyjdou grafy symetrické podle osy prvniho kvadrantu.
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POZOROVANI.

1. Pro prostou funkci f je definiéni obor funkce f~1 totoZny s oborem hodnot funkce f a plati

(fof Hy) =ypoyeD(fh) (f'of)x)=aproxzeD(f).

2. Jestlize f md inverzni funkci f~1, pak f je inverzni funkei k f~1.
3. Kazda ryze monoténni funkce md inverzni funkci.
4. Inverzni funkce f~! je rostouci (nebo klesajici), pravé kdyz je funkce f rostouci (nebo klesajici, resp.)

5. Inverzni funkce £~ je konvexni (nebo konkdvni), pravé kdyz je funkce f konkdvni (nebo konvexni, resp.).
Poznamky 9 Priklady 9 Otazky 9 9

DALSI MOZNOSTI POPISU FUNKCI

Existuji i jiné moznosti, jak zadavat funkce. Dale uvedené moznosti zadavaji funkce po Castech, ale jinym

NN Pe

bude uveden az v teorii funkci dvou proménnych.

Predpis 2 = 1 — 22, neboli 22 + y? — 1 = 0, nedefinuje funkci (pro¢?). Nicméné mnozina bodi (x,y) v
roving spliujicich uvedenou rovnost tvori kruznici s polomérem 1 o stfedu v pocatku a jedna se o dilezitou kiivku,
ktera je zadana jednoduchym zptisobem a je sloZena z grafti dvou funkci (horni a dolni polokruznice). Podobnych
piipadi je vice a jsou duleZité.

Rovnost f(z,y) = 0, kde f(x,y) je funkce dvou redlnych proménnych x,y, se nazyva implicitné zadana
funkce (krétce implicitni funkce) a rozumi se, Ze na jistych intervalech je y funkci x, napf. y = g(x), pficemzZ na
daném intervalu je f(z, g(x)) = 0. Grafem implicitné zadané funkce je {(z,y); f(z,y) = 0}.

Tento termin implicitni funkce je nutné chapat vcelku, nikoli jako sloZeni dvou slov implicitni a funkce.
Dal§imi piiklady jsou 42 = x (parabola), y> — 22 = 1 (hyperbola), (z — y)* = 4(z + y?) (kardioida).

Mnoho téchto kiivek 1ze zadat v jistém smyslu jednoduseji pomoci parametru. Na piiklad kardioida je zaddna
jako
x =2cost —cos2t, y=2sint—sin2¢, prot € (0,2m).

Obecné tedy Ize definovat parametricky zadanou funkci pfedpisem

SCZ(p(t), y:¢(t)7 teJ,

kde ¢(t),1(t) jsou redlné funkce definované na mnoZiné (vétSinou intervalu) J. Grafem parametricky zadané
funkee je { (¢ (1), (t));t € J}.
Stejné jako u implicitnich funkcf je nutné brat termin parametricky zadand funkce vcelku.

Dalsim ptikladem miiZe byt elipsa:
x=acost, y=bsint, te€]l0,2m),

kde a,b > 0 jsou délky poloos.
Opét I1ze ukdzat, Ze Casti parametricky zadané funkce jsou funkcemi.

Specidlnim pripadem parametricky zadané funkce je zadani pomoci polarnich soutadnic r, o, kde r (vzdalenost
bodu kiivky od pocdtku) je popsano néjakou funkci » = h(y) Ghlu mezi privodi¢em bodu a osou z.

ProtoZze x = 7 cos ¢, y = rsin ¢, dostane se parametrické zadani

x=h(p)cosp, y=h(p)sing, ¢eJ.

Neékdy (viz nésledujici piiklad lemniskaty) muze byt piislusna funkce popisujici zavislost r na ¢ zaddna implicitné.



KruZnice

implicitng: 22 + y% = a
parametricky: = acost,y = asint, t € [0,2n]

polarné: r = a

Kardioida

implicitné: (z2 4 32 — 2ax)? = 4a?(2? + y?)

parametricky: = a(2cost — cos2t), y=a(2sint —sin2t), t € (—oo,+00)
poldrné: r» = 2a(1 + cos p)

2

Lemniskata
implicitné: (22 + y?)% = a?(2? — ¢?)
S (112 tH(1—t2
parametricky: 2 = ¢ §+t4 ) =2 §+t4 ), t € (—o00,400)
polarné: 2 = a2 cos(2¢)
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