Spojitost funkce

Spojitost je nejdiilezitéjsi obecnd vlastnost funkci. UmoZiiuje aproximace riznych fe-
Seni. Je dllezité védét, kdy se mald zména néjakého méfeni projevi malo na konecném
vysledku. Zpresnuje-li se méreni, mel by se prislusny pocitany vysledek blizit k pres-
nému vysledku. To vyjadiuje nasledujici definice, ktera je zformulovana pro funkce s
obecnym definiénim oborem. Pro predstavu a zdkladni pouziti je tfeba mit na mysli
funkce definované na intervalu.
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SPOJITOST POMOCI POSLOUPNOSTI

DEFINICE. Necht' f je funkce, a € D(f), a pro jakoukoli posloupnost {z,} z D(f)
konvergujici k a necht’ lim f(x,) = f(a). Pak fikdme, Ze f je spojitd v bod¢ a a tento
bod se nazyva bodem spojitosti funkce f

Je-1i f spojitd v kazdém bod¢ svého defini¢niho oboru, fikdme, Ze f je spojita.

JestliZe se v definici berou jen posloupnosti s prvky x, > a (nebo z;,, < a), hovoii se
0 spojitosti zprava (resp. spojitosti zleva), dohromady o tzv. jednostrannych spojitostech
(spojitosti se pak fika oboustrannd spojitost).

Je-li f spojita v kazdém bodé mnoziny A, fikame, Ze f je spojitd na mnoziné A.

Chceme, aby se k dané presnosti vysledku dalo dopracovat priblizenim ke zkouma-
nému bodu.

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zéaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost slozeni
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténn{ funkce
prostd=ryze mono-
tonni
monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



To, Cemu m4 spojitost zabranit, je situace, kdy hodnota v daném bod¢ ,,utece" svému
okoli.




Vidime, Ze bézna funkce mize mit body spojitosti i jiné body.
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Denni aktivita

|
|
(x,/(x)) :

|
|
| (22,1(22))
< : O ——
0 ' 22
Tady jsem usnul ...
_ _ Tady jsem pustil bednu ...
Tady jsem se probudil ...

Spojitost 1ze zkoumat v jediném bodé€.

e (1l/n,1/n)
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Funkce nemusi mit Zadny bod spojitosti.

V racionalnich
¢islech samé jednicky ...

V iraciondlnich
¢islech samé nuly ...
00000000000 0000000000OO0000

511

Poznamky 1  Priklady 1

Otazky 1

POZOROVANIL.

1. V definici spojitosti 1ze brat jen ryze monotonni posloupnosti, tj. f je spojitd v
a € D(f) jestlize pro kazdou rostouci nebo klesajici posloupnost {x,} z D( f) kon-
vergujici k a je lim f(z,) = f(a). (Viz poznamku o vybéru monoténnich podpo-
sloupnosti.)

2. Funkce f je spojitd zprava (nebo zleva) v a, pravé kdyz pro kazdou klesajici (resp.
rostouci) posloupnost {x,} s limx,, = a je lim f(x,) = f(a).

3. Funkce je v n¢jakém bodé spojita praveé kdyz je v tomto bod¢€ spojita zprava 1 zleva.
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SPOJITOST POMOCI OKOLI

Nésledujici tvrzeni je velmi dileZité. Ukazuje ekvivalenci definice spojitosti pomoci
spocetnych mnozin (posloupnosti) s definici pomoci okoli, tj. pomoci nespocetnych
mnozin, t.j. mnozin zdanlivé jiného charakteru.

VETA. Funkce f je spojitd v bodé a € D(f) pravé kdyz pro kazdé okoli U bodu f(a)
existuje okoli V' bodu a takové, ze f(x) € U jakmile x € V N D(f).

Jestlize se pouziji jen symetrické intervaly okolo prisluSného bodu (kazdé okoli obsa-
huje takovy interval), dostane se ndsledujici, tzv. e-0 charakterizace spojitosti.

DUSLEDEK. Funkce f je spojitd v bodé a € D(f) pravé kdyZ pro kazdé € > 0 existuje
0 > 0 takové, Ze | f(z) — f(a)| < € jakmile |z — a| < 4,z € D(f).
Piimo z definice spojitosti plyne nasledujici jednoduché ale dilezité tvrzeni (dokazte).

VETA. Je-li f spojitd v a a f(a) > 0, pak existuje okoli U bodu « tak, Ze pro vSechna
r e UND(f)je f(x) > 0.
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SPOJITOST A KONSTRUKCE FUNKCI

Nyni bude vidét, jak je vyhodné dokazovat obecna tvrzeni pro obecné funkce.

Nasledujici tvrzeni ukazuji, Ze konstrukce novych funkci zavedené v predchozi Casti,
zachovavaji spojitost.
Z téchto tvrzeni ihned vyplyne spojitost mnoha funkci bez dalSiho dokazovani.

VETA. Jsou-li funkce f,g spojité v bodé a, jsou i funkce max{f, g}, min{f, g}, f +
g, [ - gavprfipadé g(a) # 01 funkce f/g spojité v bodé a.

Poznamky 2  Piiklady 2  Otazky 2

POZOROVANI.
1. Je-li f spojiti v a,jeik - f spojitd v a pro kazdé redlné Cislo £ a tedy i funkce — f.

2. Jsou-li f, g spojité v a, jsou i funkce f — g spojité v a.

3. Je-li f spojitd v a, jsou i funkce f., f_ spojité v a a tedy je i | f| spojitd v a.

VETA. Je-li funkce ¢ spojitd v bodé a a funkce f spojitd v bodé g(a), je funkce f o g
spojita v bode€ a.

Pri sklddani se spojitost neporusi.

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zéaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténni funkce
prostd=ryze mono-
ténni
monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



(x, /()

(y.g0»)
y=f

VETA. Je-li funkce g Spojita a prosta na intervalu J, je jeji inverzni funkce spojita.

Diikaz tohoto tvrzeni je odloZen do Casti o spojitych monoténnich funkcich, protoZe
tam se dokaze jesté o néco vice.

DUSLEDEK. 1. Funkce n-t4 odmocnina {/x je spojita funkce.
2. Logaritmus log, x je spojita funkce.
3. Cyklometrické funkce jsou spojité.

Poznamky 3  Priklady 3 Otazky 3

POZOROVANI.
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1. Je-li f spojitd v a, je i |f| spojita v a.

2. Posunutim grafu spojité funkce dostaneme graf spojité funkce.




KLASIFIKACE NESPOJITOSTI

Pred dalSim zkoumanim spojitych funkci je vhodné si uvédomit, co znamend, ze
funkce neni spojitd v néjakém bod¢.

DEFINICE. Necht a je bod defini¢niho oboru funkce f. Potom

1. f ma v a odstranitelnou nespojitost, jestliZze existuji a rovnaji se lim f(x,) = b pro
vSechny posloupnosti {z,} C D(f) konvergujici k a, pfi¢emz b # f(a).

2. f ma v a skok, jestlize existuji a rovnaji se lim f(z,) = b (nebo lim f(x,) = ¢)
pro vSechny rostouci (resp. klesajici) posloupnosti {z,,} C D(f) konvergujici k a,
pticemz b # c.

3. f ma v a oscilaci, jestlize neexistuje lim f(x,) pro néjakou rostouci nebo klesajici
posloupnosti {x,,} C D(f) konvergujici k a.

Bod a se potom nazyva po fadé bodem odstranitelné nespojitosti, bodem skoku, bo-
dem oscilace.

Priklad odstranitelné nespojitosti najdeme u Clovéka s absolutnim sluchem, pro kte-
rého vSechny necisté tony jsou FALESNE.
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CISTEJ

FALESNEJ

Skok najdeme u funkce signum.

hodnoceni

vyska hlasu
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Oscilaci najdeme u vahajici vCelky. Leti k jedné kytce, protoze se ji libi. Kdyz prileti
blize, nesedne ji jeji viiné a tak zméni smér ke druhé kytce. Ta ji zblizka také nevoni, tak

se obrati ...

Pozndmky 4 Priklady 4 Otéazky 4
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SPOJITE FUNKCE NA INTERVALU

V této Casti je ukdzano, Ze spojité funkce do jist€ miry zachovavaji nékteré vlastnosti
intervalli, napf. souvislost nebo soucasné uzavienost a omezenost.

Nasledujici dvé tvrzeni pochéazeji od Bolzana a bude na né odkazovano jako na Bol-

Zanovu vetu. LEKCE05-SPO
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utika to nahoru

utika to dolu

511

VETA. Spojitd funkce zobrazuje interval na bod nebo na interval.

Dalsim z dtsledkt je existence odmocnin (uvédomte si, Ze odmocnina je inverzni
funkce k mocniné a jeji definicni obor je tedy obor hodnot prisluSné mocniny).

DUSLEDEK. Je-li n € N liché, existuje n-td odmocnina z kazdého realného Cisla, je-li
n € N sudé, existuje n-td odmocnina z kazdého nezdporného realného Cisla.

Poznamky 5 Priklady 5 Otéazky 5

Nasledujici véta ma také nazev: Weierstrassova véta.

VETA. Spojitd funkce nabyvd na uzavieném omezeném intervalu J své nejvetsi a

nejmensi hodnoty, tj., existuji body ¢, d € J takové, Ze

f(e) = sup f(z),

zeJ

f(d) = int f(z).
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DUSLEDEK. Spojita funkce zobrazuje uzavieny omezeny interval na bod nebo na
uzavieny omezeny interval.

Pozndmky 6 Priklady 6 Otéazky 6




Spojitost a monotonie

Spojité monoténni funkce jsou velmi diilezité. Z nasledujicich vysledki je vidét, ze
tyto funkce maji dalSi vyhodné vlastnosti.

511

VETA. Spojita a prostd funkce na intervalu je ryze monotonni a jeji inverzni funkce je
SpoJita.

511

VETA. Monoténni funkce f na intervalu .J, kterd zobrazuje intervaly v J na bod nebo
intervaly, je spojita.

Pozndmky 7 Priklady 7 Otéazky 7
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Spojitost, konvexita a periodické funkce

VETA. Konvexni nebo konkdvni funkce na otevieném intervalu je spojita.

Diikaz jde udélat i obrazkem:

pod secnou

nad se¢nou

AN

Bylo zminéno, zZe Dirichletova funkce ma za periody vSechna kladna raciondlni Cisla.
Takova situace nemtiZe nastat u spojitych periodickych funkci (kromé konstantni funkce).

VETA. Spojitd nekonstantni periodickd funkce mé nejmensi periodu.

Poznamky 8 Piiklady 8 Otazky 8 88
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