Limita funkce

V predchozi ¢asti o spojitosti funkci byl probiran piipad, kdy lim f(x,) existovala a
byla stejnd pro vSechny posloupnosti {x, } konvergujici k bodu a.

Pokud a € D(f) a lim f(x,) se rovnala f(a), byla funkce f v a spojitd. Pokud a €
D(f)alim f(x,) se nerovnala f(a), méla f v a odstranitelnou nespojitost.

Dilezity je vsak i pripad, kdy a ¢ D(f). Pak lze funkci f v a dodefinovat hodnotou
lim f(z,) a dostane se funkce spojitd v a.
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DEFINICE. Necht' a je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f.
Limita funkce f v bod¢€ a € R* serovna A € R*
(znaceni lim f(x) = A, nebo f(x) — A prox — a),

r—a

jestlize lim f(x,) = A pro kazdou posloupnost {x,,} C D(f) \ {a} konvergujici k a.

Pokud se v definici limity berou jen posloupnosti {x,} s =, < a (nebo x, > a)

dostane se tzv. limita zleva (resp. limita zprava); znaCeni lim f(z) (resp. lim f(z)).
T—a— T—a4

Zapisujeme to piehledné f(z+) (resp. f(x—)).
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1. Necht a € D(f) je hromadnym bodem D(f). Funkce f je spojitd v bod€ a praveé
kdyz lim f(x) = f(a).

2. Funkce ma v daném bod¢ nejvyse jednu limitu.

3. V definici limity Ize brat jen prosté posloupnosti nebo jen rostouci a klesajici po-
sloupnosti {x,, }.
4. lim f(x) = A, jestliZe existuje posloupnost {x,} z definicniho oboru f klesajici k

T—a+

a a pro vSechny takovéto posloupnosti je lim f(x,) = A. Podobné pro limity zleva.

5. lim f(z) = Apravé kdyz lim f(x)= lim f(z)=A
T—a T—a4 T—

VETA. Nésledujici tvrzeni jsou pro funkci f, hromadny bod a defini¢niho oboru f a
bod A ekvivalentni:

1. lim f(x) = A;

r—a

2. Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu a takové, ze f(z) € U jakmile
reVND(f),z+#a.

Nasledujici obrazky ilustruji jednotlivé pfipady moznosti Cisel a, A:
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Obdobou =-0 charakterizace spojitosti pro rizné kombinace vlastnich ¢i nevlastnich
Cisel a, A jsou nasledujici prepisy predchozi charakterizace (viz ilustrace v poznam-
kach):
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Body a i A jsou vlastni. Pro kazdé £ > 0 existuje 0 > 0 tak, ze | f(z) — A| < ¢, jakmile
0< |z —al <.

Bod a vlastni, bod A nevlastni. Pro kazdé ¢islo K existuje 6 > 0 tak, zZe f(x) > K
pro A = oo (resp. f(z) < K pro A = —0), jakmile 0 < |x — a| < 9.

Bod a nevlastni, bod A vlastni. Pro kazdé ¢ > 0 existuje Cislo k tak, ze | f(z) — A| < &,
jakmile x > k pro a = +oo (resp. x < k pro a = —00).

Body a i A jsou nevlastni. Pro kazdé Cislo K existuje ¢islo k tak, ze f(z) > K pro
A = +oo (resp. f(x) < K pro A = —0), jakmile x > k pro a = oo (resp. x < k pro
a = —090).

Poznamky 2
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Limita a konstrukce funkci

V této Casti budou uvedena tvrzeni pro limity aritmetickych operaci a sloZeni funkci,
analogické prisluSnym tvrzenim o spojitosti.

VETA. Necht a je hromadny bod defini¢nich obord funkce f + ¢. Pak plati (zkrdcend
je misto lim pouZito lim):

r—a

1. lim(f(z) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x), pokud ma prava strana smysl;
2. lim(f(x) - g(x)) =lim f(x) - lim g(z), pokud ma prava strana smysl;
3. lim e § = ﬁi ; E; 7, pokud md pravd strana smysl;

Poznamky 3  Priklady 3 Otazky 3
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VETA. Necht f,g¢ jsou funkce, a je hromadny bod D(f o Aa

lim f(y) = @, pak
Y— A

g). Jestlize lim g(x) =

r—a

hm(f og)(r) =«
za predpokladu, Ze g(x) # A pro vSechna z # a z néjakého okoli bodu a.
VétsSinou se limita slozenych funkci pouziva ve specidlnich pripadech popsanych v

nasledujicim dusledku, kde nenf tfeba ovérovat podminku g(z) # A (je pridan dulezity
pripad znamy jiz z C4sti o spojitosti).
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DUSLEDEK. Necht' « je hromadny bod defini¢niho oboru funkce fog a lim g(x) = A.
Pak lim(f o g)(z) = lin}1 f(y) pokud je
r—a y—
1. f spojitd v A nebo
2. A je nevlastni nebo
3. g je ryze monotonni v néjakém okoli bodu a.
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Skladani funkci, to uz je néco jako
organizovany zlocin ...
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f (x)

(x,f(x))

(y.80))
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Limita a usporadani

Limita funkci v uritém smyslu zachovava usporadani a plati obdobnd tvrzeni jako
pro limity posloupnosti.




Limity a vztah uspordddni

VETA. M¢éjme na mnoziné J funkce f, g a a bud’ hromadny bod .J.
1. Jestlize lim f(z) < lim g(z), pak existuje okoli U bodu a takové, ze f(z) < g(x)
pro vSechnaz € U N J,x # a.

2. Jestlize existuje okoli U bodu a takové, Ze f(z) < g(x) pro vSechnax € UNJ, x # a,
pak lim f(x) < lim g(z) (pokud existuji).

DUSLEDEK. M¢éjme funkce f, g, h na mnoziné .J, a bud’ hromadny bod .J, U okoli a
aprox € JNU,z # anecht f(x) < g(x) < h(x). Jestlize existuji lim f(x), lim h(z)

a rovnaji se, pak existuje i lim g(x) a rovna se obéma zbyvajicim.
r—a

Velky Policajt

Maly Policajt




V piipadé lim f(z) = +o0 neni nutné uvazovat funkci h, a podobné u limity —oo neni
Ir—cC

nutné uvazovat funkci f.

DUSLEDEK. Necht' lim f (x) = 0 a funkce ¢ je omezend na néjakém okoli bodu a.

r—a

Pak glclil’é f(z)g(z) = 0.
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Limita monotonnich funkci

Pro monotonni funkce je situace jednodussi, podobné jako u monoténnich posloup-
nosti, protoze tam nékteré limity vzdy existuji.

VETA. Monoténni funkce m4 jednostrannou limitu v kazdém bodé, kde to ma smysl, a
to

1. pro neklesajici funkci f na intervalu J je

Jm f(z) =inf{f(y) -y >a,y € J}, lim f(z) =sup{f(y):y <a,y € J},

2. pro nerostouci funkci je

xlga flz)=sup{fly) 1y >a,y € J},xlirgl_ flz)=mf{f(y)  y<a,yeJ}

(ve vSech pripadech pokud maji smysl levé strany).
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Konec kapitoly o limitach.
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