Limita funkce

s Mz

V piedchozi ¢asti o spojitosti funkci byl probirdn pfipad, kdy lim f(xy,) existovala a byla stejnd pro vSechny
posloupnosti {z, } konvergujici k bodu a.

Pokud a € D(f) a lim f(zy,) se rovnala f(a), byla funkce f v a spojitd. Pokud a € D(f) a lim f(xy) se
nerovnala f(a), méla f v a odstranitelnou nespojitost.

Dilezity je vSak i pfipad, kdy a ¢ D(f). Pak lze funkci f v a dodefinovat hodnotou lim f(x,,) a dostane se
funkce spojitd v a.
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DEFINICE. Necht a je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f.
Limita funkce f vbodé a € R* serovnd A € R*

(znaCeni lim f(z) = A, nebo f(x) — A prox — a),
r—a
jestlize lim f(x,) = A pro kazdou posloupnost {zp} C D(f) \ {a} konvergujici k a.

Pokud se v definici limity berou jen posloupnosti {zy,} s z,, < a (nebo x,, > a) dostane se tzv. limita zleva
(resp. limita zprava); znaeni lim f(x) (resp. lim f(z)). Zapisujeme to prehledné f(z+) (resp. f(xz—)).
r—a_ T—a4

Poznamky 1 Piiklady 1 Otazky 1

POZOROVANI.

1. Necht' a € D(f) je hromadnym bodem D( f). Funkce f je spojitd v bod€ a pravé kdyz lim f(z) = f(a).
r—a

2. Funkce md v daném bodé nejvyse jednu limitu.

3. V definici limity lze brat jen prosté posloupnosti nebo jen rostouci a klesajici posloupnosti {xy, }.

4. lim f(z) = A, jestlize existuje posloupnost {z,} z defini¢niho oboru f klesajici k a a pro vSechny
T—a4

takovéto posloupnosti je lim f(zy,) = A. Podobné pro limity zleva.

5. lim f(z) = Apravé kdyz lim f(x)= lim f(z)=A4
T—a

r—a Tr—a_

VETA. Nisledujici tvrzeni jsou pro funkci f, hromadny bod a defini¢niho oboru f a bod A ekvivalentni:

1. lim f(x) = A;

Tr—a

2. Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V bodu a takové, Ze f(x) € U jakmile x € V N D(f),x # a.

Nasledujici obrézky ilustruji jednotlivé pfipady moznosti ¢isel a, A:

Obdobou g-9 charakterizace spojitosti pro rizné kombinace vlastnich ¢i nevlastnich ¢isel a, A jsou ndsledujici
prepisy predchozi charakterizace (viz ilustrace v poznamkach):

Body a i A jsou vlastni. Pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze | f(x) — A| < ¢, jakmile 0 < |z — a| < 4.

Bod a vlastni, bod A nevlastni. Pro kazdé &islo K existuje 6 > 0 tak, Ze f(x) > K pro A = 400 (resp.
f(z) < K pro A = —00), jakmile 0 < |z — a| < 6.

Bod a nevlastni, bod A vlastni. Pro kazdé ¢ > 0 existuje &islo k tak, Ze | f(xz) — A| < e, jakmile z > k pro
a = +o00o (resp. © < k pro a = —00).



Body a i A jsou nevlastni. Pro kazdé &islo K existuje &islo k tak, Ze f(x) > K pro A = +oo (resp. f(z) < K
pro A = —0o0), jakmile z > k pro a = 400 (resp. x < k pro a = —o0).

Poznamky 2
Limita a konstrukce funkci

V této casti budou uvedena tvrzeni pro limity aritmetickych operaci a slozeni funkci, analogické piislusSnym
tvrzenim o spojitosti.

VETA. Necht a je hromadny bod defini¢nich obort funkce f + g. Pak plati (zkrdcené je misto lim pouZito lim):
r—a

L. lim(f(z) + g(x)) = lim f(x) 4 lim g(z), pokud md pravd strana smysl;
2. lim(f(z) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x), pokud ma prava strana smysl;
f(z) _ lim f(x)

3. lim g(z) — limg(z)’

pokud md pravd strana smysl;

Pozndmky 3 Ptiklady 3 Otazky 3

VETA. Necht' f, g jsou funkce, a je hromadny bod D(f o g). Jestlize lim g(z) = Aa linl4 fly) = a, pak
T—a y— A

lim (fog)(z) =«

r—a
za predpokladu, Ze g(x) # A pro vSechna x # a z n&jakého okoli bodu a.
Vétinou se limita slozenych funkei pouziva ve specidlnich pfipadech popsanych v nasledujicim ddsledku, kde

neni tieba ovéfovat podminku g(z) # A (je ptidan dileZity pfipad zndmy jiZ z Casti o spojitosti).

DUSLEDEK. Necht a je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f o g a lim g(x) = A. Pak lim (f o g)(z) =
r—a T

o
lim f(y) pokud je
1. f spojitd v A nebo
2. A je nevlastni nebo

3. g je ryze monoténni v néjakém okoli bodu a.

Poznamky 4 Piiklady 4 Otazky 4

Limita a usporadani

Limita funkci v uréitém smyslu zachovava usporadani a plati obdobna tvrzeni jako pro limity posloupnosti.

Limity a vztah uspordddni

VETA. M¢jme na mnozing J funkce f, g a a bud’ hromadny bod J.

1. Jestlize lim f(z) < lim g(x), pak existuje okoli U bodu a takové, Ze f(z) < g(z) pro vSechna z €
r—a r—a

Und,xz # a.



2. Jestlize existuje okoli U bodu a takové, Ze f(x) < g(x) pro viechna z € U N J,x # a, pak lim f(z) <
r—a

lim g(x) (pokud existuji).
r—a

DUSLEDEK. M¢jme funkce f, g, h na mnoziné J, a bud’ hromadny bod J, U okolia aprox € JNU,x # a
necht’ f(z) < g(z) < h(z). Jestlize existuji lim f(z), lim h(x) a rovnaji se, pak existuje i lim g(x) a rovnd se
r—a T—a P

obéma zbyvajicim.

V ptipadé lim f(z) = 400 neni nutné uvazovat funkci h, a podobné u limity —oo neni nutné uvazovat funkci
r—cC

1.

DUSLEDEK. Necht lim f(z) = 0 a funkce g je omezend na n&jakém okoli bodu a. Pak lim f(z)g(z) = 0.
r—a

r—a
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Limita monotonnich funkci

Pro monoténni funkce je situace jednodussi, podobné jako u monoténnich posloupnosti, protoze tam nékteré
limity vZdy existuji.

VETA. Monoténni funkce m4 jednostrannou limitu v kazdém bod¢, kde to mé smysl, a to
1. pro neklesajici funkci f na intervalu .J je

lim f(z) =inf{f(y) :y>a,yeJ}, lim f(z)=suwp{f(y):y<ayecl},

TL'—>(1,+ T
2. pro nerostouci funkci je
lim f(z) =sup{f(y) :y >a,y € J}, lim f(z)=inf{f(y):y <a,y€cJ}
T—ay r—a_—
(ve vSech pripadech pokud maji smysl levé strany).

Poznamky 6 Piiklady 6 Otazky 6 66

Konec kapitoly o limitach.
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