Derivace funkce

Derivace je jednim z hlavnich ndstroji matematické analyzy. V pfisti ¢asti ukdzeme, jak mnoho rtiznorodych
aplikaci derivace ma.

Geometricky lze derivaci funkce v néjakém bodé chépat jako smérnici tecny grafu této funkce v daném bodé¢.

Tecna jako pfimka je grafem nejjednodussi funkce, tzv. linedrni funkce a do jisté miry aproximuje funkci v
nejbliz8im okoli bodu dotyku.

Z této predstavy asi uz lze poznat proc se derivace tolik pouZivaji.

Definice bude uvedena v obecném tvaru a derivace funkce f bude definovdna v hromadnych bodech D(f),
které do D(f) néleZi.
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DEFINICE. Necht ¢ je hromadny bod definicniho oboru funkce f. Jestlize existuje
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ozna¢ime ji f’(c) a nazveme derivaci funkce f v bodé c.
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Vezmeme-li v definici f/(c) limitu zprava (resp. zleva), dostaneme derivaci zprava fjr(c) (resp. derivaci zleva

fr(e)).
Jde o teCnu, bere se i ,tecna" ve svislém smeéru.
Znaceni derivaci je vice a kazdé volba md nékteré vyhody a nékteré nevyhody: pro funkci y = f(x) se derivace
/ v oy v d d
y' v bodg ¢ &asto znadi jako symbol 5 (c) nebo %(C).

U tohoto znacenfi se poznd, kterd proménnd se derivuje, stejné tak u znaceni (pouzivaného hlavné pro funkce
vice proménnych) fz(c).
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DERIVACE A SPOJITOST

VETA. Mai-li funkce v néjakém bodé vlastni derivaci, je v tomto bod& spojita.

Podobné pro jednostrannou derivaci a jednostrannou spojitost. Jestlize ma tedy funkce v néjakém bod¢ obé
jednostranné derivace vlastni (mohou byt rizné), je v tomto bodé spojita.
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DERIVACE A KONSTRUKCE FUNKCI

Dozvime se, jak se pocitaji derivace souctu a soucinu, slozZené funkce a podobné.

Nevyskytuji se tu konstrukce funkci pomoci uspofddani (napf. max) protoZe v takovych pfipadech nemusi
derivace ani u jednoduchych funkei existovat.

Aritmetické operace

VETA. Necht ¢ je bodem i hromadnym bodem D(f + g) a necht’ funkce f, g maji v bodé ¢ vlastni derivaci. Pak
plati:



Tvrzeni o souctu ma jednoduchou geometrickou interpretaci.

Tvrzeni o soucinu m4 jednoduchou geometrickou interpretaci.

DUSLEDEK. Necht funkce f, g maji v bodé€ ¢ vlastni derivaci a p, g € R. Pak plati:

f)'(c)=pf'(c), (f=9) ()=F(c)—d (), f+a9)(c)=pf(c)+ad(c).
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Skldddni

Vzorec pro derivaci sloZené funkce patfi mezi nejuZivané;jsi vzorce pfi pocitani derivaci.

VETA. Necht' funkce g md vlastni derivaci v bod& ¢ a funkce f md vlastni derivaci v bod& g(c), kde ¢ je
hromadnym bodem D(f o g).

Pak f o g ma vlastni derivaci v bod€ ¢ a plati

(fog)(c)=f"(g9(c)-d(c).

DUSLEDEK. Derivace liché (sudé€) funkce je suda (resp. lichd) funkce.
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Inverzni funkce

Inverzni funkce k f, pokud existuje, je urCena jednoznacné funkci f a jeji vlastnosti 1ze popsat pomoci vlast-
nosti f.

Nasledujici tvrzeni popisuje, jak Ize i derivaci inverzni funkce k f vypocitat pomoci derivace funkce f.

VETA. Necht je funkce f spojitd a prostd na intervalu J a ma na ném derivaci. Pak jeji inverzni funkce g ma na
f(J) derivaci
1

9@ = Ty

pficemZ v piipadé f’(g(x)) = 0 se chépe pfevrdcend hodnota jako +o0o nebo —occ podle toho, je-li f rostouci nebo
klesajici.
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DERIVACE FUNKCE NA INTERVALU

Ma-li funkce vlastni derivaci v kazdém bodé néjakého intervalu, vyplyvaji z toho pro funkci a pro jeji derivaci
nékteré dilezité vlastnosti.

Prvni vlastnost (tzv. Darbouxova vlastnost) derivace o zobrazovani intervalu je obdobna vlastnosti spojitych
funkci (Bolzanova véta); zde vSak nebude tfeba pfedpoklddat, Ze derivace je spojita.

Dals{ vlastnost je i tzv. Rolleova véta o existenci bodu s nulovou derivaci. Posledni dvé véty jsou tzv. véty o
stredni hodnoté, které se budou Casto pouZzivat.

LEMMA. Necht mé funkce f v bodé ¢ € (a,b) maximdlni nebo minimalni hodnotu na (a, b). Jestlize f'(c)
existuje, musi byt rovna 0.

Darbouxova viastnost

VETA. Necht interval .J je ¢asti definiéniho oboru vlastni derivace funkce f. Pak f/(.J) je bud’ bod nebo interval.

DUSLEDEK. Jestlize funkce f ma vlastni derivaci na intervalu .J, tak
1. f’ nemd na J zadné skoky (tj., body nespojitosti derivace jsou body oscilace),

2. je-li ' monoténni, je spojita.
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Veéty o stredni hodnoté

Nasledujici vétu lze chapat bud’ jako pomocné tvrzeni pro dalsi dvé véty (Lagrangeovu a Cauchyovu vétu)
anebo jako zdkladni vétu, z které ob¢ dalsi véty snadno vyplyvaji.

Geometricky obé ndsledujici véty fikaji, Ze za danych podminek vzdy existuje tecna ke grafu funkce rovno-
bézna se spojnici krajnich boda.

Cauchyova véta pak naléza vhodny bod pro dvé funkce soucasné. Jiny pristup k této vété umozni vypocet
prirastku funkce pomoci derivace.

VETA. (Rolleova véta) Necht' funkce f je spojitd na uzavieném omezeném intervalu [a, b] a md derivaci vSude
v otevieném intervalu (a, b). Jestlize f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.

VETA. (Lagrangeova véta) Necht' funkce f je spojitd na uzavieném omezeném intervalu [a, b] a mé derivaci
viude v otevieném intervalu (a, b). Pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

1) = f(a)

f/((:) - b—a

DUSLEDEK. Jestlize m4 funkce na intervalu derivaci rovnu 0, je na tomto intervalu konstantni.

DUSLEDEK. (O jednostranné derivaci ) Necht’ funkce f md derivaci na otevieném intervalu (a, b) a je spojitd
zprava v bod¢ a. Jestlize existuje lim f/(z), pak se rovna f! (a).
.'If*)(lu‘,



VETA. (Cauchyova véta) Necht funkce f, ¢ jsou spojité na uzavieném omezeném intervalu [a, b] a maji derivaci
vSude v otevieném intervalu (a, b). Pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

F1(©)(g(0) = g(a)) = ¢'(e)(f(b) - f(a)).

Specidlng, kdyZ ¢’ nenabyva hodnoty 0 v (a, b), existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

Pfi troSe snahy uvidime Cauchyovu vétu v nasledujicim obrazku.
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Derivace vysSich rada
Protoze derivace f/ funkce f je opét funkce, je mozné vzit derivaci (f’)’ funkce f’.

Dostane se tzv. druh4 derivace funkce f, kterd se znadi struén&ji f”.

Miizeme definovat obecné:

DEFINICE. Pron € N se definuje indukci f (n) = (f ("*1))' ,kde f 0) = f. Funkce f (") se nazyva n-ta derivace
funkce f.

Jak uZ bylo vyge naznaceno, druh4 derivace se misto f(2) zna&f f a podobné tiet{ derivace f’. Pro &tvrtou
derivaci jsou uz 4 ¢arky méné vhodné.

Pokud se pouzije znaceni % pro derivaci, lze druhd derivace vyjadfit formdlné pravidly pro dpravu zlomki

« P o dn
Obecné se n-ta derivace znaci dw—}{

Vv

Pro derivace vys$§ich fada 1ze samoziejmé pouzit odpovidajici tvrzeni pro derivace.
Napt.
1. existuje-li v bodé c vlastni derivace tretiho Fddu, je druhd derivace v c spojitd

2.(f+9) ™ (c) = f™(c) + g™ (c), md-li pravd strana smysl.
Obdoba posledniho tvrzeni pro souciny uz neni zcela trividlni a je nutné je dokazat (viz Otdzky):
VETA. Necht' funkce f, g maji v bod¢ ¢ vlastni derivace az do radu n vcetné. Pak plati

n

7@ =Y (1)1,

1=0
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Implicitné a parametricky zadané funkce

Implicitné zadané funkce

Implicitné zadand funkce f se zpravidla zaddvd rovnici ve tvaru F'(x,y) = 0, kde F' je funkce dvou promén-
nych a proménnd y = f(z) se chape jako funkce proménné z, pro které plati uvedend rovnost (tj., grafem funkce
f je mnozina {(z,y); F(x,y) = 0}).



Jak bylo uvedeno v ¢4sti o implicitné zadanych funkcich, takto zadand implicitni funkce neni obecné funkci ve
smyslu definice funkce. Nicméné byva funkci ,po Castech" a velmi Casto se pouziva.

Definice implicitné zadané funkce uz naznacuje, jak se bude derivovat. Pro zacatek je vhodné psat proménnou
y ve tvaru, ze kterého je vidét, Ze je funkef z, tj. napt. jako y(z).

Rovnost F(z,y(x)) = 0 se derivuje podle proménné = pomoci véty o derivaci sloZené funkce. Napf. pro
rovnost 2293 — sin(zy) = 0 je prvni derivace funkce y podle = vyjddiena vztahem:

(22 - (@) + 2% - 3y%(2)y () — (cos(a - y(@)) - (1 y(x) + 2 -y () = 0.
Tedy mocnina y3(m) ma derivaci podle x rovnou derivaci vnéjsi funkce (tfeti mocnina) vynasobenou derivaci
vnitini funkce (tj. derivaci funkce y(z), coz je v/ (z)).
Z dosaZené rovnosti (pokud vSe v rovnosti m4 smysl, coZ v uvedeném piikladu m4) Ize vypocitat 3 za predpo-
kladu, Ze koeficient u ' neni roven 0:
;_ ycos(zy) — 2213

 3a2y? — xzcos(zy)
pro 3z2y? — z cos(zy) # 0.

Obdobné se postupuje u derivaci vyssich fadu. Napf. u pfedchoziho piikladu se druha derivace dostane (uz bez
dodate¢ného oznaceni proménné x u y) ze vztahu

2y°42 - 22 - 3yPy'+a? - 6y(y') Ha? - 3yy " sin(zy) - ((y+ay)?—cos(zy) - (2y"+ay”) =0

Odtud Ize opét vypoditat 3/, protoZze ma stejny koeficient jako byl v difvé&jsi rovnosti u y/. Na pravé strané se
bude vyskytovat g'; pokud to vadi, 1ze za ni dosadit pfedchozi vypoctenou rovnost.

Parametricky zadané funkce

Parametricky zadand funkce md tvar y = o(t),z = ¥(t), kde ¢ probihd néjakou zadanou mnoZinu na redlné
primce (vétSinou interval).

Opét se chape proménna y jako funkce proménné z prostfednictvim parametru ¢.

Grafem je mnoZina {(z,y); existuje ¢ tak, Ze y = (t),z = 1(t)}. Obdobné jako u implicitné zadané funkce
neni takto zadana funkce obecné funkci ve smyslu definice funkce. Opét vSak byva funkei ,po ¢astech” a opét se
velmi Casto pouziva.

JestliZe 1ze pro néjaky bod (x,y) grafu parametricky zadané funkce pocitat derivaci, musi byt 2 v néjakém
svém okoli jednozna¢né ureno parametrem ¢, tj., v tomto okoli existuje 1)1 () a potom 3 = (v~ (z)).
Z tohoto vyjadfeni se snadno ziska derivace podle vét o derivaci sloZené a inverzni funkce:
y = ¢'(t)
Y'(t)

Tento vzorec l1ze snadno zapamatovat pfi znaceni derivace zlomky (pouZitim dpravy sloZeného zlomku):

d
dy _ at

. dx
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Stejnym zptisobem se dostanou derivace vyssich fada.

~—

/
Napf. druh4 derivace je derivace parametricky zadané funkce ¢/ = £ E? ,x = 1)(t), takze

'l,[}/
) = PO - OP"E) 1 "Y' — SO ()

W2(t) W(t) U8 (t)

Poldrné zadané funkce r = h(y), kde h je néjaka funkce a proménnd ¢ probihd néjakou podmnozinu redlnych
Cisel (Casto interval [0, 27)) jsou specidlnim pripadem parametricky zadanych funkei nebot’ y = h(y) sin(yp), z =
h() cos(p).




Z predchoziho vzorce pro derivaci parametricky zadané funkce vyplyva ndsledujici vzorec pro derivaci polarné
zadané funkce:
W (p)sing + h(p)cosp
v R (p)cosp — h(p)sing
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