Pouziti derivaci

V této Casti budou uvedena nékterd pouziti derivaci.




’HOSPITALOVO PRAVIDLO POCITANI LIMIT

Tvrzeni je uvedeno pro jednostrannou limitu zprava. Samozrejmé obdobné tvrzeni
plati pro limitu zleva nebo pro oboustrannou limitu.

VETA. (I’Hospital) Necht' funkce f, g maji derivaci na otevieném intervalu (a, b) a
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PRUBEH FUNKCE

Stanovit pribéh funkce znamena zjistit intervaly, kde je funkce monoténni, konvexni
¢i konkdvni, zjistit jeji hodnoty nebo limity v rtiznych potfebnych bodech, asympto-
tické chovani v nékterych bodech, maximalni a minimélni hodnoty, popr. dalsi vhodné
vlastnosti.
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Pri zjiSt ovani t€chto vlastnosti poméaha znalost derivace funkce.
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Monotonie

Zda je funkce rostouci nebo klesajici 1ze u slozitéjSich funkci tézko zjiSt ovat z definice
téchto vlastnosti. Nasledujici kritérium miiZe ovéfeni monoténie znacné zjednodusit.

VETA. Necht m4 funkce f naintervalu J derivaci.

1. Funkce f je na J neklesajici pravé kdyz je f/ > 0.

2. Funkce f je na J nerostouci pravé kdyz je ' < 0. LEKCEOS.PRU

Pouziti derivaci

3. Funkce f je na J rostouci, je-li f' > 0. I"Hospital
prubéeh funkce
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Konvexita

Podobné jako u monotonie, I1ze 1 konvexitu a konkavitu zjiSt ovat pomoci derivace a
nikoli podle definice té€chto vlastnosti.
VETA. Necht m4 funkce f naintervalu J derivaci.
1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyz je f’ neklesajici.
2. Funkce f je na J konkavni pravé kdyz je f’ nerostouci.
3. Funkce f je na J ryze konvexni pravé kdyz je f’ rostouci.

4. Funkce f je na .J ryze konkavni pravé kdyz je f’ klesajici.

Pouzije-li se v predchozi vété charakterizace monotonie pomoci derivaci, dostane se
tvrzeni:

DUSLEDEK. Necht m4 funkce f na intervalu J druhou derivaci.
1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyz je f” > 0.

2. Funkce f je na J konkavni pravé kdyz je f” < 0.

3. Je-li >0, je f na J ryze konvexni.

4. Je-li f” <0, je f na J ryze konkavni.
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DEFINICE. Necht funkce f je definovdna na intervalu J, c je vnitini bod J, f je
spojita v ¢ a existuje f'(c).
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Bod ¢ se nazyva inflexni bod f, jestliZe existuje okoli (a,b) C J bodu c takové, zZe

funkce f je ryze konvexni na jedné ze dvou Casti (a, ¢/, [c, b) a ryze konkdvni na druhé
casti.

| konkavni

konvexni

inflexni
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Extrémy

Body, ve kterych funkce dosahuje maximalnich nebo minimélnich hodnot patii k nej-
dilezitéjSim bodlim, které je vhodné o funkci znat. Jsou predmétem mnoha praktickych
tloh.

Je vhodné pripomenout, Ze maximdlni (nebo minimdlni) hodnota znamena, Ze Zadna
jin4 srovndvand hodnota neni vetsi (resp menSi), kdezto nejvetsi (nebo nejmenst) hod-
nota znamena, Ze kazda jina srovnavana hodnota je mensi (resp. vetsi).

DEFINICE. Funkce f ma v bod€ c € D(f) lokdlni maximum, nebo lokdlni minimum,
jestlize existuje okoli U bodu ¢ takové, Ze f(c) je maximdlni (resp. minimélni) hodnota
fnaU ND(f).

Funkce f md v c lokdlni extrém, jestlize m4 v ¢ lokdlni maximum nebo lokdlni mini-
mum.

body lokalnich extrémi

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrémi slovo maximdlini slovem nejvétsi (resp.
slovo minimdlni slovem nejmensi, dostane se definice ostrych lokdlnich extrémi.
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VETA. Funkce f definovand na intervalu .J mdZe mit lokdlni extrém pouze v nasledu-
jicich bodech:

1. v krajnim bod¢ J, ktery patii do J;
2. ve vnitinim bodé J, ve kterém f nema derivaci;
3. ve vnitfnim bod¢ J, kde ma f derivaci rovnou 0.

kritické body




Dalsim krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém
nastane a zda jde o maximum nebo minimum. Nasledujici tvrzeni a jeho dusledek jsou
obdobou tvrzeni pro uréeni inflexniho bodu. Dikaz vyplyva ihned z definice lokdlnich
extrémd.

VETA. Necht je ¢ € D(f) a (a,b) je okoli c.

1. Jestlize f je neklesajici v jedné ze dvou Casti (a, ], [c, b) a nerostouci ve druhé, ma f
v c lokalni extrém.

2. Jestlize f je rostouci v jedné ze dvou ¢asti (a, ¢/, [c, b) a klesajici ve druhé, ma f v ¢
ostry lokalni extrém.

DUSLEDEK. Necht je ¢ vnitfnim bodem defini¢niho oboru funkce f a necht’ f ma
derivaci v né€jakém okoli bodu c. Jestlize f' méni v bodé€ ¢ znaménko, m4 f v tomto bodé
ostry lokalni extrém.

Predchozi tvrzeni davaji navod nejen k nalezeni lokalniho extrému ale 1 ke zjiSténi, o
jaky extrém se jednd. Je-li napt. f klesajici nalevo od ¢ a rostouci napravo od c, je v ¢
ostré lokalni minimum.

Nasledujici tvrzeni ukazuje jinou cestu pro overeni typu extrému.

VETA. Necht' funkce f ma ve vnitinim bodé ¢ svého defini¢niho oboru lokalni extrém.
Je-1i f v okoli bodu ¢ konvexni (resp. konkdvni), mé v ¢ lokdlni minimum (resp. lokalni
maximum).

DUSLEDEK. Necht' funkce f ma ve vnitfnim bod¢ ¢ svého defini¢niho oboru druhou
derivaci f"(c).
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1. Je-li f'(¢) =0a f"(c) > 0, ma f v bodé c ostré lokalni minimum.

2. Je-li f'(¢) =0a f"(c) < 0, ma f vbodé c ostré lokdlni maximum.
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Asymptoty

Chovani funkce ,,blizko" nevlastnich bodl se da zhruba popsat pomoci limit funkce a
jeji derivace v téchto bodech.

Nejzajimavéjsi je pripad, kdy se graf funkce bliZi k n€jaké primce, ktera se pak nazyva
asymptotou.
511

DEFINICE. Pifimka y = ax + b se nazyva asymptotou funkce f v nevlastnim bodé c,
jestlize :161_>mc (f(x) — (ax + b)) = 0. LEKCEOS.PRU
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Pribéh funkce f znamend urcit pfinejmensim nésledujici:

S

Prubéh funkce

defini¢ni obor;

spojitost;

lokalni a absolutni extrémy;
asymptoty;

konvexita, konkavita, inflexni body;
nakreslit graf.
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Nelze navrhnout postup, ktery je optimalni pro vSechny mozné pripady. Nicméné,

nasledujici postup byva vétSinou vhodny.

1.

Pokud neni defini¢ni obor dén, zjisti se béZnym zplisobem, tj. ovéienim, kde ma po-
uzity predpis smysl. Je vhodné ovérit, zda je funkce licha nebo suda nebo periodicka
— v téchto pripadech je pak mozné zkoumani funkce ziZzit na mens$i mnoZinu.

. Vypocte se derivace a zjisti se jeji definini obor — na tomto defini¢nim oboru je

ptvodni funkce spojitd. Ve zbyvajicich bodech (nebo ve vSech) se spojitost funkce
vetSinou zjisti primo z predpisu funkce pomoci zakladnich vét o spojitosti funkci.

. Naleznou se vSechny kritické body pro lokalni extrémy a udé€la se tabulka hodnot v

téchto bodech (viz Priklady v lokédlnich extrémech), pro kazdy interval defini¢niho
oboru zvlast’.

. Zjisti se asymptoty v nevlastnich bodech, obvykle podle predchozi charakterizace.
. Konvexita, konkdvita a inflexni body se obvykle zjist'uji pomoci druhé derivace nebo

pomoci monoténie prvni derivace. To mize byt obtizné, a proto se n¢kdy tato ¢ast
vynechdva a dodélava se az pri kresleni grafu, ukdze-li se to potrebné.

. VétSinou je v této chvili zndmo dost vlastnosti funkce pro hrubé nakresleni grafu.

Je nutné si pripomenout, ze v intervalech definicniho oboru funkce spojujicich sou-
sedni kritické body musi funkce bud’ riist nebo klesat. Pokud nebyla zjist' ovana kon-
vexita a konkdvita, nemusi byt jasné, jak v nékterych téchto intervalech graf funkce
,ohnout".

. V bodech, ve kterych derivace neexistuje, je vhodné Vyp001tat jednostranné derivace,

pokud existuji. Pomohou v grafu presnéji zakreslit ,,hroty" v t€chto bodech.

Pozndmky 6 Priklady 6 66
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ROXIMACE FUNKCE POLYNOMY, TAYLORUV POLYNOM

Zkoumani nékterych funkci miZe byt velmi sloZité, a proto se nahrazuji funkcemi
jednodussimi, které jsou v jistém smyslu velmi blizko dané funkci (danou funkci apro-
ximuji).

Slovo ,,blizko" milize mit vice vyznamt. Napr. v kazdém bod€ budou hodnoty aproxi-
mujici funkce blizko hodnotdm dané funkce, ale v rtiznych bodech riizné€ blizko, nebo
budou ve vSech bodech hodnoty stejné blizko. Zakladem je tu bodova konvergence po-
sloupnosti funkci (tj., konvergence posloupnosti hodnot v kazdém bod¢)

Uvazujme posloupnost funkci f,(z) = x/n. Jisté pro kazdé x € R plati
lim f,(z)=0

Tedy tato posloupnost aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R
rizné rychle)
Uvazujme posloupnost funkei g, (x) = 1/n. Jisté pro kazdé = € R plati

lim g,(x) =0.

n—oo

Tedy tato posloupnost také aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé
v
/ )

x € R stejné).
R

%%
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Prvni pripad se nazyva bodovd aproximace (vlastné€ jiny termin pro bodovou konver-
genci), druhy pripad stejnomérnd aproximace (je to bodova konvergence s dalSim poza-
davkem navic). V prvnim pfipad¢ se n-ta funkce od limitni funkce u nekonecna velmi
vzdaluje, v druhém pripadé je n-ta funkce docela blizko limitni vlastn€ vSude najednou.

Jako aproximujici funkce se Casto voli polynomy, se kterymi se dobfe pracuje a jejichz
hodnoty se dobre pocitaji. V této Casti budou sestrojeny tzv. Taylorovy polynomy, které
bodové (nékde 1 stejnomérné) aproximuji mnoho funkci.

Bude-li pozadovana vyss$i presnost, bude stacit k jiZ sestrojenym polynomuim pridat
dalsi ¢leny vyssich stupnti.

VETA. Necht' funkce f ma derivace v bodé a az do fddu n. Pak polynom

f"(a)

2!

£a)

(x—a) +- -+
| n!

T,(z) = f(a)+ f'(a)(z — a) +

(x —a)"

(2)

je jediny polynom nejvyse n-tého stupné takovy, ze f)(a) = 7" (a) proi = 0,1,. .., n.

DEFINICE. Polynom T, (x) (pfesnéji 1, ,(z)) se nazyva Tayloriv polynom stupné
nejvyse n funkce f v bod€ a. Je-li a = 0, nazyva se T,(x) téZ Maclaurintiv polynom.

Nasledujici véta usnadni vypocet Taylorovych polynomii pro rizné konstrukce funkci.
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VETA. Pro Taylorovy polynomy v bodé a plati (prop € R, k € N):

T}‘ Fg,n Tf-li + j—}/~” )
irpf.n — pr.N? )
Trgn = Lin-Tyy

T/‘ - T/'.n 7
g I’(/.n |
T/"ﬂ( l > (T/‘-'Wl <‘/I’i>>/ )

proa =0, T,‘/'(,r).n (])—'77/1) :

Ve dvou pripadech je nad rovnosti tecka. U soucinu funkci znamena, Ze leva strana
(polynom stupné€ nejvySe n) se rovna Casti prave strany (polynom stupné az 2n) po
vynechani mocnin Vysswh nez n. U podilu se na prave strané nedéli polynomy obvyk—
lym zpasobem, tj. nejvyssi mocnina Citatele nejvyssi mocninou jmenovatele, ale nejnizsi
mocnina Citatele nejnizsi mocninou jmenovatele a skonci se u stupné n, jinak je postup

délen{ stejny (napt. (z + 2°) : (x — 2°) = 1 + = + x> + .. ., viz Pfiklady).

Pokud maji Taylorovy polynomy bodové aproximovat funkci f na néjaké mnoziné
M, musi podle definice bodové konvergence pro kazdé x € M platit lim T, (z) = f(x),
neboli lim(7,,(z) — f(z)) = 0.

Kvili stru¢nosti se rozdil f(x)
se zbytek.

511

— Tt an(x) znaci Ry, () (Castéji jen R,,(z)) a nazyva

VETA. Necht f m4 na uzavieném intervalu s koncovymi body a, x derivaci fadu n + 1.
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Pak existuji uvniti tohoto intervalu body c, d tak, Ze

j‘(rz,—&-l)((j) (r N a>”+1 - j‘(71,+l)<d>

R an(®) = (n+1)! n!

(x —d)"(x —a).

Prvni vyjadieni zbytku se nazyva Lagrangetliv tvaru zbytku a je jednoduchy pro zapa-
matovani.

511

Druhé vyjadfeni se nazyva Cauchytv tvar zbytku.

Existuji 1 jiné vzorce pro zbytek.

Speciélné tedy plati, ze ma-li f derivace az do fddu n + 1 na intervalu J obsahujicim
bod a, pak pro kazdé x € J existuje c, lezici mezi a, x tak, ze

, /"(a) ™) "D (e,)
f(z) = fla)+ fa)w—a)+ L e Yo

Pro n = 0 je predchozi rovnost totoZna s rovnosti v Lagrangeové vété o stredni hod-
note (totéz plati i pti pouziti Cauchyova tvaru zbytku — ovérte).

(x—a)’+... (x—a)"+ (x—a)"".

VETA. Necht' f ma v okoli bodu a derivace aZ do ¥adu n. Potom

x)—Tr nlx
lim f(z) i f”<1> -
T—a (J — a‘)”

a1,y Jje jediny polynom nejvysSe n-tého stupné, pro ktery uvedend rovnost plati.

Skutecnost, Ze
o 9(@)
im —————

=0
r—a (:U — a)”
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se Casto vyjadfuje zapisem

g9(x) = o(z — a)"
a slovy g je mald rddu aspori n + 1 v bodé a.

Takze Ry, ,(x) = o(r —a)", x — a a tento vyraz pro zbytek se Casto nazyva Peantiv
tvar zbytku.

, T —a

Tohoto zapisu se VyuZiVé tehdy, neni-li tfeba znat, o jakou funkci na levé strané
se jedna. To je pfipad pocitani limit pomoci Taylorovych polynomu kdy se jednot-
livé funkce nahradi svymi Taylorovymi polynomy JIStehO stupné (predem odhadnutého)
spolu se zbytky zapsanymi pravé pomoci malého ,,0".

Ma-1i se zjistit, ze na urCit€ém okoli bodu a Taylorovy polynomy bodové aproximuji
funkci f, je nutné dokazat, ze v kazdém bodé x tohoto okoli konverguji hodnoty zbytku
R, (z) (pro rostouci n) k 0.

ProtoZe se ve vyjadieni zbytku vyskytuji neznama Cisla c, d, je vhodné zbytky odhad-
nout seshora. Nasledujici tvrzeni plyne pfimo z Lagrangeova tvaru zbytku.

VETA. Necht f ma derivace aZ do ¥4du n + 1 na intervalu (a — p,a+ p). Pak plati pro
xr € (a—p,a+p):

j\[” lpn+1
R(fam(@)| < 22

(n+1)/,

., kde M, .1 >

sup
ye(a—p,a+p)

DUSLEDEK. Necht f ma vSechny derivace na intervalu (¢ — p,a + p). Je-lip < 1a
f ma vSechny své derivace na (a — p, a + p) omezené stejnym Cislem, aproximuji jeji
Taylorovy polynomy v bod¢ a bodové funkci f na (a — p,a + p).

LEKCEO08-PRU
Pouziti derivaci
I’Hospital
prubéeh funkce
monotonie
konvexita
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inflexe
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extrém
extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
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