Pouziti derivaci

V této Casti budou uvedena néktera pouziti derivaci.

Jedna se hlavné o pribéh funkce (tj., co nej-
presnéjsi popis chovani funkce) a o aproximace
funkce polynomy.

Toto pravidlo pro vypocet limit zlomkd, které ve-
dou na neurcity vyraz, je vyhodné, ale nikoli vSe-
mocné.

| V mnoha piipadech zjednodusi vypocet. I

Pti kazdém pouZiti je nutné zkontrolovat predpo-
klady, protoze pri $patném pouziti vede ke Spat-
nému vysledku.

Tvrzen{ je uvedeno pro jednostrannou limitu zprava. Samoziejmé obdobné tvrzeni plati pro limitu zleva nebo
pro oboustrannou limitu.



VETA. (’Hospital) Necht’ funkce f, g maji derivaci na otevieném intervalu (a, b) a

f'(x)

lim
T—a4 g/(,(,‘)

existuje.

To znamena, Ze to nékdo ovéri! I

lim f(z)= lim g(z) =0 nebo lim |f(z)|= lim |g(z)| = 400,
1'4)(1_)'_

T—aq " T—aq " T—ay

Jestlize plati

pak

N

lim 4G lim f/(([:).

T—a4 g(,’}t) T—a4 '(,//<.'I‘)

—

o T M CO
Dikaz. Necht lim < = A.
r—a4 9 (z)

V prvnim pfipadé lim f(z) = lim g¢(z) = 0 je postup ndsledujici.
rT—a4 T—a4

Jestlize a € R, lze v bodé a dodefinovat nebo predefinovat f, g hodnotou 0, takze f i g jsou nyni spojité v a
zprava.

Je-li {xy,} posloupnost konvergujici zprava k a, pak podle Cauchyovy véty o stfedni hodnot€ (¢leny posloup-

nosti lze brét dostate¢né blizko bodu a, kde existuji derivace funkci f,g a kde ¢’ je nenulovd) existuji body
e € (a,xy) tak, Ze

f(zn) _ f(zn) — f(a) _ f'(cn)
9(zn) g(xn) — g(a) g’ (cn) -

Prava strana rovnosti ma limitu A a tedy i leva strana md limitu A.

Pokud je a = —o0, pak

4 C) B2 &) N U4 ) M 1 ) B
z——c0 g'(x) y—0_ g/(% y—0_ ;7219/<§) y—0_ 9 %))/ y—0_ g(%) z——o0 g(x)

Predposledni rovnost vyplyvad z pravé dokaza-
ného tvrzeni, ale pro limity zleva.




| Tim mame dokdzanu leh¢i ptlku. I

Zbyva dokdzat druhy pifpad lim |f(z)] = lim |g(z)| = +oo.
.'If—>(l+ 33—>a+
Opét stali predpoklddat, Ze a je vlastni bod. Ddle 1ze predpokladat, ze lim g¢(z) = 400, Ze g > O na (a,b)
x—>a+
a, napt., ¢’ < O na (a,b).
f(x) f’ (x)

Da se predpokladat, Ze A € R, protoZe jinak sta¢i vzit pievracené hodnoty zlomka U9y g @ uvédomit si,

7e tyto zlomky neméni blizko a znaménka.

!/
Necht’ € > 0. Existuje 0 > 0 tak, Ze pro x € (a,a+9) je |§,E§; — A| < e.Necht’ {z),} je klesajici posloupnost
konvergujici zprava k a a lezici v (a, a + 0).

Podle Cauchyovy véty o stfedni hodnoté existuje pro kazdé n bod ¢, € (an,xg) tak, Ze

f(zn) — f(z0) _ f'(en) ate f(zn) — f(zo) _
= ey el [T 4

7 <e€.

9(wn) — g(2o) g (cn

Nyni se provede ndsledujici odhad:

flan) A’ f(xn) Ag(afn)‘:‘(f(xn)—f(xo)+f(afo))—A(g(xn)—g(wo)w(xo))
(In) n) 9(@n) -
f(zo) — Ag(xo )’+‘(f(xn)—f(xo))—A(g(zn)—g(:co)) -

9(xn) 9(@n) B
S = Aot |_ e =ston) ~ A

9(n) 9(@n)(9(xn) = g(20))

V poslednim fadku jde prvni scitanec k 0, ve druhém je Citatel nejvyse €, jak bylo ukdzano vySe a jmenovatel
jde k 4+o00. To znamend, Ze cely vyraz konverguje k 0, coZ bylo dokézat. <&

| To je teda néfez. I



Klid. Ten nevlastni pfipad stejné fada studentd
nepochopi.

Poznimky 1  Pfiklady I  Otdzky I  Cvidenf 1

PRUBEH FUNKCE

Stanovit prabéh funkce znamena zjistit intervaly, kde je funkce monot6nni, konvexni ¢i konkavni, zjistit jeji
hodnoty nebo limity v riznych potiebnych bodech, asymptotické chovani v nékterych bodech, maximalni a mini-
malni hodnoty, popf. dal§i vhodné vlastnosti.

Na zakladé téchto uidajt pak lze pomérné presné
nakreslit graf funkce.

Pfi zjist ovani téchto vlastnosti pomaha znalost derivace funkce.

Monotonie

Jde o to, Ze kladnd derivace zarucuje rostouci
funkci.

VETA. Necht' mé funkce f na intervalu .J derivaci.
1. Funkce f je na J neklesajici pravé kdyZ je f’ > 0.
2. Funkce f je na J nerostouci pravé kdyZ je f/ < 0.
3. Funkce f je na J rostouc, je-li f/ > 0.

4. Funkce f je na J klesajici, je-li f' < 0.



Dikaz. Pro libovolnd a < b z J jsou splnény podminky Lagrangeovy véty o stiedni hodnot€ na intervalu [a, b],
takZe existuje ¢ € (a, b) tak, ze f(b) — f(a) = f'(c)(b — a). ProtoZze b — a > 0, ma f'(c) stejné znaménko jako
rozdil f(b) — f(a). TakZe je-li f/ > 0 (nebo f’ < 0)na J,je f(b) > f(a) (resp. f(b) < f(a))a f je neklesajic
(resp. nerostouci).

Je-li f/ > 0 (nebo f' < 0)na J,je f(b) > f(a) (resp. f(b) < f(a))a f je rostouci (resp. klesajici).

U prvnich dvou tvrzeni zbyva dokdzat implikaci zleva doprava.

Pro ¢ € J je (berou se pouze x € J)

r—c T —cC
Je-li f neklesajici na J, md jmenovatel i itatel stejnd znaménka a tedy f/(c) > 0. Je-li f nerostouci na .J, ma
jmenovatel i Citatel opacnd znaménka a tedy f’(c) < 0. &

| To byla zcela prihledna véta. I

Konvexita

Pozndmky 2 Piiklady 2 Otazky 2

Podobné jako u monotonie, 1ze i konvexitu a konkavitu zji$t' ovat pomoci derivace a nikoli podle definice téchto
vlastnosti.

VETA. Necht' mi funkce f naintervalu .J derivaci.
1. Funkce f je na .J konvexni pravé kdyZ je f’ neklesajici.
2. Funkce f je na J konkdvni pravé kdyZ je f/ nerostouci.
3. Funkce f je na J ryze konvexni pravé kdyZ je f/ rostouci.

4. Funkce f je na J ryze konkdvni pravé kdyz je f klesajici.

Konvexita a monotonie derivace spolu souvisi.
Diikaz bude jednoduchy:

Diikaz. Sta¢f dokdzat tvrzeni pro konvexitu, tvrzeni pro konkédvni funkce z nich plynou pouZitim funkce — f.

Funkce f je na intervalu J konvexni pravé kdyZ pro libovolné tfi body v < v < w z J plati

f) = flw) _ flw) — f(o)

V—U - w—v




Podobné nerovnosti napsané pro 4 body ¢ < u < v < w implikujf (zlimitovanim pro u — t4,v — w_), Z7e f’
je na J neklesajici.

Je-li f’ na J neklesajici au < v < w jsou body .J, pak podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté existuji body
¢ € (u,v),d € (v,w) tak, Ze

f/(c): ’ f/(d):f(w)_f(v)

v—1Uu w—v

ProtoZe ¢ < d, je f'(c) < f'(d), coz ddvé pfedchozi nerovnost charakterizujici konvexitu.
Pro tvrzenf o ryzi konvexité si staci uvédomit, Ze lze vSude brét ostré nerovnosti < misto neostrych <.

Pouzije-li se v pfedchozi vété charakterizace monoténie pomoci derivaci, dostane se tvrzeni:
DUSLEDEK. Necht m4 funkce f na intervalu J druhou derivaci.

1. Funkce f je na J konvexnf pravé kdyz je f” > 0.

2. Funkce f je na J konkdvni pravé kdyz je f” < 0.

3. Je-li f” >0, je f na J ryze konvexni.

4. Je-li " <0, je f na J ryze konkavni.

| Tohle beru. I

Body, ve kterych méni funkce chovéani z jed-
noho typu na druhy, jsou z jistého hlediska za-
jimavé. Pozdéji budou probrdany body, ve kte-
rych se funkce méni z rostouci na klesajici (nebo
opacn¢), v této Casti to budou body, ve kterych
se funkce méni z konvexni na konkdvni nebo z
konkdvni na konvexni.

DEFINICE. Necht funkce f je definovéna na intervalu .J, ¢ je vnitini bod .J, f je spojitd v c a existuje f/(c).

Bod ¢ se nazyvi inflexni bod f, jestliZe existuje okoli (a,b) C J bodu ¢ takové, Ze funkce f je ryze konvexni
na jedné ze dvou Césti (a, ], [¢, b) a ryze konkdvni na druhé &asti.

. konkavni

konvexni

inflexni
body




Inflexni bod se da zjistit pomoci druhé derivace
funkce.

VETA. Necht funkce f ma druhou derivaci na n&jakém okoli bodu c. Pak ¢ je inflexnim bodem funkce f, jestlize
f" méni v bodé ¢ znaménko.

Diikaz. Protoze f”(c) existuje, je f/(c) vlastni a f je spojitd v c; navic je f (dokonce i f”) definovdna na n&jakém
okoli bodu ¢, napt. na (a,b). Je-li f” kladnd na (a, c) a zdpornd na (c,b), je f konvexni na (a, c) a konkdvni na
(¢,b), takZe ¢ je inflexni bod f. Podobné je tomu pfi opalné volbé znamének. <&
DUSLEDEK. Funkce f definovana na intervalu J muaze mit inflexni bod pouze v nasledujicich bodech:

1. ve vnitfnim bod¢€ J, ve kterém f nema druhou derivaci;

2. ve vnitinim bodé .J, kde ma f druhou derivaci rovnou 0.
Poznamky 3 Piiklady 3 Otazky 3

Extrémy

vvvvvv

Body, ve kterych funkce dosahuje maximdlnich nebo minimdlnich hodnot patif k nejdilezitéjsim bodtim, které
je vhodné o funkci znét. Jsou pfedmétem mnoha praktickych tloh.

Pri vyhledavani extréml pomohou derivace, ale
je nutné ddvat pozor i na jiné moznosti.

Je vhodné pripomenout, Zze maximdlni (nebo minimdlni) hodnota znamend, Ze Zadn4 jind srovndvand hodnota
neni vétsi (resp. mensi), kdeZto nejvérsi (nebo nejmensi) hodnota znamend, Ze kazd4 jind srovndvand hodnota je
mensi (resp. vEtsi).

DEFINICE. Funkce f md v bodé ¢ € D(f) lokdlni maximum, nebo lokdlni minimum, jestlize existuje okoli U
bodu ¢ takové, Ze f(c) je maximadlni (resp. minimdlni) hodnota f na U N D(f).

Funkce f ma v ¢ lokdlni extrém, jestlize ma v ¢ lokdlni maximum nebo lokdlni minimum.

body lokalnich extrému




Nahradi-li se v definici lokdlnich extrému slovo maximdini slovem nejvétsi (resp. slovo minimdlni slovem
nejmensi, dostane se definice ostrych lokdlnich extrémi.

Nasledujici véta vymezuje body, v kterych mize
(ale nemusi!) mit funkce lokdlni extrém. Na
zadny z téchto bodl se nesmi pii zkoumadni za-
pomenout.

VETA. Funkce f definovand na intervalu .J mizZe mit lokdlni extrém pouze v nésledujicich bodech:
1. v krajnim bodé J, ktery patii do J;
2. ve vnitinim bodé .J, ve kterém f nema derivaci;
3. ve vnitinim bodé .J, kde ma f derivaci rovnou 0.
Duikaz. Necht f md v ¢ lokdln{ extrém, ¢ neni krajnim bodem J a f/(c) existuje. Hodnota f(c) je maximdlni nebo

minimdlni mezi v§emi hodnotami na néjakém intervalu (a, b) obsahujicim c.
Podle lemmatu o derivaci v extremalnim bodg je f’(c) = 0. <&

Body popsané v predchozi vét€ se nazyvaji kri-
tické body (pro lokdln{ extrémy).

kritické body

Dalsim krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém nastane a zda jde o
maximum nebo minimum. Nasledujici tvrzeni a jeho diisledek jsou obdobou tvrzeni pro urceni inflexniho bodu.
Dikaz vyplyva ihned z definice lokdlnich extrémd.

VETA. Necht je ¢ € D(f) a (a, b) je okoli c.

1. Jestlize f je neklesajici v jedné ze dvou &dsti (a, c], [¢, b) a nerostouci ve druhé, ma f v ¢ lokdln{ extrém.

2. Jestlize f je rostouci v jedné ze dvou &asti (a, ], [¢, b) a klesajici ve druhé, ma f v ¢ ostry lokdln{ extrém.



DUSLEDEK. Necht' je ¢ vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce f a necht’ f ma derivaci v néjakém okoli
bodu c. Jestlize f/ méni v bod& ¢ znaménko, ma f v tomto bod& ostry lokaln{ extrém.

Predchozi tvrzeni ddvaji ndvod nejen k nalezeni lokalniho extrému ale i ke zjisSténi, o jaky extrém se jedna.
Je-li napt. f klesajici nalevo od ¢ a rostouci napravo od ¢, je v ¢ ostré lokdlni minimum.

1 kdyz se zda, zZe predchozi véty nejsou pro prak-
tické pouziti pfili§ vyhodné, pfi zjist ovani pri-

béhu funkce se ukazi jako velmi vhodné.

Nésledujici tvrzeni ukazuje jinou cestu pro ovétfeni typu extrému.

VETA. Necht’ funkce f ma ve vnitinim bod€ ¢ svého defini¢niho oboru lokalni extrém. Je-1i f v okoli bodu ¢
konvexni (resp. konkdvni), ma v ¢ lokdlni minimum (resp. lokdlni maximum).

Diukaz. Necht je f konkdvni v néjakém okoli (a, b) bodu ¢ a necht’ f md v ¢ vzhledem k (a, b) extrém, ktery nenf
lokdlnim maximem. To znamend, Ze existuje bod p € (a, b) takovy, ze f(p) > f(c). Necht napf. p € (a,c). Pro
libovolny bod g € (¢, b) je f(q) > f(c). Z toho vyplyvaji nerovnosti

fle) = fp) flg) = f(c)

<0< —,
c—p q—-c

coz je ve sporu s konkdvitou f na (a,b). <&

| Konvexita je u lokdlniho extrému uZitecna. I

DUSLEDEK. Necht' funkce f m4 ve vnitinim bod& ¢ svého defini¢niho oboru druhou derivaci f”(c).
1. Je-li f’(c) =0a f”(c) > 0, md f v bodé& c ostré lokdlni minimum.

2. Je-li f'(¢) =0a f"’(c) <0, md f vbodé& c ostré lokalni maximum.

Jde vlastné o néco takového, jako kdybychom
srovndvali funkci s parabolou. Pokud v bodé¢ s
nulovou derivaci sestrojime parabolu ,pod gra-
fem funkce", tak je tam minimum.




[or |

Asymptoty

Poznamky 4 Priklady 4 Otazky 4

Chovani funkce ,blizko" nevlastnich bodu se dd zhruba popsat pomoci limit funkce a jeji derivace v téchto
bodech.

To mize byt i pfimka kolma na osu « (napf. osa
y pro funkci y = 1/x), ale tento piipad nebude v
ndsledujici definici zahrnut.

DEFINICE. Pfimkay = ax + b se nazyva asymptotou funkce f v nevlastnim bodg ¢, jestlize lim (f(x) — (ax +
Tr—cC
b)) =0.

Hleddme linedrni aproximaci v nekonecnu. Tou
muzZzeme u nekonena nahradit funkci. U né-
kterych funkci asymptota neexistuje, ale mohli
bychom najit parabolickou ,asymptotu".

VETA. Pfimkay = az + b je asymptotou funkce f v nevlastnim bod€ c pravé kdyz plati

a = lim @) , b=lim(f(x)—ax).

Ir—c €T Tr—c

10



Dukaz. Necht’ nejdifve pfimka ax + b je asymptotou f v c. Pak

lim (f(2) — (az + b)) = limx(@—a—é> —0.

r—c T—C T T

ProtoZe c je nevlastni bod, jedinou moZnosti pro posledni rovnost je

lim (M—a—g) —0 atedy lim (M—a>207

r—c T r—c T

coz dava prvni rovnost pro a. Druhd rovnost charakterizujici b plyne z véty o limité souctu.

Opacna implikace je trividlni. <&
Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5

Prubéh funkce
Pribéh funkce f znamend urdit pfinejmensim nasledujici:
1. defini¢ni obor;
. Spojitost;
. lokdlni a absolutni extrémy;

2
3
4. asymptoty;
5. konvexita, konkdvita, inflexni body;
6

. nakreslit graf.

P

Je to kreativni ¢4st matematické analyzy. Muzete
jit na to bud’ metodou ,dfevorubec", t.j. spocitat
vSechny derivace a pak pfemyslet, nebo chytre.

Nelze navrhnout postup, ktery je optimalni pro vSechny mozné piipady. Nicméné, nasledujici postup byva
vétsinou vhodny.

1. Pokud nenf defini¢ni obor dén, zjisti se béZnym zpisobem, tj. ovéfenim, kde md pouzity predpis smysl. Je
vhodné ovéfit, zda je funkce lichd nebo suda nebo periodicka — v téchto pfipadech je pak mozné zkoumani
funkce zizit na mens$i mnoZinu.

2. Vypocte se derivace a zjisti se jeji defini¢ni obor — na tomto defini¢nim oboru je pivodni funkce spojita.
Ve zbyvajicich bodech (nebo ve vSech) se spojitost funkce vétSinou zjisti pfimo z predpisu funkce pomoci
zakladnich vét o spojitosti funkci.

3. Naleznou se vSechny kritické body pro lokdlni extrémy a udéld se tabulka hodnot v téchto bodech (viz
Priklady v lokélnich extrémech), pro kazdy interval defini¢niho oboru zvIast'.

4. Zjisti se asymptoty v nevlastnich bodech, obvykle podle piredchozi charakterizace.

5. Konvexita, konkdvita a inflexni body se obvykle zjist'uji pomoci druhé derivace nebo pomoci monoténie
prvni derivace. To mize byt obtizné, a proto se nékdy tato st vynechavad a dodélava se az pfi kresleni
grafu, ukdZe-li se to potfebné.

11



6. Veétsinou je v této chvili zndmo dost vlastnosti funkce pro hrubé nakresleni grafu. Je nutné si pfipomenout,
Ze v intervalech defini¢niho oboru funkce spojujicich sousedni kritické body musi funkce bud’ rist nebo
klesat. Pokud nebyla zjist' ovana konvexita a konkdvita, nemusi byt jasné, jak v nékterych téchto intervalech
graf funkce ,ohnout".

7. V bodech, ve kterych derivace neexistuje, je vhodné vypocitat jednostranné derivace, pokud existuji. Pomo-
hou v grafu presnéji zakreslit ,hroty" v téchto bodech.

Poznamky 6 Priklady 6 Cviceni 6 Uceni 6

APROXIMACE FUNKCE POLYNOMY, TAYLORUV POLYNOM

vy

Zkoumani nékterych funkci mize byt velmi slozité, a proto se nahrazuji funkcemi jednoduss$imi, které jsou v
jistém smyslu velmi blizko dané funkci (danou funkci aproximuji).

Slovo ,blizko" mize mit vice vyznamu. Napf. v kazdém bod€¢ budou hodnoty aproximujici funkce blizko
hodnotam dané funkce, ale v riznych bodech rizné blizko, nebo budou ve vSech bodech hodnoty stejné blizko.
Zakladem je tu bodova konvergence posloupnosti funkei (tj., konvergence posloupnosti hodnot v kazdém bod¢)

Uvazujme posloupnost funkei f,, (z) = 22 /n. Jisté pro kazdé = € R plati

lim fn(x)=0.

n—oo

Tedy tato posloupnost aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R rtzné rychle)
Uvazujme posloupnost funkei gy, () = 1/n. Jisté pro kazdé = € R plati
lim gn(x)=0.

n—od

Tedy tato posloupnost také aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R stejné).

| vh
g”

e

Prvni pripad se nazyva bodovd aproximace (vlastn€ jiny termin pro bodovou konvergenci), druhy ptipad stej-
nomeérnd aproximace (je to bodova konvergence s dalsim pozadavkem navic). V prvnim pifipadé se n-ta funkce od
limitni funkce u nekonecna velmi vzdaluje, v druhém piipadé je n-ta funkce docela blizko limitni vlastné vSude
najednou.

Jako aproximujici funkce se Casto voli polynomy, se kterymi se dobfe pracuje a jejichzZ hodnoty se dobie
pocitaji. V této Casti budou sestrojeny tzv. Taylorovy polynomy, které bodové (nékde i stejnomérn€) aproximuji
mnoho funkci.

v v s

Bude-li pozadovana vyssi presnost, bude stadit k jiz sestrojenym polynomutim pridat dalsi ¢leny vyssich stupnd.

To obecné nelze udé€lat u stejnomérné aproxi-
mace, kde pro vySsi presnost se ¢asto musi se-
strojit zcela nové polynomy).

12



VETA. Necht' funkce f ma derivace v bod& a aZ do fadu n. Pak polynom

Je to jeden ze zdkladnich vzoreCku. Piste ho tak
Casto, jak muzete.

Diukaz. Kazdy polynom lze psdt v mocnindch x — a, tj., pro stupeti n, ve tvaru P(x) = ap(x — a)™ + ap—1(x —
a)" '+ ... +ai(z — a) + ag. kde ap, # 0. Necht f)(a) = P (a) proi = 0,1,...,n. Pravé strany jsou rovny
ilag, takze a; = O (a) /il atedy P(z) = T (). o

DEFINICE. Polynom T, (z) (pfesnéji Ts 4 ,(2)) se nazyva Tayloriv polynom stupné nejvyse n funkce f v bodé
a.Je-li a = 0, nazyva se Ty, (x) téZ Maclaurintiv polynom.

| At se jmenuje jak chce, ja to beru. I

Nasledujici véta usnadni vypocet Taylorovych polynomt pro rizné konstrukce funkci.

VETA. Pro Taylorovy polynomy v bodé a plati (pro p € R, k € N):

TfﬁL[—I-” - Tf.n, + ljr]n )
Tl)f«,” - pr.n» )
T,/".(/Jlf = Tl/'frz ’ Tg,n )
o T
g Tg,n
Tf/-fl () = (T,/ﬂnJrl (917)>/ )
T m k
proa =0, j,/'(p:l:ﬁ}c)L('T) — jf(;z-).n,(l)ilf ).

Ve dvou pripadech je nad rovnosti tecka. U soucinu funkci znamend, Ze levd strana (polynom stupné nejvyse

n) se rovna Cdsti pravé strany (polynom stupné az 2n) po vynechani mocnin vys$sich nez n. U podilu se na pravé
strané nedéli polynomy obvyklym zptisobem, tj. nejvys$si mocnina Citatele nejvyS$i mocninou jmenovatele, ale

nejnizsi mocnina Citatele nejniz§{ mocninou jmenovatele a skon¢i se u stupné n, jinak je postup déleni stejny
(napt. (z +22) : (x —2) = 1 + & + 22 + .., viz Priklady).
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Diikaz. Dva polynomy se rovnaji, jestliZe se rovnaji koeficienty u stejnych mocnin (z — a)’. Diikaz prvni, druhé a
paté rovnosti plyne jednoduse z tohoto kritéria a je pfenechdn do Ordzek.
Tteti rovnost: Pro ¢ < n je na levé strané rovnosti koeficient u (z — a)* roven

(19D (@ _ j=o ()P (@5 (@)

7! 7!

a koeficient na pravé strané je roven

i +9)(a) g(=9)(a)
jz% gt =)

vy,

Snadno se ovéfi, Ze je to totéz.

Pro podil je nutné zndt, Ze jestlize se uvedenym zpisobem déli dva polynomy n-tého stupné P(z)/Q(z) s
vysledkem rovnym polynomu R(x) n-tého stupné, pak ¢ast polynomu Q(z) - R(z) se vSemi ¢leny stupné nejvyse
n se rovnd P(x). Nyni je zfejmé, Ze rovnost pro podil vyplyva z pfedchozi rovnosti pro sou¢in.

Posledn{ rovnost se dokdZe pomoci Peanova zbytku. Ten fikd, Ze Tayloriiv polynom T’ ;, , je jediny polynom,
pro ktery je f — T, , maly faddu asponi n + 1. Stac tedy dokdzat, Ze f(pzk) — Tf(z)m(pxk) je maly fadu asponi
nk -+ 1. Protoze

n @ g
u—0 u"
je po dosazeni u = pak
_ f(pa®)
i =0,
z—0 gkn
coz se melo dokazat. &

Pokud maji Taylorovy polynomy bodové aproximovat funkci f na néjaké mnoZziné M, musi podle definice
bodové konvergence pro kazdé « € M platit lim T, (x) = f(x), neboli im (7}, (z) — f(z)) = 0.

Kvili stru¢nosti se rozdil f(x) — T 4 n () znali Ry, () (Castéji jen Ry (x)) a nazyvd se zbytek.

Zbytek vyjadfuje chybu pfi nahrazovani funkce
jejim Taylorovym polynomem. Existuji vzorce,
které zbytek vyjadiuji v jednodussim tvaru vhod-
ném pro odhadovani.

VETA. Necht f ma nauzavieném intervalu s koncovymi body a, x derivaci fadu n + 1. Pak existuji uvnitf tohoto
intervalu body c, d tak, Ze

Fr(e)

(n+l)(d>
(n+1)!

(z — o)t = /

R(/ﬂa,n('r) - (.’I' — ('l)” (.’I' — ('1,) .

n!

Dikaz. Podle definice je f(x) — Ty a(x) — Rn,a(z) = 0. Z vyrazu na levé strané se udéld funkce g(t) tak, Ze se
bud’ za a nebo za x zvoli novad proménnd ¢, kterd se bude pohybovat mezi a a x. Lze pfedpoklddat, Ze napt. a < z.

Nejdfive se ¢ dosadi za = a zbytek Ry, 4(z) se bude hledat ve tvaru p - (z — a)"*! pro n&jaké p € R. Tedy
g(t) = f(t) — Tp.a(t) — p(t — a)"*1. Funkce g je rovna 0 v krajnich bodech intervalu [a, z]. Navic g(?)(a) = 0
pro i < n. Protoze g(" D (¢) = 1) (1) — p(n + 1)1, sta&f ukdzat, 7e g1 (t) = 0 v n&jakém bodé (a, z).
Opakovanym pouZitim Rolleovy véty se najdou body c;,i < n + 1: ¢1 € (a,x) tak, Ze ¢'(c1) = 0, c3 € (a,c1)
tak, Ze g (¢2) = O,..., Cny1 € (a,cp) tak, Ze gD (¢, 1) = 0. Pro ¢ = ¢,41 se dostava hledany vyraz pro p,
totiz p = f" D (¢)/(n + 1)
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Nyni se ¢ dosadf za a a zbytek Ry, (x) se bude hledat ve tvaru p - (x — a) pro n&jaké p € R. Tedy g(t) =
f(z) = Thi(z) — p(x — t) a g(a) = 0,9(z) = 0. Podle Rolleovy véty existuje d € (a, ) tak, Ze ¢'(d) = 0.
Snadno se spocte ¢/ (t) = p — F D (@) (2 — t)"/n! atedy p = f ) (d)(z — d) /n!, coZ dévé druhy hledany
tvar zbytku. <&

Prvni vyjadieni zbytku se nazyva Lagrangeuv tvaru zbytku a je jednoduchy pro zapamatovani.

Lagrangetv tvaru zbytku je tvar nasledujiciho

(n+1). ¢lenu s tim, Ze derivace se nebere v bodé
a, ale v né¢jakém bodé mezi a, x.

Druhé vyjadfeni se nazyva Cauchyiv tvar zbytku.
Existuji i jiné vzorce pro zbytek.

Specidlné tedy plati, Ze ma-li f derivace az do fadu n + 1 na intervalu J obsahujicim bod a, pak pro kazdé
r € J existuje ¢, lezici mezi a, x tak, Ze

f"(a)
2!

f(n+1) (Cx)

(n " 1)! (:C - a)nJrl )

f@) = f(a) + f(a)(z — a) + (¢ —a)* +...

Pro n = 0 je pfedchozi rovnost totoZznd s rovnosti v Lagrangeové véte o stfedni hodnoté (totéZ plati i pii pouZiti
Cauchyova tvaru zbytku — ovéite).

VETA. Necht f ma v okoli bodu a derivace aZ do fadu n. Potom

lim -
r—a (.I,‘ — (1,)”

aTt 4., je jediny polynom nejvyse n-t€ho stupné, pro ktery uvedena rovnost plati.

Diikaz. Dosadi-li se do zlomku v limité & = a, dostane se neurCity vyraz 8. Lze pouzit I’'Hospitalovo pravidlo a
opét se dostane tentyZ neurcity vyraz. AZ po n-tém zderivovani se dostane % atedy 0.

Necht' naopak je ddn polynom P stupné nejvyse n, pro ktery je lim (f(x) — P(x))/(z — a)™ = 0. Protoze
r—a

jmenovatel se bliZi k 0, musi se i ¢itatel blizit k 0. Funkce f je spojitd v okoli a a tedy P(a) = f(a). Lze pouZit
I"'Hospitalovo pravidlo a dostane se, ze lim (f/(z) — P'(z)) = 0 a tedy f’(a) = P’(a). Postupnym pouZitim
r—a

I’Hospitalova pravidla se dostane f (@) (a) = p) (a) pro vSechna i < n Podle definice Taylorovych polynomt je
P(x) = Tf,a,n(f)- &

Skute¢nost, ze
im 28 g
r—a (x — a)"
se Casto vyjadiuje zdpisem
glx)=o(x—a)", x —a
a slovy g je mald rddu aspori n + 1 v bodé a.

Takze Ry o () = o(z — a)",  — a atento vyraz pro zbytek se Casto nazyvd Peantiv tvar zbytku.

Tohoto zapisu se vyuziva tehdy, neni-li tfeba znat, o jakou funkci na levé strané se jednd. To je piipad poci-
tani limit pomoci Taylorovych polynomt, kdy se jednotlivé funkce nahradi svymi Taylorovymi polynomy jistého
stupné (pfedem odhadnutého) spolu se zbytky zapsanymi pravé pomoci malého ,,0".
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Malé ,0" vlastné definuje jakousi lokdlni funkci,
o které nepotiebujeme znat (a ani nezname) nic
vic, neZ tu limitu.

Téch 6¢ek se bojim.

| Klidek. Jsou to jenom maly prckové. I

Ma-li se zjistit, Ze na urcitém okoli bodu a Taylorovy polynomy bodové aproximuji funkci f, je nutné dokdzat,
Ze v kazdém bodé x tohoto okoli konverguji hodnoty zbytku Ry, (x) (pro rostouci n) k 0.

ProtoZe se ve vyjadfeni zbytku vyskytuji nezndma ¢isla ¢, d, je vhodné zbytky odhadnout seshora. Nésledujici
tvrzeni plyne piimo z Lagrangeova tvaru zbytku.

VETA. Necht f ma derivace az do fddu n + 1 na intervalu (a — p, a + p). Pak plati pro z € (a — p,a + p):

My, 11p" T
LntlP kde My 41 > sup \f('w])(y)\ .

‘H ,a,m (Jﬂ <
(f,a,n) (” + 1)! yE(a—p,a+p)

Ani to nemusi byt konecné ¢islo. I tak je to zaji-
mavé.
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DUSLEDEK. Necht f mé v8echny derivace na intervalu (¢ — p, a + p). Je-lip < 1 a f md v8echny své derivace
na (a — p,a + p) omezené stejnym &islem, aproximuji jeji Taylorovy polynomy v bodé a bodové funkei f na
(a—p,a+Dp).

Protoze horni odhad zbytkd v tomto piipade ne-
zavisi na z, jedna se dokonce o stejnomérnou
aproximaci — ta ovSem bude zavedena az pozd¢ji.

Pozndmky 7 Ptiklady 7 Otazky 7 Cviceni 7

POZNAMKY

Poznamky 1:
Jméno 1’Hospital je mozné vidét i v jinych tvarech, napt. Lhospital nebo I’Hopital. V kazdém piipadé se vsak Cte ,
Jopital".

Nejcastéji se pomoci I’Hospitalova pravidla pocitaji limity funkci, které po dosazeni limitniho bodu vedou k neur-
Citému vyrazu . Ostatni neurCité vyrazy lze na tento zdkladni typ prevést:

1 1
_ 00 oo _

0
;-

Pred kazdym pouzitim I’Hospitalova pravidla je
nutné zkontrolovat jeho predpoklady.

.
f ('Lg opét jako neurcity vyraz, lze pii splnéni predpokladt postup opakovat tak dlouho az bude

Pokud vyjde ;I;I_I}ZL e
o o M@y

mozné ;ELHE+ T (2) spocitat.

Pfi tomto opakovani je vhodné po kazdém kroku se snaZit ziskany vyraz zjednodusit, popiipadé ¢4st limity spocitat

(napt. néjaky ndsobitel a vytknout pred limitu).

V Prikladech jsou uvedeny pripady, kdy je L"Hospitalovo pravidlo nevhodné pouzit, nebo kdy lim % existuje
T—a
f'(x)

a lim 7= neexistuje.
z—ay 9 (z)

e
Mize se stét, Ze ve zlomku g 7 ((;g bude ¢’(z) nabyvat v kazdém prstencovém okolf limitnfho bodu nulovou hodnotu,

ale po néjakém zkraceni s Citatelem se dostane vyraz, ktery smysl a limitu bude mit.

17



Presto se v tomto piipadé 1’Hospitalovo pravidlo
nesmi pouZzit.

Konec poznamek 1.

Pozndmky 2:
Je nutné zdtraznit, Ze ve v&t& je podstatny predpoklad intervalu. Pokud nejde o interval, napf. mame R \ {0} pro
funkci 1/x, pak tvrzeni neplati, i kdyZ je derivace —1/ 22 zépornd.
VSimnéte si, Ze zatimco prvni dvé tvrzeni jsou ekvivalence, druhd dvé tvrzeni nejsou ekvivalence.

Funkce totiZ miiZe byt ryze monoténni a derivace pfitom miZe byt rovna 0 v nékterych bodech (napf. funkce 23
na R je rostouct, ale jeji derivace je rovna 0 pro z = 0).
Takovychto bodi muze byt v jistém smyslu jen malo.

Konec poznamek 2.

Pozndmky 3:
V prvni vété charakterizujici konvexitu jsou vSechna Ctyfi tvrzeni ekvivalencemi protoZe se srovnava konvexita
funkce s monoténif jeji derivace.

Ale jakmile se v dal$i véte prejde ke srovnavani znamének, uz opé€t se u ryzi konvexity zméni ekvivalence jen na
jednu implikaci (uvazte priklady, Ze tam ekvivalence nemize byt).

Inflexni body se mohou definovat i bez podminky existence derivace, ale pii neexistenci teCny v onom bodé¢ tam
miiZe byti hrot, jako napf. v bod& 0 u funkce z3 + || a situace pak nevyjadfuje pfirozeny vyznam inflexniho bodu.

n

Podobné nevhodna situace miiZe nastat, pokud by se v definici inflexntho bodu vynechala slova ,,ryzi", protoze pak
kazdy bod primky by byl jejim inflexnim bodem. Tyto body se nékdy nazyvaji slabymi inflexnimi body.

Je nutné si uvédomit, Ze pfi hledan{ inflexnich bod nelze jenom vyiesit rovnici f”/(x) = 0, ale k témto feSenim se
musi pfidat body, kde druh4 derivace neexistuje.

Pro takto ziskané body se zkoumd moznost inflexniho bodu, napf. pomoci zmény znaménka druhé derivace nebo
pomoci zmény monoténie prvni derivace (nebo pomoci jiné charakterizace konvexity a konkavity).
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Opét jako u hledani intervalti ryzi monotonie, ani pii hledani inflexnich boda se nepochybi, pokud mezi zkoumané
body (kde je druha derivace rovna nule nebo neexistuje) pridaji dalsi nejasné body (napt. body, kde kvili sloZitosti
funkce nelze snadno rozhodnout, zda v nich druha derivace existuje nebo zda se rovna nule).

Sice pribude préce s vice body, ale usetiila se prace pii sloZitém feSeni rovnice apod.

Konec pozndmek 3.

Pozndmky 4:
Pii prepisu definice lokdlnich extréml pomoci nerovnosti se dostane nasledujici charakterizace (je uvedeno jen
maximum, minimum zformulujte sami):

Funkce f ma v bodé ¢ svého defini¢niho oboru lokdlni maximum (nebo ostré lokalni maximum), jestliZe existuje
otevieny interval (a,b) obsahujici bod ¢ a takovy, ze pro = € (a,b) N D(f),z # ¢, je f(z) < f(c) (resp.
flx) < fe).

Pokud se v pfedchozi charakterizaci lokdlnitho maxima misto x € (a,b) N D(f) napiSe © € D(f) dostane se
maximalni hodnota funkce f.

Podobné se dostane minimalni hodnota funkce f (zformulujte). Tyto extrémy se na rozdil od lokalnich nazyvaji
absolutni nebo globdlni.

Zatimco funkce miZe mit nejvyse jedno absolutni maximum nebo minimum, mtze mit nekone¢né mnoho lokal-
nich extrému.

Absolutni maximum (nebo minimum) miZe ovSem byt dosahovdno ve vice bodech; napf. sinus ma absolutn{
maximum 1 dosahovano v nekone¢né mnoha bodech (vice v Prikladech).

Kazdy absolutni extrém je i lokdlni extrém, obrdcené to samozfejmé neplati.

Je vhodné si pfipomenout, Ze podle Weierstrassovy véty ma kazda spojita funkce na uzavieném omezeném inter-
valu absolutni maximum i minimum.

Podobné jako u monoténie v bodé, jsou i lokdlni extrémy pfikladem lokdlnich vlastnosti funkce. Slovo ,lokdIni"
tu znamenad, Ze vlastnost plati v néjakém okoli bodu, nikoli na celém defini¢nim oboru nebo vétsim intervalu.

Konec pozndmek 4.

Poznamky 5:
Podle 1'Hospitalova pravidla je prvnf limita rovna lim f/(x), pokud tato limita existuje. To se da chépat tak, Ze
xr—c

smérnice asymptoty je vlastné derivace v nevlastnim bod€ ¢, nebo-1i smérnice teCny grafu f v bodé c.

Nékdy se uvazuji i asymptoty ve vlastnich bodech ¢, coZ mohou byt jen pfimky kolmé na osu =z, tj. majici rovnici
x = c. Je to pfipad, kdy asponi jedna jednostrannd limita funkce v ¢ je nevlastni.

(

Konec pozndmek 5.

Poznamky 6:
Tabulka hodnot se vétsinou de¢la jedna pro cely defini¢ni obor funkce, i kdyZ je slozen z nékolika disjunktnich
intervald.

V pripadé, Ze spolu takové dva intervaly sousedi, napf. krajnim bodem ¢, musi se ¢ napsat do tabulky dvakrat,
pricemz prvni hodnota bude limita funkce v ¢ zleva, druhd hodnota limita zprava. Mezi témito hodnotami se
samoziejmé neurcuje monotdnie.
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Konec pozndmek 6.

Pozndmky 7:
Z geometrického hlediska je zfejmé, Ze jedina pfimka, kterd nejlépe aproximuje f v okoli bodu a, je tecna ke grafu
/v (a, f(a)). Tato te¢na je grafem linedrni funkce f(a) + f/(a)(x — a), coZ je Tayloriiv polynom stupné 1.

Bude-li se hledat kvadratickd funkce, kterd nejlépe aproximuje f v okoli a (ma v bodé a stejnou ,kiivost" jako
f), dostane se opét Taylortiv polynom (stupné 2). Takto Ize pokracovat dale: grafy funkce f a jejitho Taylorova
polynomu stupné n maji styk fadu aspon n.

Jestlize je funkce f polynomem stupné k, jsou jeji derivace fadu asponi k + 1 vSude rovny 0, takZe i zbytek fadu
aspon k+1jenulovya f = T( f.a.k) DA celém R. Uvedeny Taylortiv polynom je v tomto piipadé rozvoj polynomu f
podle mocnin = — a. Nekdy se mize i hodit aproximovat polynom velikého stupné (napft. 50) polynomem mensiho
stupné (napf. 4).

Neékdy je vhodnéjsi vyjadrit « jako a + h a potom lze psat (za pfislusnych predpokladi)

f1@),0 S 0 Dt nh)

2l nl (n+1)!

fla+h) = f(a)+ f'(a)h +

kden € (0,1).

V dukazu pro vyjadfeni zbytku se dd postupovat matematicky elegantnéji a spolecné pro oba tvary zbytku (i pro
jiné tvary zbytku), ale do dikazu neni moc vidét. Uvedeny dikaz je sice delsi, ale mozna srozumitelnéjsi. Oba
tvary zbytku budou potfeba pii aproximaci specidlnich funkci.

Konec poznamek 7.

Poznamky 8:

Konec pozndmek 8.

Poznamky 9:

Konec poznamek 9.

PRIKLADY

Ptiklady 1:
Pouziti I’'Hospitalova pravidla je podobné, jako pouziti vét o limité souctu apod.
Napk. pro lim S22 se formélné napise rovnost
z—0 7

. sinx . CoSx
lim = lim
r—0 X x—0

a teprve po ovéfeni smyslu a existence druhé limity (=1) se zpétné€ rovnost potvrdi.
Spoctéte pomoci I’Hospitalova pravidla limity

. sin? z . sinx —x
lim ——, im —— .
x—01—cosx z—0cosx — 1

Spoctéte nasledujici limity pfevodem na vhodny typ a potom pomoci I’Hospitalova pravidla:

. . 1 1
lim tgxcosz, lim (—2 - 72) .
T2 z—0 \Z sin

Ukazte nevhodnost I’Hospitalova pravidla pro limity:

2 a1
T+ x7sin . 3 3
im ——* lim W4 —Vr3+2).
x—0 2x 4 sinx :L‘—>+oo(\/ + \/ +2)
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(Prvni limita existuje (spoctéte ji), ale limita podilu derivaci neexistuje. U druhé limity jsou podily derivaci stdle

vvvvvv

Pouzijete-li I’Hospitalovo pravidlo na limitu lim, ¢ 3“:; 1

, dostanete 3, coZ je Spatny vysledek — pro¢?

Konec piiklada 1.

Ptiklady 2:
Hledan{ intervald, na nichZ je dand funkce ryze monoténni Ize jednoduse provést ndsledujicim zpisobem (pokud
existuje derivace).

Necht je na intervalu J ddna spojitd funkce f. Vyiesi se (na J) rovnice f’(z) = 0.

Necht’ a < bz J jsou body, ve kterych bud’ derivace neexistuje nebo je rovna 0 a necht’ mezi nimi neni zadny
dalsi takovy bod.

Pak f’ na celém (a, b) existuje a je bud’ kladnd nebo zdporn4 (proc?).

Zda je kladnd nebo zdpornd, neni nutné zjist ovat z derivace (mize to byt slozité). Staci porovnat hodnoty f(a), f(b).
Je-li f(a) < f(b), je funkce f na (a,b) rostouci, pii opaéné nerovnosti je klesajici (rovnost f(a) = f(b) nemize

nastat — pro¢?). Také lze spocitat f’ v jednom bodé intervalu (a, b).

MiZe se stdt, Ze f bude rostouci v intervalu (a, b) i v ndsledujicim intervalu (b, ¢). Pak je f zfejmé rostouci v (a, ¢)

(proc?).

Podle pfedchoziho postupu najdéte maximadln{ intervaly, kde jsou ndsledujici funkce ryze monoténni:

22(x —1)
x+1)2

3

sin® z 4 cos® z na [0, 27] naR.

V predchozim postupu se miZze stat, Ze je obtiZné rozhodnout o néjakém bodé a, zda v ném derivace neexistuje
nebo je nulové.

Prida-li se a k vyse uvedenym zkoumanym bodiim, nic se na postupu nepokazi.
Napfiklad nenf ziejmé, zda pro funkci Va2 — Y22 =1 existuji derivace v bodech 0, 1. Proto je vhodné&jsi tyto
body mezi kritické body pridat. Najdéte pro tuto funkci intervaly monoténnosti.

JestliZe ve vySe uvedeném postupu je a krajni bod intervalu J, ktery do J nepatii, hodnota f(a) se nahradi limitou
lim+ f(z) — ukazte, Ze za danych podminek tato limita vzdy existuje.
rT—a

Uvedenym postupem Ize dokazovat i nerovnosti mezi funkcemi. Jestlize napt. f(0) > ¢(0) a funkce f — g je
rostouci na [0, +00), pak f(x) > g(x) pro vSechna kladnd .

Nerovnost sinz > z — x3 /6 plati pro kladnd x: pro 2 = 0 plati misto uvedené nerovnosti rovnost.
Derivace funkce sinz — z + 23 /6 je funkce g(x) = cosz — 1 + 22 /2.

Pro dikaz toho, Ze g je kladna pro kladné x je mozné postup opakovat: g(0) = 0 a ¢’(z) = —sinz + z, coZ je
opravdu funkce kladnd pro kladnd = (dokaZte to jesté jednim pouzitim uvedeného postupu).

Konec piiklada 2.

| TO je skvélé. I
Priklady 3:

Najdéte intervaly, ve kterych je sinus ryze konvexni nebo ryze konkavni.
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Ve kterych intervalech je funkce sin x cos z konvexni?
Zkoumejte konvexitu funkce |22 + z|.
Najdéte vSechny inflexni body funkc{ sinus, cosinus a tangens.
M4 |z| inflexni body?
Pro kterd n € N m4 funkce =" inflexni body?
Pro kterd n € N mé funkce 2"/3 inflexni body?

Konec priklada 3.

Ptiklady 4:
Postup pri hledani extrému funkce na intervalu J s krajnimi body a < b.

Nejdfive se najdou vSechny kritické body.

Pokud Cini problém u nékterych bodd rozhodnout, zda jsou kritické, ¢i nikoli, Ize i tyto podezielé body zahrnout
mezi kritické.

Necht’ je téchto kritickych bodl kone¢né mnoho. JestliZze krajni bod nepatii do .J, spocitd se v ném limita funkce,
v ostatnich bodech se spocitaji hodnoty funkce.

Sestavi se tabulka hodnot funkce, sefazend podle velikosti kritickych boda. Postup uvedeny u zjist' ovani monoténie
funkce urci intervaly ryzi monoténie a tim, podle pfedchozi véty a poznamky, i lokdlni extrémy.

Ptiklad: Najit viechny lokdlni extrémy funkce —(z — 1)3 V22 na intervalu (—0.5,1.5).

Derivace je

I g 1N2.2/3 2, 3—1/3_($—1)2(2—11$)
fi(x)==3(x—1)%x 3(:10 1)°x = WYE .

Derivace v daném intervalu neexistuje v bodé 0 a rovnd se 0 v bodé 1 a 2/11. Tedy vSechny kritické body jsou -0.5,
0, 2/11, 1, 1.5. Tabulka hodnot:

x | 050211 [1] 15
Fx) [212[0 018 [0 | -0.14

Funkce klesd z hodnoty 2.12 k hodnoté 0 (takZe v krajnim bodé -0.5 je lokdlni maximum), pak stoupd k hodnoté
0.18 (takze v bod¢ 0 je lokalni minimum), pak klesa k hodnoté O (takZe v bodé 2/11 je lokdlni maximum) a pak
zase klesd k hodnoté -0.14 (takze v bod¢ 1 nenf lokdlni extrém a v krajnim bodé 1.5 je lokalni minimum). Podle
srovnani hodnot je absolutni maximum v bodé —0.5 a absolutni minimum v bod¢ 1.5.

Pokud je pfedchozi funkce definovand na intervalu (—0.5, 1.5), jsou kritické body i tabulka hodnot stejné. Jediny
rozdil bude nyni v tom, Ze v krajnim bod¢ -0.5 nenf ani lokdlni maximum ani maximum funkce, protoZe tento bod
nepatii do defini¢niho oboru dané funkce. Z toho vyplyva, Ze funkce nenabyva maxima na svém definicnim oboru.
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Konec prikladu 4.

Ptiklady 5:

Najdéte asymptoty, pokud existuji, pro funkce:

2
-3
;x —1 sinz,  (z+2)%3) — (2 —2)%/3)

Konec piiklada 5.
Priklady 6:

Vzorovy priklad na prabéh funkce

2
(- 2)
f@) = (x+1)2

1. Jednd se o raciondlni funkci, jejiz defini¢ni obor je celé R bez bodu -1, tedy D(f) = (—o0, —1) U (—1, +00).
Funkce nenf ani lichd ani suda ¢i periodicka. Je spojitd vSude na svém defini¢nim oboru.
2. f" = x(2® 4 3z — 4)(x + 1)~ a tedy definiéni obor derivace je shodny s defini¢nim oborem nasf funkce (coz
plati vZdy pro raciondlni funkce). Odtud opét plyne spojitost funkce.
3. f/(x) = 0prox = 0,z = 1,7 = —4. Kritické body jsou tedy —oo, —4, —1_, —14,0, 1, +oc (krajni bod -1 se
bere dvakrat a je vhodné ho rozlisit indexy -,+).
Urdi se prislusné hodnoty, v krajnich bodech defini¢niho oboru se spocitaji limity. Tabulka hodnot vypadd nasle-
dovné:
—00 -4 —1_ | -1+ 10 1 +00
—00 | -32/3 | —o0 | —oo | 0| -1/4 | +00

Z tabulky je vidét, Ze graf funkce stoupd od —oo k hodnot€ v bodé x = —4 a pak zase klesd do —oo, jakmile se

blizi zleva k bodu -1. Na pravé strané tohoto bodu zase stoupa od —oo k hodnoté 0 v bodé = = 0 a pak opét klesa
k hodnoté v bodé x = 1; od této hodnoty pak stdle roste k +o0o. Mizeme tedy usoudit, ze f ma lokdlni maxima v
bodech z = —4 a x = 0, lokdIni minimum v bodé = 1 a nema absolutn{ extrémy.

4. Podle piislusnych vzorcl popsanych po definici asymptot je a = limg— 40 f(2)/2 = 1ab = limy— 4 o0 (f(2)—
x) = —4. Funkce tedy md spole¢nou asymptotu y = 2 — 4 v 4001 v —o0.

5. Zhruba lze nakreslit graf. Lze z né] zjistit, Ze funkce asi bude konkdvni v (—oo, —1) a v intervalu (—1, ¢) pro
néjaké kladné ¢ < 1, a konvexni v (¢, +00) (bod ¢ tedy bude inflexni). Vyfesit tuto situaci lze v daném piipadé
pomémé lehce. f” = 2(7z — 2)/(x + 1)* a tedy bod ¢ je roven 2/7, protoze f” < 0 prox < 2/7,x # —1a
1" > 0proxz > 2/7. Uvédomte si, Ze f neni konkdvni pro z < 2/7 — pro¢?

6. Nyni Ize nakreslit pomérné presné graf funkce:

20 ]

konvexni

inflexe
v2/7

konkavni 10 ]

\ X

£20 +10 \3 o o
lokalni o
maximum lokalni

v -4 minimum
10]] vl

asymptota
y=x-4

£20

Podle piedchoziho postupu udélejte prubeh funkei:

22(x —
zX 2x2,(x(_i_1)12),§/(x+2)2 V(fo)z.
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V poslednim ptikladu jsou ,hroty" a je vhodné v nich spocitat jednostranné derivace.

Konec prikladu 6.

Priklady 7:
Napiste polynom z2 + 1 jako polynom v mocnindch z — 1, tj. ve tvaru az(z — 1)3 + ag(z — 1)? + a1 (z — 1) 4 ag.

Najdéte Taylortiv polynom stupné 2 pro funkci 1/(1 — z) v bodé 0 a odhadnéte numericky zbytek na intervalu
(—1/10,1/10).

Najdéte Taylorovy polynomy stupné n funkei sinus a cosinus v bodé 0. Odhadnéte zbytky na intervalu (—p, p).
Budou zbytky na tomto intervalu konvergovat k 0 (pro libovolné dané p)?

Najdéte p takové, Ze | R cos,0,4) (2)| < 1073 prox € (—p, p).
Najdéte nejmensi pfirozené &islo n tak, Ze | R g 2,0,n) ()] < 107° prox € (—2,2).
Déleni Taylorovych polynomi. M4 se zjistit Taylordv polynom 3.stupné funkce tg v bodé 0 délenim Taylorovych

polynomt funkcf sinus a cosinus.

Taylorovy polynomy 3. stupné funkcf sinus a cosinus jsou z — 3 /3!, resp. 1 — z? /2.
1. Vyd@li se nejmensi stupeti u z — 3 /3! nejmensim stupnému 1 — z? /2! a dostane se x.
2. Vysledkem se vynasobi délitel (dostane se = — 23 /2!) a odete se od délence — dostane se 2 /3.

3. U dosazeného vysledku se opét vydéli nejmen3i stupeii (tj. 22 /3) nejmensim stupném délitele (tj. 1) a do-
stane se 22 /3, coZ je v daném piipadé koneény vysledek.

Spocitejte uvedenym zpisobem TaylorGv polynom 5. stupné funkce tg v bodé 0.

Spocitejte Tayloriv polynom stupné 3 funkce $2£ v bodé 0. PouZzijte jak postup z definice Taylorova polynomu,

tak déleni Taylorovych polynomu pouzitych funkeci.
Spoctéte Taylorovy polynomy funkce cosinus pomoci derivace Taylorovych polynomt funkce sinus.

Ukazte, ze vSechny Taylorovy polynomy v bodé 0 nasledujici funkce f jsou nulové (a tedy konverguji k f pouze
v bod¢ 0):
1
flz)=4 € **, proz#0;
0, proxz = 0.

Pocitani limit pomoci Taylorovych polynomu

Budeme pocitat limitu
. 2cosx — 2+ a2
z—0  z2sin’x
Jmenovatel i Citatel se nahradi prislusSnymi Taylorovymi polynomy (zde na ptisluSnych mistech stupné 4 a stupné
2)
2cosx — 2422 21 —x2/2+2%/24 4 0(2%)) — 2+ 2% x1/124 o(a)

22 sin? z B 22(z + o(22))?2 2t 4 o(zh)

Pro posledni rovnost bylo pouZito nékolika jednoduchych dprav pro préci s o(z™):
a-o(z™) +b-o(@") = o(z"),zFo(z") = o(z"T") , 0(zF) - 0(z™) = o(aFtT).

Déle plati rovnost f(x) - o(z™) = o(z™) pro kazdou funkci f spojitou v O (stali dokonce, aby f byla omezend v
okoli 0).

Pokracovani prikladu:

. 24/12 4 o(z) . %"‘ 0(54) 1
hn%) r+o(z%) hn}) o@®) 12’
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Exponencialni funkce

2 n n+1 n k n+1
N o < EP.
2!+ +n!+e(n+1)! Z '.+€

el =142+

pro néjaké ¢ mezi 0 a x.
Funkce sinus

a3 a2

...amusim se pfiznat, Ze jsem jest¢ nikdy nemu-
sela psat ten n-ty Clen a nasledujici zbytek.

Ja ho uZ musel psat mockrat, ale nikdy jsem se
netrefil.

Funkce kosinus

...nicméné ten zbytek za n-tym ¢lenem je v ab-

. « Y n+1
solutni hodnot€ nanejvys roven ~—<;

CESYIE takova
jsem vynalézava.

Binomicky rozvoj
Protoze funkci 2P nelze pro libovolnd p zkoumat v bodé 2 = 0, posouvd se obvykle o 1 doleva:

(1+.T)p:1+px+@z2+“'wz”+fin(.¢):

n!

— f: (g)xk +p(p—1)...(p —n)(1 +c)p~n1 x(CC;!C)n , kde (7) = p—(p_l)“];(!p_k-i_l)
k=0
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pro x > —1 a néjaké ¢ mezi 0 a x. Byl pouzit zbytek v Cauchyové tvaru — diivodem je snadnéjsi dikaz toho, Ze
pro velkd n je zbytek velmi maly pro z < 1 (viz dal$i kapitola o fadéach).

Specidlné prop =1/2ap=—1/2:

1 1 3, (2n — 1)
=1—- - — R Gy L S — A R —1
Ttz gt T (D g Bale) o>

Logaritmicka funkce
Ze stejnych divodi jako u binomického rozvoje se musi logaritmickd funkce pro Taylorovu fadu v bodé 0 po-
sumout:

2 3 n n+1
x x x x
1 D=g——4— 4 (=) 1 (—1)"
R A N ) QS o
. n T(x—d)"
(por. + -1 )
pro néjakd c¢,d mezi 0 a z, kde x > —1.
Cyklometrické funkce
n n
. 2k — 1! 1
arcsinz = x + Z Wm%ﬂ + Rp(z), arctgz = Z(—1)1€2]€7+1932kJrl + R ().
k=1 N k=0
Konec ptiklada 7.
Priklady 8:
Konec ptiklada 8.
Priklady 9:
Konec priklada 9.
OTAZKY
Otéazky 1:

L’Hospitalovo pravidlo bylo dokdzano trochu obecnéji:
pii predpokladu xlg(&r |g(x)] = +o0 se nikde nepouzil pfedpoklad xlirgi |f(z)] = +o0.
Uvédomte si ale, Ze v piipadé xLug | f(x)] # +o0 je pouziti I'Hospitalova pravidla zbyte¢né nebo marné, kromé
jednoho ptipadu. ;
Nékdy je vhodné prevést dany neurCity vyraz na neurcity vyraz 5. Uved'te zpiisoby, jakymi se to provede.
Konec otazek 1.
Otazky 2:
Funkce f se nazyvé rostouci v bodé a, jestlize existuje okoli U bodu a tak, ze pro z € U ND(f),z < a, je
f(x) < f(a)aproproxz € UND(f),z > a,je f(x) > f(a).
Ziejmym zpisobem se definuji pojmy klesajici v bodé, nerostouci v bodé, neklesajici v bodé — napiste si definice.

Ukazte, ze f je neklesajici na intervalu J pravé kdyz je neklesajici v kazdém bodé z J. Podobné pro funkce
nerostouct, klesajici a rostouci. (Ndvod: pro z < y a f(x) > f(y) vezméte supremum vsech z € [z, y) takovych,

ze f(2) > f(y))

Necht' je f definovdna na okoli bodu a a f’(a) existuje. UkaZte, Ze f je klesajici v a jestlize f/(a) < 0.
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Zformulujte a dokazte piislusné tvrzeni pro funkce rostouci v bod€. Najdéte piiklad funkce klesajici v néjakém
bodé a, a ptitom neplati f’(a) < 0.
Ukazte, Ze neplati obdoba pfedchozi véty pro funkce neklesajici a nerostouci v bod¢.

Konec otazek 2.

Otéazky 3:
Necht’ funkce f je definovdna na otevieném intervalu J a ma na J derivaci. Pro p € J oznacuje g; rovnici tecny
ke grafu f v bodé (p, f(p). Ukazte, Ze f je na J konvexni pravé kdyZ f(z) > gp(x) pro vSechna p,x € J. Jak se
zméni formulace pro charakterizaci ryzi konvexity?

Uvédomili jste si, Ze v pfedchozim pfipadé musi byt derivace vzdy vlastni?

Bude predchozi upozornéni platit i pro uzavieny interval?

Zformulujte predchozi charakterizaci konvexity pro uzavieny interval.

Je-1i ¢ vnitfni bod intervalu J a f je funkce na .J, kterd ma v c nevlastni derivaci, pak v jednoduchych piikladech
byvé c inflexnim bodem.

Ukazte priklad, Ze tomu tak nemusi byt a najdéte podminky na f, které uz implikuji, Ze bod s nevlastni derivaci je

inflexni bod.
Konec otdzek 3.
Otazky 4:
Najdéte piiklad spojité funkce na (0, 1), kterd nemd zddny lokéln{ extrém.
Najdéte piiklad spojité funkce na (0, 1), kterd nemd Zadné lokdlni minimum, ale md lokdlni maximum.

Najdéte piiklad spojité funkce na (0, 1), kterd md lokdlni maximum (nekone¢né mnoho lokédlnich maxim), ale
nemd absolutni maximum.

Ukazte, Ze monoténni (i nespojitd) funkce na uzavieném omezeném intervalu ma vzdy absolutni minimum i ma-
Ximum.

Najdéte priklad spojité funkce na otevieném intervalu, kterd v néjakém vnitinim bod€ ma derivaci rovnou 0 a nema
v ném ani lokdlni extrém, ani inflexni bod.

Konec otazek 4.
Otédzky 5:

Najdéte priklady, Ze funkce md v obou nevlastnich bodech asymptoty, a to bud’ rizné (rovnobézné i riznobézné)
nebo stejné.

Najdéte priklady funkci definovanych na R, které nemaji asymptoty ani v jednom nevlastnim bod¢, nebo jen v
jednom nevlastnim bodé.

Ukazte, Ze mé-li f v nevlastnim bod€ ¢ asymptotu, existuje lim f(z). Jakou md souvislost tato limita se smérnici
r—cC

asymptoty?
Najdéte piiklad funkce na (0, +00), pro kterou existuje vlastni @ = lim f(x)/z, ale neexistuje lim (f(x) —

T—+00 T—+00
ax). Jakou md souvislost tato situace s lim f(z)?
r—cC

Najdéte piiklad funkce f, kterd md asymptotu v +oco, ale lir+n f!(x) neexistuje. (sin(z?)/x)
T—1T00

Konec otazek 5.

Otazky 6:

Konec otazek 6.

Otazky 7:
Dokazte vzorce pro Taylorovy polynomy souctu a ndsobku redlnym ¢islem.

Dokazte vzorec pro derivaci Taylorova polynomu.
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Ukazte, ze je-li T Taylortv polynom 1. stupné funkce sinus v bod¢ 0, pak neni pravda, Ze T(J:2 + 1) je Taylortv
polynom 2. stupné funkce sin(.qt2 + 1) v Z4dném bodé (ani mensiho stupné, vynechaji-li se vy$§i mocniny).

Konec otazek 7.
Otazky 8:
Konec otazek 8.

Otazky 9:

Konec otazek 9.

CVICENI

Cviceni 1: Pfiklad. Spoctéte
)
.z
lim — .
T—00 e¥
Reseni. Po¢itame podle I’Hospitalova pravidla. Jde o piipad co /oo. Ovéfeni predpokladi (limita ve jmeno-
vateli nevlastni) je v tomto piipad¢ trividlni. PiSeme

2

.l 20 V'H .

lim — = lim — = lim — = 0.
r—o00 et r—o0 et r—00 ¥

veps s U'H NI v - - PV o 1 s . P
Pouzili jsme = ke sdé€leni, Ze se pouziva I’Hospitalovo pravidlo. Pokud to napiSeme, o¢ekava se od nés, ze

/
< e v Yo s . H
nékde ovéfime pfedpoklady. Pokud se nakonec vpravo dopocitdme vysledku, bude 1L znamenat rovnost.

To se zde po opakovaném pouZiti ,lopitala” po-
vedlo.

1

Priklad. Spoctéte

1 T —
i LF2) —e
r—0 T
Regeni. Pieme spole¢né s I’'Hospitalem
1+ : !
xr — 1 T — o
lim (1+2) ¢ H o gy (1+z)= z— (1 +)log(l +2) =
z—0 x z—0 ( CE)
o 1
= elim > (1+2)log(1 + ) 1
z—0 (1 + CC)
1% —log(l+2z) rm
= elim ———-+ =
z—0 2z + 3z2
% oz _ ¢
= elim I = —-.
z—0 2+ 6x 2

Cestou se musi pribézné ovérovat predpoklady (jaké?).
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Priklad. Necht’ ma funkce f druhou derivaci. Dokazte, ze

Reseni. Piseme podle 1’Hospitala (podle h)

feth)+ fa—h)-2f@) v fath) - fa—h)

}PL% W2 &136 oh =
= lim flla+h)— fi(x) + f'(x) — f'(z - h) =
h—0 2h
= f(z).

Koukam, Ze se asi nemohlo lopitalovat dvakrat.
Hle hle hle.

Kdo ulopitaluje nésledujici limity je asi hodné
zvlastni typek.

. - . T —sinx
lm —* =0; lm — =1
rz—0 SInx T—00 T + SIN T

Konec cviceni 1.

Cviceni 2:
Konec cviceni 2.

Cviceni 3:
Konec cviceni 3.

Cviceni 4:
Konec cviceni 4.

Cviceni 5:
Konec cviceni 5.

Cviceni 6: Pfiklad. Ovéite konvexitu funkce f(z) = x*.
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Reseni. Druh4 derivace f je rovna
/! T 2 1
f(x) = 2% (1+logx) —1—5 .

Kladné znaménko druhé derivace zarucuje konvexitu.

4

3 X
X

2

1

0 1 2

Priklad. Zjistéte konvexitu cykloidy
x=a(t—sint) , y=a(l —cost) , a>0.
Reseni. Druh4 derivace implicitné zadané funkce y = y(x) je rovna

d%y B 1

dx? a(l —cost)?
Zaporné znaménko druhé derivace zarucuje konkavitu.

Cykloida = draha hiebiku v pneumatice

__________________________________________ >

/AOAVIORY

0 5 10 15 20 25

Priklad. Necht’ je dvakrét derivovatelna funkce f konvexni na R a ma v pocatku kladnou drivaci. Dokazte,
7e neni omezena.

Reseni. Dvakrat derivovatelna funkce, kterd je konvexni, md prvni derivaci rostouci. To pomoci Lagrange-
ovy véty vede na neomezenost funkce. Jind moZnost je pouzit vhodnou secnu.

e

Priklad. Objasnéte geometricky vyznam nerovnosti (x > 0,y > 0,z #y,n > 1)
2 - 2

Reseni. Hodnota v ,mezibodé" je u konvexni funkce pod secnou.

A

o (CERTE




Konec cviceni 6.

CvicCeni 7:

| Prakticti 1idé vymysleli 6¢ko. I

Pokud byla n&jaka funkce v po&atku Fadové mensi nez x2, psali o ni, Ze je 0(372), xr — 0. S timto zapisem
se miZzeme dobfe bavit o malinkych funkcich.

Tato 6¢ka jde scitat, odcitat, nasobit a nékdy i délit.

Zapisem
f(x) =o(g(x)), =0
rozumime
lim @) =
z—0 g(z)

Také by byl mozny zdpis
Fla) = oyl@) & =0,

kde funkce o4 by byla jakdsi pomocnd funkce, o které by bylo zndmo pouze to, Ze jakdsi limita (oq () /g(z) —
0 pro x — 0).

Casto pracujeme s o(z™). Pokud

e =1+z+o(z), z—0

sine =xz+o(z), x—0,
jsou zde vlastné definované dvé pomocné funkce
o1(z)=€e*—1—x, og(x) =sinz —x .
Soucet 01 (x) + o2(x) ma opét vlastnost o(x), opravdu

.o1(x) +oo(x o ef—1—ax+sine —x
lim M = lim =0.
x—0 X x—0 x

Tedy neni nutno v praxi takové funkce, které jsou o(x), indexovat a piSeme misto o1 (x) rovnou o(z).

Podobné i s vy$§imi mocninami a jinymi opera-
cemi nez s¢itani.
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Pfiklad. Spoctéte
o(z) +o(z?) + o(z®), £ — 0.

Reseni. Vysledek je samoziejmé o(z) pro z — 0.

Funkce fddové mens{ ne? 2

mensi neZ x u nuly.

u nuly jsou fadové

Priklad. Najdéte Tayloriv polynom fadu 2 pro funkci

(14 )10
(1 —22)%0(1 + 22)60 °

fz) =
Reseni. Piseme
f@) =1 +2)1%01 — 22)740(1 + 24)760
PouZijeme rozvoj (1 + z)® a dostaneme
(14 2)'1%9 = 1 4+100x + 50 - 9922 + o(z2?), . — 0.
Podobné s ostatnimi Ciniteli. Po vyndsobeni a vynechéani nepotiebnych ¢lenti dostaneme

f(z) =14 60z + 195022 + o(z?), 2 — 0.

Napiiklad zo(z?) = o(x?), z — 0, coz d&la

$kodolibym radost. Samoziejmé je to i o(z>),
z — 0.

Piiklad. Spoctéte Ctvrtou derivaci v pocatku funkce

f(@) =1+ 2z 4222 — 22* + o(z?), 2 — 0.

Reseni. Podle Taylorovy véty vime, Ze

tedy f(?)(0) = —48.
Pfiklad. Spoctéte rozvoj sin sin « fddu 4 v pocatku.
Regeni. Piseme

sin® z

sin(sinz) = sinx — +o(sin*z), 2 —0.
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Dosadime 3
x
siny =z — F—&-O(J/A) , o —0.

Po tpravach dostaneme
T3
. x 4
sinsine =z — — 4+ o(z"), 2 — 0.

3

Vzdy kontrolujeme, zda ma lichd funkce pouze

liché Cleny v Taylorové polynomu. Kdyz ne, tak
neni licha ;-)

Priklad. Spoctéte odhad chyby

. 3 2] < 1
sinr~xr——, |z] < <.
317 2
Reseni. Podle Lagrangeova tvaru zbytku piseme
sinx —z + T Rs(x) ,
tedy
z3 |25 1
sine —x+ —| = |Rs(2)| < <
sinz =@+ 5r1 =R < 5 < 555

Pfiklad. Najdéte rozvoj funkce tg fadu 5 v pocatku.

Reseni. Poctivé derivujeme a sestavime Taylortv polynom

1 2
tgx =o+ §:173 + 1—r175 +o0(z%, z—0.
5

Je také mozné vydélit Taylorvy polynomy
funkcf sinus a kosinus.

Priklad. Zjistéte Taylortiv polynom funkce arkussinus v pocétku.

Reseni. Mame dvé moznosti. Derivujeme arkussinus a dostaneme

1

1
= 171‘2 -2
— | )

!
arcsin r — 5

a pouZijeme rozvoj obecné mocniny.
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Druhd moZnost je predpokladat rozvoj ve tvaru (jde o lichou funkci)

arcsinz = x 4 az> + bz’ + o(z®) , 2 — 0.

Dosadime = = siny =y — 33/5 + 4°/120 + 0(y%), y — 0 a porovname levou a pravou stranu

y = arcsinsiny = siny + a(sin y)3 + b(sin ;1/)5 + ()(sm6 y),y—0.

Po dosazeni rozvoje misto sin y spocitime koeficienty a, b.

Vysledek je vzdy

Konec cviceni 7.

Cviceni 8:
Konec cviceni 8.

CvicCeni 9:
Konec cviceni 9.

Uceni 1:
Konec uceni 1.

Uceni 2:
Konec uceni 2.

Uceni 3:
Konec uceni 3.

Uceni 4:
Konec uceni 4.

Uceni 5:
Konec uceni 5.

Uceni 6:

1 . 3 5 ;
arcsinz = x4+ —2° + —x° + 0(z%), . — 0.

6

407
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UCENI

Mnozina bodd nespojitosti nemuze byt neko-

necna.

Uz jsi Sel n¢kdy po schodech?




Nerostouci funkce je bud’ konstantni nebo klesa-

jici.

% | Kdy?z ty neposlouchas, ja taky nebudu. I

f nenf rostoucti

f nerostouci

i
¥

| Tohle je jazykové zcela spravné. I

Omlouvam se, tohle se matematikiim nepovedlo.

Mas pravdu, ale uz to prede mnou nikdy netike;.
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Ma-li funkce extrém, je tam nulova derivace.

Dluhy jsou vyrovnany. Tohle NIKDY nefike;.

Funkce 1/2 md v pocétku inflexni bod.

L

2 o

V inflexnim bud¢ plynule pfechazis z levotoCivé
do pravotocivé zatacky nebo naopak. To je teda

jizdal
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Konec uceni 6.

Uceni 7:

Konec uceni 7.

Uceni 8:

Konec uceni 8.

Uceni 9:

Konec uceni 9.
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Nerostouci znamend, Ze je spojita.

Vic jsem opravdu necekal.
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