Pouziti derivaci

V této ¢asti budou uvedena nékterd pouZziti derivaci.

L’HOSPITALOVO PRAVIDLO POCITANI LIMIT

Tvrzeni je uvedeno pro jednostrannou limitu zprava. Samoziejmé obdobné tvrzeni plati pro limitu zleva nebo
pro oboustrannou limitu.

VETA. (I’Hospital) Necht' funkce f, g maji derivaci na otevieném intervalu (a, b) a

lim I (z)

.I,‘~>(LAr !]l (l)

existuje.

JestliZe plati

lim f(z)= lim g(z) =0 nebo lim |f(z)|= lim |g(z)| = +oo,
T—ay T—a4 T—a T—a

pak
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PRUBEH FUNKCE

Stanovit prubéh funkce znamena zjistit intervaly, kde je funkce monot6nni, konvexni ¢i konkavni, zjistit jeji
hodnoty nebo limity v riznych potiebnych bodech, asymptotické chovani v nékterych bodech, maximélni a mini-
malni hodnoty, popf. dal§i vhodné vlastnosti.

511

Pii zjist ovani téchto vlastnosti pomdha znalost derivace funkce.

Monotonie

Nasledujici kritérium miZe ovéfeni monotonie zna¢né zjednodusit.
VETA. Necht m4 funkce f na intervalu .J derivaci.

1. Funkce f je na J neklesajici pravé kdyz je f/ > 0.

2. Funkce f je na J nerostouci pravé kdyz je f/ < 0.

3. Funkce f je na J rostouct, je-li f/ > 0.

4. Funkce f je na J klesajici, je-li f' < 0.

Pozndmky 2 Ptiklady 2 Otazky 2

Konvexita

Podobné jako u monotonie, 1ze i konvexitu a konkavitu zji$t'ovat pomoci derivace a nikoli podle definice téchto
vlastnosti.

VETA. Necht' m4 funkce f na intervalu .J derivaci.



1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyZ je f’ neklesajici.
2. Funkce f je na J konkdvni pravé kdyZ je f nerostouct.
3. Funkce f je na J ryze konvexni pravé kdyz je f’ rostouci.

4. Funkce f je na J ryze konkdvni pravé kdyz je f’ klesajici.

Pouzije-li se v pfedchozi vété charakterizace monoténie pomoci derivaci, dostane se tvrzeni:
DUSLEDEK. Necht m4 funkce f naintervalu J druhou derivaci.

1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyz je f/ > 0.

2. Funkce f je na .J konkdvni pravé kdyz je f” < 0.

3. Je-li f” >0, je f na J ryze konvexni.

4. Je-li f” <0, je f na J ryze konkdvni.
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DEFINICE. Necht' funkce f je definovéna na intervalu J, ¢ je vnitini bod J, f je spojitd v ¢ a existuje f’(c).

Bod ¢ se nazyvi inflexni bod f, jestlize existuje okoli (a,b) C J bodu ¢ takové, Ze funkce f je ryze konvexni
na jedné ze dvou &asti (a, |, [¢, b) a ryze konkdvni na druhé ¢asti.

VETA. Necht funkce f ma druhou derivaci na n&jakém okoli bodu c. Pak ¢ je inflexnim bodem funkce f, jestlize
f" méni v bod& ¢ znaménko.

DUSLEDEK. Funkce f definovana na intervalu J mize mit inflexni bod pouze v nésledujicich bodech:
1. ve vnitfnim bod¢€ J, ve kterém f nema druhou derivaci;

2. ve vnitinim bod¢€ J, kde ma f druhou derivaci rovnou 0.
Poznamky 3 Piiklady 3 Otazky 3

Extrémy

vvvvvv

je vhodné o funkci zndt. Jsou pfedmétem mnoha praktickych tloh.

Je vhodné ptipomenout, Ze maximdlni (nebo minimdlni) hodnota znamend, Ze Zadna jind srovndvana hodnota
neni vétsi (resp. mensi), kdeZto nejvétsi (nebo nejmensi) hodnota znamend, Ze kazda jind srovnavand hodnota je
mensi (resp. veétsi).

DEFINICE. Funkce f méd v bodé ¢ € D(f) lokdlni maximum, nebo lokdlni minimum, jestliZe existuje okoli U
bodu ¢ takové, Ze f(c¢) je maximélni (resp. minimélni) hodnota f na U N D(f).

Funkce f ma v ¢ lokdlni extrém, jestliZe ma v ¢ lokdlni maximum nebo lokdlni minimum.

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrému slovo maximdlni slovem nejvétsi (resp. slovo minimdlni slovem
nejmensi, dostane se definice ostrych lokdlnich extrému.
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VETA. Funkce f definovand na intervalu J miize mit lokalni extrém pouze v nésledujicich bodech:

1. v krajnim bod¢ J, ktery patii do J;



2. ve vnitinim bodé J, ve kterém f nema derivaci;

3. ve vnitinim bodé .J, kde ma f derivaci rovnou 0.

Dalsim krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém nastane a zda jde o
maximum nebo minimum. Nésledujici tvrzeni a jeho disledek jsou obdobou tvrzeni pro ureni inflexniho bodu.
Dikaz vyplyva ihned z definice lokdlnich extrémd.

VETA. Necht je ¢ € D(f) a (a,b) je okoli c.
1. Jestlize f je neklesajici v jedné ze dvou Casti (a, cl, [c, b) a nerostouci ve druhé, mé f v ¢ lokdlni extrém.

2. Jestlize f je rostouci v jedné ze dvou &asti (a, ], [¢, b) a klesajici ve druhé, md f v c ostry lokdln{ extrém.

DUSLEDEK. Necht je ¢ vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce f a necht’ f ma derivaci v néjakém okoli
bodu c. Jestlize f’ méni v bodé ¢ znaménko, ma f v tomto bod& ostry lokdln{ extrém.

Predchozi tvrzeni ddvaji ndvod nejen k nalezeni lokalniho extrému ale i ke zjiSténi, o jaky extrém se jednd.
Je-li napt. f klesajici nalevo od ¢ a rostouci napravo od ¢, je v ¢ ostré lokdlni minimum.

Nasledujici tvrzeni ukazuje jinou cestu pro ovéfeni typu extrému.

VETA. Necht funkce f ma ve vnitinim bod¢€ ¢ svého defini¢niho oboru lokdlni extrém. Je-li f v okoli bodu ¢
konvexni (resp. konkdvni), ma v ¢ lokdlni minimum (resp. lokdlni maximum).

DUSLEDEK. Necht funkce f md ve vnitfnim bodg ¢ svého definiéniho oboru druhou derivaci f”(c).
1. Je-li f'(c) =0a f”’(c) > 0, md f v bodé& c ostré lokdlni minimum.

2. Je-li f'(¢) =0a f"’(c) <0, md f vbodé& c ostré lokalni maximum.

Poznamky 4 Priklady 4 Otazky 4

Asymptoty

Chovani funkce ,blizko" nevlastnich bodu se dd zhruba popsat pomoci limit funkce a jeji derivace v téchto
bodech.

Nejzajimavéjsi je pripad, kdy se graf funkce bliZi k néjaké primce, kterd se pak nazyva asymptotou.
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DEFINICE. Pfimkay = ax + b se nazyva asymptotou funkce f v nevlastnim bodé ¢, jestlize ;Hrt (f(x)—(ax+
b)) = 0.

VETA. Piimkay = az + b je asymptotou funkce f v nevlastnim bodé ¢ pravé kdyz plati

a = lim /() , b=lim(f(x)—ax).

T—Cc X T—C
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Prubéh funkce

Pribéh funkce f znamenad urcit pfinejmensim nasledujici:



4
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. defini¢ni obor;

spojitost;

lokaln{ a absolutni extrémy;

. asymptoty;

konvexita, konkavita, inflexni body;

. nakreslit graf.

Nelze navrhnout postup, ktery je optimdlni pro vSechny mozné piipady. Nicméné, ndsledujici postup byva
vétsinou vhodny.

1.

Pokud neni defini¢ni obor dén, zjisti se béZnym zptisobem, tj. ovéfenim, kde ma pouzity predpis smysl. Je
vhodné ovéfit, zda je funkce lichd nebo suda nebo periodickd — v téchto pfipadech je pak moZné zkoumani
funkce zizit na mens$i mnoZinu.

. Vypocte se derivace a zjisti se jeji defini¢ni obor — na tomto defini¢nim oboru je pivodni funkce spojita.

Ve zbyvajicich bodech (nebo ve vsech) se spojitost funkce vétsinou zjisti pfimo z predpisu funkce pomoci
zakladnich vét o spojitosti funkei.

. Naleznou se vSechny kritické body pro lokdlni extrémy a udéld se tabulka hodnot v téchto bodech (viz

Priklady v lokélnich extrémech), pro kazdy interval defini¢niho oboru zvIast'.

. Zjisti se asymptoty v nevlastnich bodech, obvykle podle predchozi charakterizace.

. Konvexita, konkdvita a inflexni body se obvykle zjist'uji pomoci druhé derivace nebo pomoci monoténie

prvni derivace. To miiZze byt obtiZzné, a proto se nékdy tato Cast vynechdva a dodélava se az pfi kresleni
grafu, ukdZe-li se to potfebné.

. VétSinou je v této chvili zndmo dost vlastnosti funkce pro hrubé nakresleni grafu. Je nutné si pfipomenout,

Ze v intervalech defini¢niho oboru funkce spojujicich sousedni kritické body musi funkce bud’ rist nebo
klesat. Pokud nebyla zjist ovana konvexita a konkdvita, nemusi byt jasné, jak v nékterych téchto intervalech
graf funkce ,ohnout".

. 'V bodech, ve kterych derivace neexistuje, je vhodné vypocitat jednostranné derivace, pokud existuji. Pomo-

hou v grafu pfesnéji zakreslit ,hroty" v téchto bodech.
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APROXIMACE FUNKCE POLYNOMY, TAYLORUV POLYNOM

vy

Zkoumani nékterych funkci mize byt velmi slozité, a proto se nahrazuji funkcemi jednoduss$imi, které jsou v
jistém smyslu velmi blizko dané funkci (danou funkci aproximuji).

Slovo ,blizko" mize mit vice vyznamu. Napf. v kazdém bod¢ budou hodnoty aproximujici funkce blizko
hodnotdm dané funkce, ale v riznych bodech rizné blizko, nebo budou ve vSech bodech hodnoty stejné blizko.
Zakladem je tu bodova konvergence posloupnosti funkei (tj., konvergence posloupnosti hodnot v kazdém bod¢)

Uvazujme posloupnost funkei f,, (z) = x2/n. Jisté pro kazdé = € R plati

lim fn(x)=0.

n—oo

Tedy tato posloupnost aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R ruzné rychle)

Uvazujme posloupnost funkei gy, () = 1/n. Jisté pro kazdé = € R plati

lim gp(x)=0.

n—oo

Tedy tato posloupnost také aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé = € R stejné).



Prvni pfipad se nazyva bodovd aproximace (vlastné jiny termin pro bodovou konvergenci), druhy ptipad stej-
nomérnd aproximace (je to bodova konvergence s dal§im poZadavkem navic). V prvnim piipadé se n-td funkce od
limitni funkce u nekonec¢na velmi vzdaluje, v druhém piipade€ je n-td funkce docela blizko limitni vlastné vSude
najednou.

Jako aproximujici funkce se ¢asto voli polynomy, se kterymi se dobfe pracuje a jejichz hodnoty se dobie
pocitaji. V této ¢asti budou sestrojeny tzv. Taylorovy polynomy, které bodové (nékde i stejnomérné) aproximuji
mnoho funkeci.

Bude-li pozadovana vyssi presnost, bude stacit k jiz sestrojenym polynomutim pfidat dalsi Cleny vyssich stupii.

VETA. Necht' funkce f mé derivace v bodé a aZ do fdu n. Pak polynom

~
=
<
—
Q
~

DEFINICE. Polynom T, (z) (pfesnéji Ts 4 ,,()) se nazyva Tayloriv polynom stupné nejvyse n funkce f v bodé
a. Je-li a = 0, nazyva se Ty, () téZ Maclauriniiv polynom.

Nasledujici véta usnadni vypocet Taylorovych polynomt pro rizné konstrukce funkci.

VETA. Pro Taylorovy polynomy v bodé a plati (pro p € R, k € N):

Tf Fgn T Tf.,n, +Tygn,
Tp./le” - [)T/‘_,L, )
T,/".fldl = T,/‘,n ’ Tg,n )
. Tyn
Ty, = 75
) g,n
Tprp(@) = (Trni(@),
) T T k
proa =0, [,/'(1);1,‘1"7),%;11,(11") - [f(,’l').lz,(:“l" ) .

Ve dvou pripadech je nad rovnosti tecka. U soucinu funkeci znamend, Ze levd strana (polynom stupné nejvyse
n) se rovna Casti pravé strany (polynom stupné az 2n) po vynechani mocnin vyssich neZ n. U podilu se na pravé
strané nedéli polynomy obvyklym zptisobem, tj. nejvyssi mocnina Citatele nejvys$i mocninou jmenovatele, ale

nejniz§i mocnina Citatele nejniZs§i mocninou jmenovatele a skonci se u stupné n, jinak je postup déleni stejny
(napt. (z +22) : (z — 23) = 1 + = + 22 + ..., viz Priklady).

Pokud maji Taylorovy polynomy bodové aproximovat funkci f na néjaké mnoziné M, musi podle definice
bodové konvergence pro kazdé x € M platit im T}, (z) = f(z), neboli lim(T},(z) — f(x)) = 0.

Kvili struénosti se rozdil f(x) — Ty o (2) znalt Ry o 5, () (Castéji jen Ry (1)) a nazyvé se zbytek.
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VETA. Necht f md na uzavieném intervalu s koncovymi body a, - derivaci ¥adu n + 1. Pak existuji uvnitf tohoto
intervalu body c, d tak, Ze

FoH ()

a1 _ 0@
(n+1)!

n!

Ry qn(r) = (x—a) (x —d)"(z —a).

Prvni vyjadieni zbytku se nazyva Lagrangetv tvaru zbytku a je jednoduchy pro zapamatovani.
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Druhé vyjadreni se nazyva Cauchyuv tvar zbytku.
Existuji i jiné vzorce pro zbytek.

Specidlné tedy plati, Ze ma-li f derivace az do fadu n + 1 na intervalu J obsahujicim bod a, pak pro kazdé
r € J existuje ¢, leZici mezi a, = tak, Ze

f"(a)
2!

n f(n-i—l)(cx) . a)n+1 )

(x—a)®+... (r—a)" + CES]

f@) = f(a) + f/(a)(z — a) +

Pron = 0 je predchozi rovnost totozZnd s rovnosti v Lagrangeoveé vété o stiedni hodnoté (totéz plati i pri pouziti
Cauchyova tvaru zbytku — ovérte).

VETA. Necht f ma v okoli bodu a derivace az do fadu n. Potom

r—a (I — (1,)”

a T qp je jediny polynom nejvyse n-tého stupné, pro ktery uvedend rovnost plati.

Skute¢nost, ze

se Casto vyjadiuje zapisem

LN .

aslovy g je mald rddu aspori n + 1 v bodé a.

TakZe Ry, ,(z) = o(x — a)", x — a atento vyraz pro zbytek se Casto nazyvd Peantiv tvar zbytku.

Nz

Tohoto zapisu se vyuziva tehdy, neni-li tfeba znat, o jakou funkci na levé strané se jednd. To je piipad poci-
tani limit pomoci Taylorovych polynomt, kdy se jednotlivé funkce nahradi svymi Taylorovymi polynomy jistého
stupné (pfedem odhadnutého) spolu se zbytky zapsanymi pravé pomoci malého ,,0".

Ma-li se zjistit, Ze na urcitém okoli bodu a Taylorovy polynomy bodové aproximuji funkci f, je nutné dokazat,
Ze v kazdém bodé x tohoto okoli konverguji hodnoty zbytku Ry, (x) (pro rostouci n) k 0.

2 vz

ProtozZe se ve vyjadfeni zbytku vyskytuji neznama ¢isla ¢, d, je vhodné zbytky odhadnout seshora. Nésledujici
tvrzeni plyne pfimo z Lagrangeova tvaru zbytku.

VETA. Necht f mé derivace aZ do fddu n + 1 na intervalu (a — p, a + p). Pak plati pro = € (a — p,a + p):
ﬂ[n,Jrl[)nle

s ke Mup > swp [0 ))

‘R(f.,a,,rz,)(‘[” <
yE(a—p,a+p)

DUSLEDEK. Necht f mé vSechny derivace na intervalu (a — p,a + p). Je-lip < 1 a f md v8echny své derivace
na (a — p,a + p) omezené stejnym Cislem, aproximuji jeji Taylorovy polynomy v bodé a bodové funkci f na
(a —p,a+Dp).
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