Aplikace

V této Casti budou uvedena nékterd pouziti probrané latky.

Jedna se hlavné o pouZiti poznatkd o prubéhu
funkce. Ulohy spoivaji v hledani extrémii, po-
piipadé nulovych bodi funkce.

Extrémy

Zkusime metody hledani extrémi pii feSeni konkrétniho problému.

Snéehuldk

Budeme chtit postavit co nejvyssiho snéhuldka ze sné¢hové koule o poloméru 1 metr.
Miéme tedy %7‘(‘13 snéhu.
Hleddme kladna ¢isla z, y, 2 tak, aby
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a aby (vySka snéhuldka) 22 + 2y + 2z byla maximdlni.

Uloha se zjednodusi po vykréceni. Hleddme tedy kladnd &isla z, v, 2 tak, aby
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a aby = + y + z bylo maximalni.

Ze symetrie oCekdvame, Ze nejspiSe bude extrém
prox =y =z

Podivdme se na body se soufadnicemi (x,y, z) v prostoru.

LeZi na osmin& jakési kiivé koule 2 + 3 + 23 = 1 v prostoru. Na ni hledime bod leZici na roviné
T + y + x = c s nejvétsi moznou konstantou c.

Kfiva osminka kfivé koule (odpovida kladnym soufadnicim z, y a 2):



Kfiva osminka s fezem odpovidajicim roviné x + y + z = 2.

Je vidét, Ze jiz jsme blizko. Ted’ to musime spo-
citat.

Pro pevné x budeme hledat y, z takovd, aby 3> + 23 = 1 — 23 a aby y + 2 bylo maximalni. Toto maximum
(pokud existuje) oznacime m(x).

Pro y € [0, V1= 23] je z urleno jednoznatné vzoretkem $/1 — 23 — 3. Tento vzoretek uréuje z jako
konkavni funkci proménné y (druhd derivace je zdpornd).

Graf této funkce je symetricky podle osy prvniho kvadrantu, protoZe jde o ,samoinverzni" funkci.

Nynf existuje pravé jeden bod (y, z) = (/(1 — 23)/2, 3/(1 — 23)/2) na zkoumaném grafu, kde je derivace
rovna —1 (tento bod existuje podle Lagrangeovy véty). Tedy tecna v tomto bodé odpovidd maximdlni hodnoté
y+ 2. Tedy m(z) = 23/(1 — 23) /2.



Funkce m(z) je spojitd na [0, 1] a tedy funkce & + m(z) nabyvd na [0, 1] svého maxima.
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Hodnota v tomto maximu je urcena jednoznacné.

Pokud by se nabyvalo maxima v jiném bod¢ nez zg = 1/ 3, pak by v nejvyssim snéhuldkovi nebyly vSechny

3 koule stejné veliké a pro vhodnou dvojici riznych kouli by existovalo vyssi feseni (vime, Ze tloha pro dvé koule
ma extrém pro stejné koule). To by byl spor.

Tedy nejvyssi snéhuldk je sestaven ze tif stejné
velkych kouli. Dosahuje pies 4 metry.

Derivace

Pro feSeni nékterych problémi se s vyhodou pouzivd elementarni tvrzeni:

Pokud maji dvé funkce stejnou vlastni derivaci na intervalu, li$i se na tomto intervalu o konstantu.



Kdyz zname derivaci funkce f, 1ze n¢kdy uhod-
nout funkci f ,aZ na konstantu".

Zkusime si to na piikladu.
Snezi

Pred polednem zacal padat snih. Padd rovnomérné a neslehdva se. V poledne vyjel pluh s konstantnim vykonem
(rychlost x vyska sné¢hu = konstanta).
Za hodinu ujel 2 km, za dal$f hodinu jesté 1 km. V kolik hodin zacal padat snih.
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Necht’ vyjel pluh ¢g hodin pred polednem. Vyska sn¢hu v Case ¢ je rovna (ve vhodnych jednotkach) ¢ + tg.
Dréaha pluhu v Case ¢ je popsdna funkei (t), ¢ > 0.

Samoziejmé x(0) = 0, z(1) = 2, az(2) = 3.
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Rychlost je derivaci dréhy podle Easu, tedy 2/ (¢). Konstantni vykon znamena rovnost

' (t) - (t+1tg) =c
pro vhodnou konstantu c.

Vydélenim spocitdme
()= ——
t+to

coz ndm umozni uhodnout funkci 2(¢) aZ na nezndmou konstantu d ve tvaru

x(t) = clog(t + to) + d .

Madme tfi poc¢atecni podminky svazujici konstanty ¢, d a ¢g. Jde o vztahy v ¢ase t = 0, ¢ = 1 at = 2. Postupné
dostaneme

t+1
0=clog(t+tg) +d; d=—clogtg; x(t) = clog —: 0.
0




141t 2+t
2 =clog +o , 3=clog i 0.
to
Vydélime a zbavime se protivné konstanty c:
1+t

o log 0

37 1 2+t

3 log %

Dostaneme rovnici

: 2+m2_1 1+4)\°
og ; = log " .
0 0

PouZijeme exponencidlu a spo¢itdme

tedy snih zacal padat priblizné v 11:22:55.
V podstaté §lo o to prolozit body [0, 0], [1,2] a [2, 3] kiivku z(¢) = clog(at + b).

| Pluh jede logaritmicky. Hle hle hle. I

ReSeni rovnic

Pro feSeni rovnice f(z) = 0 pouZijeme s vyhodou tvrzeni, Ze spojity obraz intervalu je interval.

KdyZ funkce nabyva kladnych i zapornych hod-
not, tak existuje i nulovy bod.




Metoda puleni intervalu

Znama anekdota popisuje zpUsob, jak chytit lva na Sahare.

Rozdé€lime Saharu na dvé poloviny. Alespon v jedné poloviné bude LEV. Tu opét rozdélime na poloviny a

postup opakujeme.

A7z dosahneme oblasti mensi nez klec, dame tam
klec a LEV (pokud se do klece vejde) je v kleci.

Na stejném principu funguje metoda pileni inter-
vald.

Metoda. Je-li f spojitd na intervalu Iy = [0, 1] a m4 v krajnich budech opacnéd znaménka, rozpilime interval
17 na dvé poloviny a oznaCime I tu, na které maji koncové body opacnd znaménka (pokud by v pulicim bodé
hodnota nulovd, jsme hotovi). Prinik intervald 7,, je jednobodovy podle Cantorovy véty a funkéni hodnota v tomto

bodé¢ je rovna nule.
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Newtonova metoda numerického reseni rovnic

1

Newtonova metoda je jednoduchy postup pro pfiblizny vypocet feSeni rovnice f(x) = 0 na intervalu .J pro

funkci f, kterd ma derivaci vSude v J.



Budeme fesit rovnici chytrym aproximovanim
feSeni.

Metoda tecen:
Zvoli se néjaky bod x1 € J a v bodé (x1, f(x1)) se sestroji te¢na ke grafu funkce f.
Tato tecna protne osu x v bod¢, ktery se oznaci x2 a postup se opakuje pro tento novy bod.

x3x2 X]

Pomoci rovnice te¢ny Ize postupné body x2, 3, ... spocitat a dostane se rekurentni vzorec
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Vidéli jsme situaci, kdy posloupnost {z, } konverguje k nulovému bodu funkce.

Mohou ovSem nastat piipady, Ze posloupnost {z;, } nekonverguje nebo konverguje k nevhodnému bodu.
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Existuji podminky, za kterych body z, (pfi vhodné nebo dokonce libovolné volbé x1) konverguji k feSeni
rovnice f(x) = 0 na intervalu .J, samoziejmé, pokud na .J takové feSen{ existuje.

Napf., pokud f” a f” na J existuji a ob& jsou nenulové nebo plati jedna z nasledujicich dvou podminek (d je
délka intervalu J):
(@) f(x)

L@i) g

(@)

d- f"(z)
2/(x) <1,

Jsou to podminky, které zajiSt'uji konvergenci
posloupnosti vytvorené metodou tecen.




To jsem sam nevédel.

To se nebudu udit.

Poznamky 1 Piiklady 1 Otazky 1 Cviceni 1 Uceni 1

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Uvedena metoda patii do pribliznych metod, protoZe obecné nevede po konecném poctu kroki k feSent, jen feSeni
miZe aproximovat s libovolnou presnosti.
Pfibliznych metod je hodné€ a mnoho dalSich pouziva derivace. Newtonova metoda je nejjednodussi. D4 se pouZzit
1 pro hleddni feSeni v komplexnich ¢islech. S tim tizce souvisi ony krdsné fraktdlni mnoZiny.

Newtonova metoda konverguje dosti rychle. Pfi vhodné volbé prvniho ¢lenu se pocet presnych desetinnych mist
po kazdém kroku zhruba zdvojnasobuje. Vice se dozvite v numerické matematice.

Konec poznamek 1.

PRIKLADY

Priklady 1:
Funkce 22 — 2 ma samoziejmé jeden kofen v/2, ktery je iraciondlnim &islem. PoloZte 1 = 1 a sestrojte piislusny
rekurentni vzorec pro Newtonovu metodu.

Vypoététe o a x3 a uvédomte si jak rychle se zmensuje rozdil mezi témito Eleny posloupnosti a v/2.
Zopakujte pedchozi piiklad pro funkci 23 + 4.
Pro funkci 22 (22 — 1) sestrojte piisluiné fraktilni mnoZiny: bod a € R bude &erveny nebo modry nebo zeleny

podle toho, zda pfi volbé x1 = a bude Newtonova metoda konvergovat ke kofeni —1, resp. 0, resp. 1. R se rozlozi
na barevné intervaly.
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HA. To jsou véci.

V roviné to muize vypadat takto:

Konec piiklada 1.

OTAZKY

Otazky 1:
Ukazte, 7e piislusnd posloupnost v Newtonové metodé konverguje k feSeni rovnice f(z) = 0 na uzavieném
intervalu [a, b] pfi souc¢asném splnéni tff ndsledujicich predpokladi:

f mé na (a, b) druhou derivaci;



f"a f"” neméni na (a, b) znaménko;

fla)- f(b) <O.

Jako prvni bod x1 se zvoli bod, v némz ma f
stejné znaménko jako ma f.

Konec otazek 1.

CVICENI

Cviceni 1:

V této ¢4sti budeme fesit obtizné pékné dlohy.

| Kdo neumi derivovat, je ztracen. I

| Kdo umf jenom derivovat, je ztracen. I

Cesta lesem

Zkusime se co nejrychleji dostat do pernikové chaloupky. Lesem jdeme dvakrat pomaleji neZ podél lesa.
Kdy mame zabocit do lesa?
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Kdybychom zabocili v bodé B, ktery je nejblize chaloupce, nebyla by nase cesta nejrychlejsi. Oznacime x
vzdalenost mista vstupu do lesa X k bodu B. Necht AB = 10 km, BC' = 1 km.

Pak hleddme extrémy funkce

10 — 2+ 2v/1 + a2
na intervalu [0, 10].
S pomocf derivace

x
2
V1 + a2

zjistime, Ze se extrému nabyva vz = 1/1/3.

Tedy musime zahnout pod tihlem 60 stuprit. I

Vyftesili 4 z 10. I

11



Jak udélat bykovi vybéh

Budeme chtit na pozemku oplotit vybéh pro divokého byka co nejlevnéji. Chceme pouzit 100 metrt plotu

a udélat co nejvetsi vybeh.

Nabizi se udélat v rohu pozemku vybéh ve tvaru trojihelniku nebo obdélniku. Dal$i moZnost je podél jedné
strany pozemku ve tvaru obdélniku.

Chceme mit rovné strany plotu, nepiipoustime
(optimalni) ,,¢tvrtkruh” v rohu.

Obdélnik podél jedné strany pozemku vede na extrém xy pro strany x, y splilujici « + 2y = 100.

Regenim je obdéInik se stranami 25 a 50 metri. Vybéh by byl 1250 m2.

Trojuhelnik v rohu vede na extrém xy /2 pro strany x, y spliujici z? 4+ % = 1002

Regenim je rovnoramenny trojithelnik se odvé&snami 50v/2 metrd. Vybéh by byl 2500 m?.

Obdélnik v rohu vede na extrém xy pro strany x, y spliujici x + y = 100.

Resenim je &tverec se stranami 50 metrd. Vyb&h by byl 2500 m?.

Pokud by sousedé nedovolili byka u hranice pozemku, hledali bychom vybéh tvaru obdélnika uprostfed

pozemku. Extrémem xy pro strany x, y spliiujici 2x 4 2y = 100 by byl ¢tverec se stranami 25 metr(, vybéh
by byl 625 m?.

Pokud chceme dva vybéhy pro dva byky uprostied pozemku, hledime extrém 2xy s podminkou 4x + 3y =
100, coz vede na extrém x = 25/2 ay = 50/3 (zde x a y jsou rozméry jednoho vybéhu).
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Pokud chceme dva vybéhy pro tii byky uprostfed pozemku, hleddme extrém 3zy s podminkou 6z + 4y =
100, coz vede na extrém x = 25/2 a y = 25/3 (zde x a y jsou rozméry jednoho vybéhu).

| Vyfesilo 6 z 10. I

Krabicka

Chceme ze ¢tvercového papiru odstiihnout rohy tak, aby §la slozit krabi¢ka bez vika s co nejvétsim obje-
mem.

Pro Ctvercovy papir o strané 30 cm jsou rozmeéry odstfihnutych ctvereckd rovny 5 cm.

Lod’

Chceme z kandlu o Sifce A zahnout do kolmého kandlu o Sifce B. Jak dlouhou muZeme mit lod’?
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Extrém funkce
B A

sing  cosy

nastane pro thel ¢ (odchylka od sméru kandlu o Siice B) pro

3/ B
(p = arctan =
A

Nejvétsi délka je rovna

3
(A§+B§)2 .

To koukam. I

UCENI

Konec cviceni 1.

Uceni 1:

Na zacatku semestru zacala predndska déavat in-
formace rovnomérné rostoucim tempem, prvni
tyden 1xA4/tyden, tfindcty tyden 13xA4 za ty-
den. V poloviné semestru jsem se zacal ucit. Ja-
kou (jak rostouci?) rychlost mam nasadit, abych
na konci semestru umél v§echno?
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Dobra rada draha. Ma4s ji mit: UZ je pozdé.

Konec uceni 1.
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