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RADY CISEL
511

1. limita posloupnosti (operace zaloZena na vzdélenosti bodii)
2. supremum nebo infimum posloupnosti (operace zaloZzena na usporadani boda).

Z. hlavnich struktur redlnych Cisel zbyva pouzit aritmetické operace. V nasledujici
Casti bude probran soucet posloupnosti.
LEKCE10-RAD

Soucin posloupnosti se nepouziva Casto a jeho teorii Ize vyvodit z teorie o souctu. Fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy

DEFINICE. Je-li {a,} posloupnost redlnych ¢isel, znaci symbol > a, jeji soucet, tj.  aitmetika
n=1

fada kladnych Cisel
1. . v v h v, o0 1 srovna:ml: .
o o o srovnani-exv
imitu dstecnych souct lim (@ + -+ ap). srovn ek

Cauchy-limitn{
o0 . o o . d’Alembert—k.rit'
Symbol ) a, se standardné uziva v obecnéjsim smyslu pro posloupnost {a, }, kterd = & Alembertlimitn
apl.na posloupnosti
. V/n=1 . .. o . . o . o . . " v . kondenza&n{ krit.
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v s v 7 v, O v v s . €10Nn1Z2- .
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neabsolutni konv.
fada funkci
5 1 1 Taylorova rada
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511

VETA. Rada > a, konverguje pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje k € N tak, Ze pro

=
vSechnan > m > k je
@ 4+ a1+ -+ a, <e.

VETA. Nasledujici rovnosti plati, pokud maji smysl pravé strany:

Zan—i—b Zan+2bn,
Zk-an — k-Zan.

511
511

VETA. Jestlize > a, konverguje, pak lim a,, = 0.
n=1

511




Konvergence rad s kladnymi (¢i zapornymi) ¢leny
511

%

VETA. Jestlize viadé )  a, neméni jeji ¢leny od urcitého indexu znaménko, fada vzdy
n=1

konverguje k vlastnimu nebo k nevlastnimu Cislu.

LEKCE10-RAD
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Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
2 3 apl.na posloupnosti
kondenzacnf krit.
v v p o o oz 0, 2 0 , o o e . o fada s obecnymi Cleny
Pro fady z predchoziho tvrzeni zbyva najit kritéria, ktera umozni zjistit, zda fada kon- ~ Lebniziiit. =
irichet-Abel-krit.

verguje k vlastnimu nebo k nevlastnimu ¢islu. absolutni kony.
A . / W v 7 . A / 7/ . 7/ . v b 1 /k .
Je zrejmé, ze se staCi omezit na fady s nezdpornymi nebo kladnymi Cleny. fada funket
Taylorova rada
\ exXp
VETA. (Srovnavaci kritérium) Necht' 0 < a,, < b,, pro skoro vSechnan € N. Tog.
bin
o0 0. Pozna
1. Jestlize ) b, konverguje, tak i »  a, konverguje. Prkiady
n=1 n=1 123456789
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2. Jestlize > a, diverguje, tak i > b, diverguje. cvicent
n=1 n=1 Uceni
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DUSLEDEK. Necht a, > 0,b, > 0 pro vSechnan € N.
1. Jesthze existuji kladna Cisla k, K tak, ze kbn < a, < Kb, pro skoro vSechnan € N,

pak Z a, konverguje prave kdyz rada Z b, konverguje.
n=1 n=1

2. Jestlize existuje kladna vlastni limita lim 7 - t, pak Z a, konverguje prave kdyz rada

> b, konverguje.
n=1

Tvrzeni 2 se nazyva limitni tvar tvrzeni 1 a snadno z ného vyplyva.
Tvrzeni 1 je vSak obecnéjsi, protoZe se miiZe stit, Ze jeho podminky jsou splnény, ale
lim(a, /b,) neexistuje.

Podobné je tomu v nasledujicich kritériich.
Limitni tvary budou uvadény bez dlikazi, nebot’ jsou obdobné predchozimu ditkazu.

Priklady 2a

VETA. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht a,, > 0 pro skoro vechnan € N.

(a) Je-li /a,, < q pro n&jaké g < 1 a skoro vSechna n , pak fada » _ a,, konverguje.
n=1

(b) Je-li {/a,, > 1 pro skoro vSechna n, pak fada > _ a,, diverguje.
n=1
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DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht' a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

(a) Je-li lim {/a, < 1, pak fada )  a, konverguje.
n=1

(b) Je-li lim {/a,, > 1, pak fada )  a,, diverguje.
n=1

1 1 1 1
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Priklady 2b




VETA. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

(©.9)
(a) Je-li ag—zl < g pro n¢jaké g < 1 a skoro vSechna n, pak fada »  a, konverguje.

n—1

(b) Je-li % > 1 pro skoro vSechna n, pak fada ) a, diverguje.
! n=1

DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht a, > 0 pro viechna n € N.

(a) Je-li lim =2t < 1, pak fada ) a, konverguje.

m=ll

(b) Je-li lim == > 1, pak fada } a, diverguje.

m=ll

Priklady 2c
511

DUSLEDEK.

(a) Jestlize pro posloupnost {a,} plati /a, < g pro skoro vSechna n a n&jaké ¢ < 1,
pak lim a,, = 0 (specidlné to plati, jestlize lim /a,, < 1).

(b) JestliZe pro posloupnost {a, } plati a’;—:l < ¢ pro skoro vSechna n a n¢jaké g < 1, pak
lim a,, = 0 (specidlné€ to plati, jestlize lim ==+ < 1).




Priklady 2d
Nasledujici jednoduché kritérium se pouziva pro nékteré dulezité fady, pro které nelze
pouZzit podilové nebo odmocninové kritérium.

VETA. (Kondenzaéni kritérium) Necht' {a,} je monoténni.

+00 +00
Pak fada ) _ a, konverguje pravé kdyz konverguje fada > 2"agn.
n=1 n=0

Pozndmky 2 Priklady 2 Otazky 2 2




Konvergence rad s proménnymi znaménky

Nejjednodussi pripad je ten, kde se znaménka meni pravidelné po kazdé zméné in-
dexu.

+00
= (. Pak fada ) (—1)"a,, konver-
n=>0

VETA. (Leibniz) Necht {a,} je monoténni a lim a,,

guje.
o« fada se stfidavymi znaménky
(]
O [J
[ Q. 'y S, o o
(] O °
)
casteCné soucty o
. liché
° o . .
o ® 0o ® o @0 0o
(0) © ° °
Priklady 3a

Jedina jednodussi kritéria pro obecnéjsi pripad jsou Dirichletovo kritérium a Abelovo
kritérium.
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VETA. Necht' {a,}, {b,} jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Rada > a,b, konver-
n=1
guje, jestlize {a,} je monoténni a bud’

(a) lima,, = 0, {b,} ma omezené Castecné soucty (Dirichlet)
nebo

(b) {a,} je omezend a fada > b, konverguje (Abel),
n=1

Poznamky 3 Piiklady 3 Otazky 3 3




Absolutni konvergence

o +00
DEFINICE. Rikdme, Ze fada ) a, konverguje absolutné, jestliZe konverguje fada
n=1

400

2 |an|

n=1
+00 400 400

Jestlize fada ) | a,, konverguje, ale ) |a,| = +o0, fikdme, Ze fada ) | a, konverguje

n=1 n=1 n=1

neabsolutné.

Priklady 4

VETA. Absolutn€ konvergentni fada konverguje. Navic konverguje ke stejnému Cislu i
po libovolném prerovnani.

400
ProtoZe fada ) |a,| je fada s neménicimi se znaménky, pro absolutni konvergenci

n=1
+00
fady ) a, plati vSechna kritéria uvedend v ¢asti o fadach s neménicimi znaménky, jen
=l
je nutné misto a,, psat |a,|.

400
Tedy napt., jestlize existuje ¢ < 1 tak, Ze {/|a,| < ¢, pak fada > a, konverguje
n=1

absolutne.
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Jestlize fada konverguje 1 po libovolném prerovnéni (neni nutné pozadovat, zZe ke stej-
nému Cislu), pak rfada konverguje absolutné.

511
o +00
VETA. Necht fada ) a, konverguje neabsolutné.
n=1
400
Pak pro kazdé p € R* existuje prosté zobrazeni ¢ mnoZiny N na N takové, Ze ) a,(,) =

n=1
p a existuje takové ¢, Ze prerovnand fada osciluje.

Otizky 4 44




RADY FUNKCI

Pted definici obecné mocniny byla definovdna bodova konvergence posloupnosti funkci

a podobné lze definovat soucet rady funkci:

DEFINICE. Rikdme, Ze fada funkci > fn konverguje (bodové) na mnozZing A C Rk
funkci f, jestlize pro kazdé x € A konverguje fada Cisel » _ f,,(x) k Cislu f(z) (symbol

an:f)

Specidlnim pfipadem fady funkci jsou tzv. mocninné fady (funkce f,, je nasobek n-té
mocniny, tj. f,,(x) = a,x").

Teorie téchto fad bude probirdna pozdéji, ale je vhodné se nyni zabyvat nejdilezitéjSim
specidlnim pripadem mocninnych tad, a to jsou Taylorovy tady.

DEFINICE. Taylorova fada funkce f v bodé a je fada funkci (mocnin)

o ¢(n)(g

Taylorovy polynomy funkce e~ v bodé 0 jsou nulové a tedy konverguji k O na R
(viz Priklady 7 v kapitole o pouziti derivaci); tato limita nema s pivodni funkci vlastné
nic spole¢ného.

511

VETA. Taylorova fada funkce f konverguje k f v bod& = pravé kdyz hm R,(z) = 0,
kde R, (x) je pfislusny n-ty zbytek Taylorova polynomu funkce f v bode a.
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Taylorovy polynomy nasledujicich funkci spolu s urCenim prisluSného zbytku byly
probrany v Prikladech 7 v kapitole o pouziti derivaci.

Nejdfive je vzdy uveden rozklad funkce na jeji Taylortiv polynom a zbytek a potom je
uvedeno tvrzeni, pro které body zbytek konverguje k 0 a tedy pro které body Taylorova
fada konverguje k dané funkci.

Taylorovy fady budou sestrojovany v bode¢ 0, takze slova ,,v bodé€ a" budou vynechéana.

Exponencialni funkce

2 n+1 n k n+1

X @
G R UL A A A

2! n! (n +1)! k! (n+1)!

k=0
pro néjaké ¢ mezi 0 a x.

VETA. Taylorova fada funkce e* konverguje k e” na R a tedy

i; ot x eR.

Poznamky 5
Goniometrické funkce
$3 $2n—1 (_1)nx2n+1
o _1\(n—1)
sinx = x 3] + - (—1) 2n 1) + 2n+ 1] cos ¢

pro n€¢jaké c mezi 0 a z.
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12 .73'2” x2n+2

. 1\ _q\nt+1l_z
cosx =1 o T (—1) + (—1) (2n+2)!cosc

pro néjaké ¢ mezi 0 a x.

VETA. Taylorovy fady funkei sin z, cos = konverguji na R k témto funkcim a tedy

= (_1)"’_1‘7)2];l =sinx, z€R
— (2k — 1)! '
o0 2k
Z(—l)]"' (ik)' —cosx, z€ER.
k=0 -
Poznamky 6
Logaritmicka funkce
2 3 n L
o 1z (=1)"z
gx+1)==x 5>t 3 (—1) n ' (n+ 1)1+t

. [Ek (_Unajn—i—l 5 nx( _ C)n
_ Z i =t S <p0pr. (—1) W)

pro néjaké ¢ mezi O ax,kdex > —1.
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VETA. Taylorova fada funkce lg(x + 1) konverguje k lg(x + 1) na
- "
Z(—l)k - = lg(x+1), ze(—1,1]
k=0

Binomicky rozvoj

(1+z)P =
1+ pz+ @xz NI p(]?—l)"&(!]?—n-l-l)xn 4 Rn(x) _
> (D)af +pp—1)...(p — n)(1 + cp 1=
k=0
prox > —1, cmezi 0 a x (kde (2) = p(p—l)--];;(!p—k—l—l)).

VETA. Taylorova fada funkce (1 4 z)?, kde p € R, konverguje k (1 +

(—1,1) a tedy
Z " =(1+z)p, z€(=1,1).
k=0
Specidlné prop =1/2ap = —1/2:
2k—3)
A 1)k 1 k

(—1,1] a tedy

x)P na intervalu
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Poznamky 7 Ptiklady 7
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