Rady

RADY CISEL

Zatim byly probrany dva druhy operaci s po-
sloupnostmi:

1. limita posloupnosti (operace zaloZend na vzdalenosti bodit)

2. supremum nebo infimum posloupnosti (operace zalozend na usporadani bodu).

s w2

Z hlavnich struktur redlnych C¢isel zbyva pouZit aritmetické operace. V ndsledujici ¢asti bude probran soucet
posloupnosti.

Budeme scitat vSechny ¢leny posloupnosti!

Soucin posloupnosti se nepouziva casto a jeho teorii Ize vyvodit z teorie o souctu.

o0
DEFINICE. Je-li {a,} posloupnost redlnych Cisel, zna¢i symbol > ay, jeji soucet, tj. limitu ¢asteCnych souctt
n=1
lim (a1 + -+ an).
n—oo
[ee)
Symbol > ay se standardné uzivd v obecné&j§im smyslu pro posloupnost {a, }, kterd se ma seéist, a to i v
n=1
piipad¢, kdy jeji soucet nezname nebo soucet neexistuje. Piislusnd posloupnost ¢dsteCnych soucta se Casto znaci

{sn}, .8 =a1+ a2+ -+ aypron € N.

Soucet fady je definovdn jedinym moZnym ro-
zumnym zptsobem.




[e.°]
Rikdme, Ze fada Y an

n=1

z M2

konverguje, je-1i jeji soucet redlné ¢islo
diverguje, jestliZe jeji soucet neexistuje (pak fada osciluje), nebo
diverguje, jestliZe je jeji soucet nevlastni (pak téZ fikdme, Ze fada konverguje k +oco nebo —o0).

Pozndmky 1 Ptiklady 1 Otazky 1 Cviceni 1

ProtoZe soucet fady je limitou specidlni posloup-
nosti, vyplynou nékteré ndsledujici vlastnosti
souctl fad z vét o limitdch posloupnosti.

o
VETA. Rada > ay konverguje pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje k € N tak, Ze pro vSechnan > m > k je

n=1

|am + Am+1 + -+ an| <e.

Dukaz. Tvrzeni je pfepisem Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro konvergenci posloupnosti ¢dstecnych soucti
{sn}. o

VETA. Nasledujici rovnosti plati, pokud maji smysl pravé strany:

Z<(1n + bn) = Z an + Z by,
Z(A’:-a,,) /f-Z(z,I,.

Dukaz. Tvrzeni plyne ihned z vét o limité souctu a ndsobku posloupnosti. O

Pro nasoben{ a déleni nekonecnych fad neexis-
tuje jednoduchy vzorec.




Nasledujici tvrzeni uddva velmi dilezitou nut-

nou podminku pro konvergenci (pozor, neni to
ekvivalence!):

. 00
VETA. Jestlize > ay, konverguje, pak lima,, = 0.
n=1

Diukaz. ProtoZe a,, = Sy, — Sp—1 pron > 1, je lima,, = lim s, — lim s,,—1 = 0, nebot’ limita &dsteénych souctd
lim s, = lim s,,_1 je vlastni. O

Tvrzeni se vétSinou pouzivd v obrdceném znéni,

[e.e]

tj., jestlize nenf lima,, = 0, pak Y a, nekon-
n=1

verguje.

J6, tohle jsem mockrat popletl .. .

Konvergence rad s kladnymi (¢i zapornymi) cleny

V mnoha piipadech se scitaji posloupnosti klad-
nych ¢isel. V takovém piipadé (a v pripadé tro-

~oevs

chu obecnéj$im) je situace znacné jednodussi:

o0

VETA. Jestlize viadé >  ay neméni jeji ¢leny od urcitého indexu znaménko, fada vzdy konverguje k vlastnimu
n=1

nebo k nevlastnimu &islu.



Dukaz. Uvedend vlastnost posloupnosti znamend, Ze posloupnost ¢astecnych soucti je od uréitého ¢lenu mono-
ténni a tedy md vlastni nebo nevlastni limitu. <&

Jde o konecnost plochy pod grafem po ¢dstech
konstantni funkce na nasledujicim obrazku

Pro fady z pfedchoziho tvrzeni zbyva najit kritéria, kterd umozni zjistit, zda fada konverguje k vlastnimu nebo
k nevlastnimu ¢islu.

Je zfejmé, Ze se staci omezit na fady s nezdpornymi nebo kladnymi ¢leny.

Budeme hledat kouzelnd pravidla pro konecnost
souctu.

VETA. (Srovnavaci kritérium) Necht' 0 < a,, < by, pro skoro vSechna n € N.

1. Jestlize > by konverguje, taki > a,, konverguje.
n=1 n=1

2. Jestlize > ay diverguje, taki > by, diverguje.

n=1 n=1

Diikaz. Protoze zména kone¢né mnoha ¢lent fady neovlivni konvergenci, 1ze predpokladat, ze 0 < a,, < by, pro
vSechnan € N.

Jsou-li {sy}, {tn} posloupnosti ¢dste¢nych souctd posloupnosti {ay, }, resp. {by}, pak s, < ¢y pro viechna
n € Natedy lim s, <limt,.Z véty o zachovavani usporddani limitami plynou ihned obé tvrzeni. &

DUSLEDEK. Necht a,, > 0,b, > 0 pro viechna n € N.



o0
1. Jestlize existuji kladnd Cisla k, K tak, Zze kb, < ay, < Kby, pro skoro v§echnan € N, pak > a;, konverguje
n=1

o
pravé kdyz fada ) by, konverguje.
n=1

o0 o0
2. Jestlize existuje kladnd vlastni limita lim 3™, pak ) ay, konverguje pravé kdyz fada ) by, konverguje.
- n
n=1 n=1

Dukaz. Tvrzeni 1 vyplyva ze srovndvaciho kritéria a z jednoduchého faktu, Ze pro kladné &islo p konverguje fada
[e.°]

oo
> xy, pravé kdyZ konverguje fada > pxy,.

n=1 n=1
Jestlize v tvrzeni 2 je lim(ay, /by ) = r > 0, pak pro skoro vSechna n je
(r/2) by, < an < (2r) by, a jsou splnény podminky tvrzeni 1. <&

Tvrzeni 2 se nazyva limitni tvar tvrzeni 1 a snadno z ného vyplyva.

Tvrzeni 1 je vSak obecn&jsi, protoZe se miZe stdt, Ze jeho podminky jsou splnény, ale lim(ay, /by, ) neexistuje.

Podobné je tomu v nasledujicich kritériich.

Limitn{ tvary budou uvadény bez diikazi, nebot’ jsou obdobné predchozimu diikazu.
Priklady 2a
VETA. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro v§echnan € N.

00
(a) Je-li Ya, < qpron&jaké q < 1 a skoro vSechna n , pak fada an, konverguje.
p )
n=1

o0
(b) Je-li ¥/a, > 1 pro skoro vSechna n, pak fada ay diverguje.
p p gu]
n=1

s w2z

Dikaz. Prvni ¢dst tvrzeni vyplyva ze srovndvaciho kritéria srovndnim s geometrickou fadou {¢"}, kterd konver-
guje pravé pro |g| < 1. Podminka druhé ¢sti znamend, Ze nemize byt lim a,, = 0. <&

DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

o0
a) Je-li lim a, < 1, pak rada an, konverguje.
p guj
n=1

o0
(b) Je-li lim @/ay, > 1, pakfada > ay diverguje.

n=1



Jde o to, kdy je rada ,mensi" nez geometricka.
V téch pripadech ,funguje" odmocninové krité-
rium.

Yoon

Mysli se to doopravdy. Pokud fada neni ,,mens{
nez geometrickd, nemlZe odmocninové krité-
rium fungovat.

Ustupuji hrubému nésili.

Nasledujici obrazek ukazuje, jak pékné konver-
guje geometrickd rada.

1 1 1 1
PR

I
W



Takhle konverguje kazdd geometricka rada.

Piiklady 2b

VETA. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

o0
N - a N 2 . v v .
(a) Je-li ’(::l < ¢ pro néjaké g < 1 a skoro vSechna n, pak fada > a,, konverguje.
n=1

. Q P v v . .
(b) Je-li Z—f]] > 1 pro skoro viechna n, pak fada > a,, diverguje.
n=1

Diikaz. Lze predpoklddat, Ze podminky tvrzeni plati pro v§echna n € N. Pak z podminky v prvnim tvrzeni vyplyva
nerovnost a, 41 < ¢™ay pro viechna n a tvrzeni vyplyvd ze srovnani s geometrickou fadou {¢" }, kterd konverguje
préavé pro |g| < 1. Podminka druhé &sti znamend, Ze nemize byt lim a,, = 0. <&

DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht’ a,, > 0 pro vSechnan € N.

. 7. a ~ v .
(a) Je-li lim Z;—yf‘ < 1, paktada > a, konverguje.
n=1

(b) Je-li lim “2*L > 1 pak fada 3 a, diverguje.

n=1

an

Zase opakuji. Pokud fada neni ,mensi" nez geo-
metrickd, nemtze podilové kritérium fungovat.

MiZe nemuze, tak teda nemuze. Jsem tvarny ob-

jekt.




Ptiklady 2c

Predchozi véty maji nasledujici jednoduchy ale
dalezity dasledek pro limity posloupnosti:

DUSLEDEK.

(a) Jestlize pro posloupnost {ay } plati /a, < g pro skoro vSechna n a néjaké g < 1, pak lim a,, = 0 (specidlné
to plati, jestlize lim /a, < 1).
In+1

(b) Jestlize pro posloupnost {ay } plati (”—” < ¢ pro skoro vSechna n a néjaké g < 1, pak lim a,, = 0 (specidlné

at? iact]iYe 15 dn+1
to plati, jestlize lim an <D.

Ptiklady 2d
Nasledujici jednoduché kritérium se pouziva pro nékteré dilezité rady, pro které nelze pouZzit podilové nebo
odmocninové kritérium.

Pro vétsinu téchto fad lze vyhodnéji pouzit tzv.
integralni kritérium, které vSak v tuto chvili ne-
mize byt k dispozici.

VETA. (Kondenzaéni kritérium) Necht {ay} je monoténni.

00 00
Pak fada > ay konverguje pravé kdyz konverguje fada > 2"aon.
n=1 n=0

Diikaz. Necht’ ay, > a,4+1 > 0 pro vechna n. Porovndvaji se fady

ar + (ag+a3) + (ag+---+a7) + (ag+---+ay5) +---
ar + (ax4a2) + (aa+---+as) + (ag+---+ag) +--

a je zfejmé, Ze prvni fada ma vSechny soucty v zavorkach nejvyse rovny piislusnym souétim druhé rady.

Pro opacnou nerovnost se porovnaji fady

ap + (a2+a3) + (as+---+a7) + (ag+---+ay5) +---
az + (ag+ag) + (ag+---+ag) + (a6+--+a) +--,

+o0
kde druhd fada vznikne z > 2™agn vynechdnim prvniho ¢lenu a vydélenim fady dvéma. Je opét zfejmé, Ze druhd
n=0
. PR " . . oy ey o . . g p
fada m4 vSechny soucty v zdvorkdch nejvyse rovny piislusSnym souctiim prvni fady. Ze srovndvaciho kritéria nyn{

plyne dokazované tvrzeni. <




Kritérium asi vymyslel pan Harmon na harmo-

nickou fadu.

Poznamky 2 Priklady 2 Otazky 2 Cviceni 2

Konvergence rad s proménnymi znaménky

Jestlize se méni v radé znaménka, byva t€zsi roz-
hodnout o konvergenci.

Nejjednodussi piipad je ten, kde se znaménka méni pravidelné po kazdé zméné indexu.

Ale ani v tomto ptipadé to nemusi byt jednodu-
ché, kromé nésledujici situace:

. - +oo
VETA. (Leibniz) Necht’ {a,} je monoténni a lim a,, = 0. Pak fada 3 (—1)"a,, konverguje.
n=0

Dikaz. Necht a,, > an41 > 0 pro viechna n. Podposloupnosti ¢astecnych souétl {soy, }, {s2,—1} jsou mono-
tonni (prvni je neklesajici a druhd nerostouci) a maji tedy limity s, resp. t. Pak s — t = lim(sg, — Sop—1) =
lim ag, = 0. <&

o fada se stiidavymi znaménky

¢astecné soucty L
o liché

© o000 0




Pfiklady 3a

VVVVVV

| Jde o jakasi soucinova kritéria. I

VETA. Necht {ap},{bn} jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Rada > aynby, konverguje, jestlize {a,} je
n=1
monoténni a bud’

(a) lim a,, = 0, {by, } md omezené Castecné soulty (Dirichlet)

nebo

oo
(b) {ay} je omezend atada > by, konverguje (Abel),
n=1

Kdo zapomene na monotonii, bude za Saska I

Dikaz. K diikazu se pouZije Bolzanova—Cauchyova podminka, tj., je nutné odhadnout |anby, + - - - + ambp,|. Lze
predpokladat, Ze {ay} je nerostouci. Cdste¢né soudty posloupnosti {by,,} budou oznaleny t,,. Necht' n je pevné
zvoleno am > n je libovolné. Pro k > n se oznali t), = tj, — ty—1 (= by + -+ + bg), ¢, = 0. Lze pst

anby + -+ amby, = an<tn - tn—l) + an+1(tn+1 - tn+2) + -+ am(tm - tm—l)
= —aptp—1+ (an - an+1)tn +- 4+ (amfl - am)tmfl + amtm -

Je-li posloupnost {|¢y|} omezend &islem K, leZi posledni vyraz v intervalu [—2a, K, 2a, K] (nebot’ rozdily v

zavorkdch jsou nezdporné), takze se blizi k O s rostoucim n, jestlize lim a,, = 0.

Misto ¢; 1ze vSude v uvedenych rovnostech psit t/. V pfipadé (b) je nyni posloupnost {|a, |} omezend n&jakym
[ee]
¢islem K a &isla ¢ jsou libovolné mald s rostoucim n, protoZe fada Y by, konverguje. Proto leZi opét posledni

n=1
vyraz v libovolné malém okoli 0. <&

10



Pouziva se d’abelsky trik, kterému se fikd Abe-
lova parcidlni sumace.

Mohu mit jednoduchy dotaz: Ta véta plati? I

Absolutni konvergence

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3 Cviceni 3

9% too 10
DEFINICE. Rikdme, 7e fada ) a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada »_ |ap|.
n=1

n=1
+00 +00 +00
Jestlize fada ) ay, konverguje, ale Y |ay| = 400, fikdme, Ze fada >, a,, konverguje neabsolutné.
n=1 n=1 n=1

| Co znamend nekonverguje neabsolutné? I

Priklady 4

Jak ndzev napovidd, absolutni konvergence by
méla znamenat vice nez jen konvergence. To po-
tvrzuje tvrzeni:

11



VETA. Absolutné konvergentni fada konverguje. Navic konverguje ke stejnému &islu i po libovolném pierovnani.

+oo
Diikaz. ProtoZe pro kazdé n je 0 < ap, + |an| < 2|ay|, plyne z konvergence fady > |ay| konvergence fady

=1
+o00o +00 "
> (an + |an]) a (odeétenim) i konvergence fady > an.
n=1 n=1

Necht’ ¢ je néjaka permutace mnoZiny N.

Budeme prerovndvat.

+00
Pro libovolné ¢ > 0 existuje ng takové, Ze > |an| < €.
n=n(

Dile existuje n1 > ng takové, Ze je-li 1 < n < ng, existuje 1 < i < ny s vlastnosti ¢(i) = n.

Potom je pro kazdé k > nq

400 k 400
Y an = Y as| < X lanl <<
n=1

n=1 n=nq
+oo +oo
coz implikuje rovnost >~ an = > ag(y).- <&
n=1 n=1
+o0 too
Protoze fada Y |ay| je fada s neménicimi se znaménky, pro absolutni konvergenci fady Y ay, plati v§echna
n=1 n=1

kritéria uvedend v ¢dsti o faddch s nem&nicimi znaménky, jen je nutné misto ay, psét |ay|.

+oo
Tedy napt., jestlize existuje ¢ < 1 tak, Ze V/|an| < ¢, pak fada > ay konverguje absolutné.
n=1

Jde o mySlenku, znéni véty se pak vynoii samo.

12



Druhd cast v predchozim tvrzeni charakterizuje
absolutni konvergenci:

Jestlize fada konverguje i po libovolném prerovnani (neni nutné pozadovat, Ze ke stejnému ¢islu), pak fada
konverguje absolutné.

Plati totiz ndsledujici tvrzeni, jehoz dikaz bude
jen naznacen pro specidlni fadu (obecné podrob-
nosti jsou v Otdzkach).

. too
VETA. Necht fada ) a, konverguje neabsolutné.
n=1
+00
Pak pro kazdé p € R* existuje prosté zobrazeni ¢ mnoZiny N na N takové, Ze }_ a(,) = p a existuje takové
n=1
©, Ze prerovnana fada osciluje.

KdyZ konverguje neabsolutné, tak kladna c¢ast ma
nekonec¢ny soucet, zdpornd také, ale dohromady
se tyto soucty ,skoro rusi". Tak jde brat néjakou
dobu jenom kladné Cleny, pak jenom zaporné, a
tak dale az z té rady udélame pokorného sluzeb-
nicka.

Diikaz. Dikaz bude proveden pro fadu Z (Gal i 1

n=1

Z divergence harmonické fady vyplyvd, Ze obé fady Z 57 @ Z 2 — konverguji k +-oo.

n=1

13



| Ted’ si zaCneme s tou fadou hrat: I

Necht’ p € R. Existuje nejmens{ index k; takovy, Ze soucet Zfil 1/(2n — 1) > p anejmensi index ko tak, Ze
Sy 1/(2n—1) = S, 1/(20) <p.

Opét Ize najit nejmensi index k3 tak, Ze Zfi1 1/(2n —1) — Zfil 1/(2n) + Zfilirl 1/(2n—1) > pa
nejmensi index ky tak, Ze Y11y 1/(2n — 1) = X2, 1/(2n) + £43, 1 1/@2n —1) = 5%, L 1/(2n) < p.

Tyto indexy existuji z divodu divergence fad > 1/(2n)a > 1/(2n — 1) k +oc.

Takto 1ze pokracovat ddle.

Rozdily souctd od ¢isla p se budou stdle zmensovat (protoze lim a,, = 0) a vysledna nasledujici fada (kde x;
jebud 1/(2¢) nebo 1/(2i — 1) podle toho, je-1i m sudé &i liché a kg = 0) md tedy soucet p:

o0 km+1
PCDS ) =p.

m=0 i=km+1

Tato fada vznikla z piivodni pfehdzenim potadi indexd, tj., zobrazeni ¢ z tvrzeni je ddno néasledovné:

o(n) = 2n—1prol <n <k,

p(n) = 2(n—ki)proky +1<n < ki + ko,

¢(n) = 2(n—kz)—1proky +ky+1<n <ki+ke+ks,

o(n) = 2(n—ky—ks)proky +ka+ks+1<n<ky+ky+ks+kyg

a podobné déle.

| UZ jenom kousek: I

Pro p = 400 staci nachdzet nejmensi indexy k,, tak, Ze pfislusné vyse uvedené soucty misto vétsi nebo mensi

nez diivéjsi ¢islo p budou vétsi nez n pro lichd n a mensi nez n pro sudd n.

Aby vyslednd fada oscilovala, sta¢i nachdzet nejmensi indexy k,, tak, aby prislusné vyse uvedené soucty misto
veétsi nebo mensi nez diivejsi Cislo p byly vétsi nez 1 pro lichd n a mensi nez —1 pro suda n. <&

14



Otazky 4 Cviceni 4 Uceni 4

RADY FUNKCI

Pfed definici obecné mocniny byla definovdna bodové konvergence posloupnosti funkci a podobné I1ze defino-
vat soucet fady funkci:

DEFINICE. Rikéme, Ze fada funkci 3 f,, konverguje (bodové) na mnoZziné A C R k funkci £, jestliZe pro kazdé
x € A konverguje fada &isel Y fp () k &islu f(x) (symbol Y fr, = f).

Specidlnim pfipadem fady funkci jsou tzv. mocninné fady (funkce fp, je ndsobek n-té mocniny, tj. f(x) =
anx™).

Taylorovy fady vznikaji z Taylorovych poly-
nomu prodlouZenim jejich stupiid az do neko-
necna.

DEFINICE. Taylorova fada funkce f v bodé¢ a je fada funkei (mocnin)

. £(n)(q
Z f '( )(l‘—a)n.
n=0 ’

n

15



| Ten vzorecek se mi moc libi. I

AHA.

2=

Taylorovy polynomy funkce e™ ® v bodé 0 jsou nulové a tedy konverguji k 0 na R (viz Priklady 7 v kapitole
o pouziti derivaci); tato limita nemd s pivodni funkci vlastné nic spolecného.

Zédouci tedy neni pouhd konvergence Tayloro-
vych fad, ale jejich konvergence ke zdrojové
funkci.

Pro dikaz nésledujiciho tvrzeni si staci uvédomit
definici Taylorova zbytku a definici konvergence
fad.

VETA. Taylorova fada funkce f konverguje k f v bodé x pravé kdyZ lim Ry, (x) = 0, kde Ry, (x) je piislusny n-ty
n

zbytek Taylorova polynomu funkce f v bod¢ a.

16



Predchézejici véta bude nyni pouzita na nékolik
zdkladnich funkci.

Taylorovy polynomy nasledujicich funkci spolu s uréenim pfislusného zbytku byly probrany v Prikladech 7 v
kapitole o pouziti derivaci.

Nejdfive je vZdy uveden rozklad funkce na jeji Taylortiv polynom a zbytek a potom je uvedeno tvrzeni, pro
které body zbytek konverguje k 0 a tedy pro které body Taylorova fada konverguje k dané funkeci.

Taylorovy fady budou sestrojovany v bod¢ 0, takze slova ,,v bodé a" budou vynechana.

Exponencialni funkce

2 n n+1 n k n+1
A A < AR
o T T ];)k!”(nﬂ)!

e =1+z+
pro néjaké c mezi 0 a z.

VETA. Taylorova rada funkce e* konverguje k e* na R a tedy

oo [‘]‘,,

YT -
Z i e, xeR.
k=0

Diikaz. Z disledku podilového kritéria pro limity posloupnosti plyne, Ze pro viechna z je lim enz*1 /(n+2)! =
n—oo

0, protoze
+2
Cn41 ||™
0 < et (n+2)! < K
— TL+1 — )
ecn || n—+ 2
(n+1)!

kde K je vétsi neZ vSechna &isla x - e“n+17¢" a tedy napf. ¢islo x - 2l <
Pozndmky 5

Goniometrické funkce

3 2n—1 n..2n+1
R ISR N C R I (-1)"e
sing =z =+ G T T ey ¢
pro n¢jaké c mezi 0 a z.
2 2n 2n+42
S it L ,
cost =1 51 +--(=1) )l +(-1) n 1) cos ¢

pro né€jaké c mezi 0 a z.

VETA. Taylorovy fady funkci sin x, cos « konverguji na R k témto funkcim a tedy

o0 2k —
.I,“)]‘ :

Z(*l)kilm = sinx, reR

k=1
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p =cosr, € R.

S
k=0

Diikaz. Postup dikazu je stejny jako u exponencidlni funkce. <

Poznamky 6
Logaritmicka funkce

x2 333 n—lxn (_1)nxn+1
Blot+l)=z—5+5 -+ DT (n+1)(1+ c)nt
v (—1)nantt o alz o)
= LV G g (port. (1" )

pro n¢jaké c mezi 0 a z, kde z > —1.

VETA. Taylorova fada funkce lg(z 4 1) konverguje k 1g(x + 1) na (—1, 1] a tedy

o© k

Z(fl) JA =lg(z+1), ze(-1,1].

k=0

Dukaz. Je ziejmé, Ze musi byt z+1 > 0 a Ze pro z > 1 fada diverguje. Pro 0 < x < 1 Ize snadno shora odhadnout
absolutni hodnotu Langrangeova tvaru zbytku ¢islem 1/(n + 1) a tedy pro tato = rovnost v tvrzeni plati. Pro

Vv

—1 < x < 0 je vyhodné&jsi pouzit dusledek odmocninového kritéria pro limity funkci a Cauchyova tvaru zbytku:

nm n,/| - §|x|"«/|m|<|x\<1.

Binomicky rozvoj

(1+x)P =
1+ pz + p(pz—l)xz 4. ez (pondl) on + Ro(z) =

n:

i (g)l’ker(p*l)...( —n)(1 + )P "~ 1%’

prox > —1, cmezi 0 ax (kde (§) = W).

VETA. Taylorova fada funkce (1 + )P, kde p € R, konverguje k (1 + 2)P na intervalu (—1, 1) a tedy

YN B =+ap, ze(-1,1).

n
Diikaz. Necht' |z| < 1. Uvedeny zbytek lze piepsat do tvaru %’l'@_n)(l 4 c)p~lgntl (%) . ProtoZe

funkce tP~! proménné ¢ je monoténni, je (1 + ¢)P~! omezena &islem max(1, (1 4+ z)P~1). Zlomek 11__%96 lezi v
intervalu (0, 1) (dokaZzte). Odtud vyplyvé odhad

| Rn@)] < max(1, (14 2~ -t [P D20

a pomoci dusledku podilového kritéria pro limity funkci konverguje pravd strana k 0 (podily a,,+1/an konverguji
k |z)). <&

18



Specidlné prop =1/2ap=—1/2:

R — 3N
Vifz=1+ g + Z(—1)’“—1Mxk, ze(~1,1)

= (2k)11
11+x=1+kz::1( )’“(2?2;)!1!)”33’“, ze(-1,1)

Prvni tfi ¢leny nebo NIC!

Poznamky 7 Priklady 7

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Podobné jako u posloupnosti nemusi ani fady zacinat od indexu 1, ale napf. od 13 nebo -7.
Na rozdil od limity posloupnosti a od s¢itdni kone¢né mnoha ¢isel ale u s¢itani nekone¢nych posloupnosti zalezi
na pofadi i na uzdvorkovéni (viz Otdzky).

o0 o0
Prehézeni fady (neboli zména pofadi s¢itdni, neboli permutace fady) > ay, jenovdtada > a #(n)> kde ¢ je prosté
n=1 n=1

zobrazeni mnoZiny N na sebe (j., permutace N).

Posloupnost ¢asteénych souctl této nové fady nema mnoho spole¢ného s posloupnosti ¢asteénych souctti pivodni
rady.

o0 o0
Uzavorkovani (neboli seskupeni) fady > a, znamend pfeménu na fadu ) by, kde kazdé by, je soucet konené
n=1 n=1
mnoha po sobé jdoucich prvki a; a kazdé a; se vyskytne jen jednou, tj. existuje rostouci posloupnost {ky, } pfiro-
zenych Cisel zaCinajici s k1 = 1 apak by, = ap,, + -+ + Uhpyyq—1-
Je snadno vidét, Ze posloupnost CasteCnych souctt této nové fady je podposloupnosti posloupnosti ¢astecnych
souctl puvodni fady.

Pro konvergenci rad 1ze pouZzivat vlastnosti, které plati skoro vSude, protoZe konvergence fady se nezméni, jestlize
se zméni, vynechd nebo prida kone¢né mnoho Clent fady (soucet fady se samozifejmé pritom zméni).

Konec poznamek 1.

Pozndmky 2:
Nerovnosti posloupnosti 1ze nékdy ovérovat pomoci hledani extrému funkci.

Ma-li se ukdzat, ze f(n) < g(n) pro skoro vSechna n, stali ukdzat, Ze minimum funkce g — f je nezdporné na
néjakém okoli +-o0.

Je nutné si uvédomit, Ze ani odmocninové ani podilové kritérium neni ekvivalence.
Limitn{ tvary kritérii jsou slabsi neZ jejich nelimitni formulace nejen proto, Ze uvedené limity nemusi existovat.

Limitn{ tvary odmocninového a podilového kritéria nefikaji nic o piipadu, kdy se limita rovnd 1. Mohou nastat
vsechny moZné piipady.
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Podilové kritérium je slabsi meZ odmocninové, tj., je-li mozné pouZit podilové kritérium, je mozné pouZit i od-
mocninové kritérium (opacné to neplati).
Presto se podilové kritérium Casto pouZiva, protoze byva v nékterych pripadech jednodussi (napf. obsahuji-1i vy-

razy faktoridly).

Existuji i jind kritéria. Jsou vetSinou Sikovnym
preformulovanim srovndvaciho kritéria. Povim
trochu o trochu zajimavosti:

*Jak se nové kritérium vymysli? JednodusSe. Vezmete si libovolnou péknou (Silenou) konvergentni fadu s nezdpor-
nymi znaménky a vyjadfite srovnavaci kritérium spocivajici ve srovnani nezndmé fady se zvolenou peknou. Tak
dostanete nové kritérium.

Jednim z nejznamé;jSich je kriterium Raabeho.

To si sami n¢kde najdete. KdyZ se sem napise, tak
se jenom definitivné popletete. Ono je opravdu
jako stvorené k popleteni vSeho ;-)

*Super—kritérium
Necht’ pro fadu kladnych ¢&isel x,, existuji konstanty a, b, omezend posloupnost ¢, a kladné ¢ tak, Ze plati
Ln b Cn

=a+ -+
Tpt1 n  nlte’

kde |cp| < ¢, e > 0.
Pak

Pokud a > 1 fada konverguje.

e Pokud a < 1 fada diverguje.

Pokud a = 1 & b > 1 fada konverguje.
Pokud a = 1 & b < 1 fada diverguje.

Vymyslel to pan Gauss a je to silnéj$i nez
D’Alembertovo i Raabeho kritérium. Musela
jsem to vyslepiCit . ..
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Konec pozndmek 2.

Pozndmky 3:
U Leibnizova kritéria (i Dirichletova a Abelova) se nesmi zapomenout ovefit monoténnost (viz predpoklady).

Dirichletovo kritérium se vyhodné pouZiva u fad, jejichZ n-Clen obsahuje ndsobek sin(nx).

Konec poznamek 3.

Pozndmky 4:

Konec poznamek 4.

Poznamky 5:
V nékterych ucebnicich se exponencidlni funkce e definuje pomoci pravé sestrojené fady. Pak je nutné pomoci
této definice udélat prubeh této funkce. K tomu je potieba nékterych dalsich tvrzeni o spojitosti souc¢tu mocninné
fady a o jeji derivaci.
Obdobné, jako v tomto textu, se definuje pfirozeny logaritmus (inverzni funkce k e”) a poté obecnd mocnina
vzorcem a® = %180,

Exponencidlni funkci lze definovat i pomoci funkciondlnich rovnic:
Exponencidla je jedind funkce f na R, pro kterou plati f(z +y) = f(x)f(y) a lin% % =1.
xr—
Jednoznacnost se dokdze snadno, zbyva ukdzat existenci: funkce definovand jako soucet fady » ~° % m4 uve-
dené vlastnosti.

Konec poznamek 5.

Pozndmky 6:
Na tomto misté Ize uvést podobnou poznadmku jako u exponencidlni funkce. Funkci sinz lze definovat na R

k—1 ka’—l
k=11

(o)
souctem fady Y (—1)
k=1
Tato funkce fesi funkciondlni rovnosti, pomoci kterych se nékdy funkce sinus definuje.
Konec pozndmek 6.
Pozndmky 7:

V krajnich bodech intervalu konvergence —1, 1 midZe i nemusi pro nékterd p uvedend Taylorova fada k mocniné
konvergovat.

V piipadé p = 1/2 fada k /2 + 1 konverguje i v krajnich bodech, pro p = —1/2 konverguje v pravém bodé 1 a
nekonverguje v levém bodé —1.

Konec pozndmek 7.

Pozndmky 8:

Konec poznamek 8.

PRIKLADY

Piiklady 1:

.t
Rada > ¢", kde g € R, se nazyva geometrickd fada.

n=0
Jeji castecné soucty jsou

k k41 k
q -1
Y d"="———prog#1l, Y ¢"=nprog=1.
q—1

Z toho vyplyva, Ze geometrickd fada konverguje pravé kdyz |¢| < 1 a jeji soucet je pak roven 1/(q — 1).
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Je-li ¢ > 1, tak geometrickd fada konverguje k 400, je-li ¢ < —1, fada osciluje.
“+00
Viadé >

n=1

1 [P .- Y ws v o o
sy 1ze jeji Cleny rozloZzit, takZe Castecné soucty lze spocitat:

1 =1 1
n+1" E+1°

S|

k 1 k
;n(n—Fl) :Z(

n=1

takze tato fada konverguje k souctu 1.

Vidéli jste to? Tomu se fikd teleskopickd hracka.

k
Rada > (—1)" osciluje.

n=1

o0
Rada > % se nazyva harmonickd rada. Jeji soucet je 400, nebot’

n=1
S T (I T (I
s = 27 \371 on—T1 on
11 1 11 1 n
> 14 -+42- 442" > S DS =
> 14420+ 0+ gzttt =14y

Z toho vyplyvé, Ze podposloupnost {son } posloupnosti ¢aste¢nych soucti konverguje k +o0.

ProtoZe sy41 vznikne z s, pfiddnim kladného Cisla 1/(n + 1), je posloupnost ¢aste¢nych souctd rostouci a ma
stejnou limitu jako jeji libovolnd podposloupnost, tedy +oc.

Konec prikladu 1.

Priklady 2a:
Protoze

5 < y Pro vSechna pfirozend n a fada prvki na pravé strané konverguje (k 1), konverguje i

1 1
(n+1) n(n+1
= 1
fada ) —5 (k Cislu menSimu neZz 2).

n=1

| Klidné si to zapamatujte. I
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| Jo. I
[ee)

PropeR,p>2je nip < n—lz atedy fada > n% konverguje pro p > 2.

n=1

L diverguje protoZe harmonickd fada diverguje a

o o0
Rada 3 T

n=1ln n
lim 7

n% pro skoro vSechna n.

x = 1 . 1
Rada n2::1 % konverguje, protoze % <
Konec piikladi 2a.
konverguje,
y 1
Vn =—-<1.

Priklady 2b:
Rada Z m
protoze ma nezdporné Cleny a
i n li
m 7 = lim
\/ (2 = 1
n (2—1/n)" no2— - 2

Uftady ) (1—1}712)” selhdvd limitn{ varianta odmocninového kritéria (limita je rovna 1),

ale
1 B 1 S 1
Tk

pro vSechna n a tedy fada diverguje.

Konec prikladi 2b.
U nasledujicich dvou piikladt by bylo pouziti odmocninového kritéria slozité, ale podilové kritérium se da pouZzit

Priklady 2c:
snadno.
Necht a > 0. Rada Yon %,I konverguje, protoze
antl pl a
lim ———— =lim =
n (n+1)la® n n+l

Rada 3 r% konverguje,
protoze

.+ ™ (n+1)n" ) 1 1
wmr )l o (mr )P n (T Ln)m e



Konec prikladi 2c.

Piiklady 2d:
Dokazte pomoci dusledkd odmocninového a podilového kritéria nasledujici limity:
117ILII P 0, 117ILII P 400, 1171;11 m =0.
Konec priklada 2d.
Piiklady 2:

[e.°]
Ovéite, Ze odmocninové (a tedy i podilové) kritérium nefekne nic o konvergenci fady » nip prop > 0.
n=1

Kondenza¢ni kritérium vSak hledany vysledek

da:
o0 [e.e] [e.@]
> % konverguje pravé kdyz konverguje fada > 2”@, tj. geometrickd fada 5 2"(1=P) a ta konverguje
n=1 n=1 n=1
pravé kdyz 21 7P < 1, tedy pravé kdyz p > 1.
oo
Ukazte pomoci kondenzaéniho kritéria, Ze fada ﬁ diverguje.
n=1

Konec prikladua 2.

Priklady 3:

o .
Ukazte, Ze rada sin(nz) konverguje pro libovolné redlné x ap > 0.
np guje p p
n=1

Navod: pouzijte Dirichletovo kritérium.

Konec priklada 3.

Priklady 3a:
_ o e (_n .
Ukazte, Ze lze pouZit Leibnizovo kritérium na fadu ) ~—p— pro p > 0 a vysledkem je konvergence.
n=0

24



| Jaka je situace pro ostatni hodnoty p? I

+oo _1\n
Ukazte, Ze 1ze pouZit Leibnizovo kritérium na fadu ( )1
n=0n""T"Tn

pro p > 0 a vysledkem je konvergence.

Konec priklada 3a.

Priklady 4:

$ody o (D" S (=
Rada ) “— > konverguje neabsolutné, fada . konverguje absolutné.
n=1 n=1

X 1\n
Pro kterd redlnd p konverguje fada > ( nlp) absolutné a pro kterd neabsolutné?
n=1

Konec piikladu 4.

Priklady 5:
Konec piikladu 5.

Ptiklady 6:
Konec piikladu 6.

Ptiklady 7:
Dokazte nésledujici konvergenci Taylorovych fad pro cyklometrické funkce:

o~ (k=DM gy

arcsinxzx—&—kz_:lmm 3 T € (—1,1)
— 1

D4 se ukdzat, Ze uvedené konvergence plati v uzavieném intervalu [—1, 1].

o0
ProtoZe arctg 1 = /4, lze spoditat &islo 7 jako soulet fady 4 > (—1)km.
k=0
Tato fada vSak konverguje pomalu.

Lepsi konvergence se ziskd z rovnice /6 = arctg(1/v/3), kde navic neni nutné pouZit krajni bod intervalu

konvergence.

DokaZzte nésledujici konvergenci Taylorovych fad pro hyperbolické funkce.

Hyperbolicky sinus sinh x je definovén jako (e — e™%)/2 a hyperbolicky kosinus cosh z jako (e* + e~%)/2.

e}

- _ 1 2k+1
Slnth—ZmI , IGR
k=0
=1
coshzx = Z wx%, reR.
k=0
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Konec priklada 7.

Priklady 8:
Konec priklada 8.

OTAZKY

Otazky 1:
Ukazte, Ze zména konecné mnoho ¢lenti fady nemd vliv na konvergenci fady (ale samozfejmé miize mit vliv na
soucet fady).

[e.°] &)
Dokazte, ze fada . a,, konverguje pravé kdyz liin > an =0.
n=1 v n=k

Dokazte, ze seskupime-li jakkoli konvergentni fadu, bude vysledna fada mit stejny soucet jako piivodni fada. Muze
se predpokladat, ze piivodni fada konverguje k nevlastnimu ¢islu?

Najdéte priklad fady, ktera osciluje a po néjakém uzavorkovani konverguje k vlastnimu (nevlastnimu) ¢islu.
Najdéte priklad konvergentn{ fady po jejimz pferovnani nova rada osciluje.
Uvédomte si piiklady divergentnich fad, jejichZ ¢leny konverguji k 0.

Konec otazek 1.

Otazky 2:

Ukazte, Ze fadu, jejiz prvky maji skoro stejnd znaménka, 1ze libovolné prehazet nebo seskupit (uzavorkovat) aniz
se zmén{ jeji konvergence a soucet.

00
Najdéte piiklad konvergentni fady Y a,, pro niZ neexistuje g < 1 tak, Ze Va, < gq.
n=1

0
Najdéte pfiklad konvergentni fady > a,, pro niz lim,, ¥a, = 1.

n=1

3
X

”

#

| A ted’ trochu kritériové alchymie: I

*Dokazte, e podilové kritérium je slabs$i neZ odmocninové kritérium. To znamend, Ze pokud néco konverguje
diky podilovému kritériu, pak konverguje i podle odmocninového.

3
*

”

#

To je velmi podstatnd informace!!! I
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NP2

Existuje n¢jaké nejsilnéjsi? Asine ...

Nikdy nefikej vSechno, co znas. BTW, je dilezi-
t&j$i to védet, nebo na to prijit?

Konec otazek 2.

Otazky 3:
UkaZzte, Ze Leibnizovo kritérium je specidlni pfipad Dirichletova kritéria.
“+00
Leibnizovo kritérium miZe mit nasledujici formulaci: Je-li {a,,} monoténni posloupnost, pak fada > (—1)"ay,
n=0
konverguje pravé kdyz lim a,, = 0.
0o
Dokaite, Ze je-li {a,} monoténni omezend posloupnost s nenulovou limitou, pak fada > by, konverguje pravé
n=1
o0
kdyZ konverguje fada > apby,.
n=1

Konec otazek 3.

Otazky 4:

A ted’ pro zdjemce jedna stéZejni myslenka:

oo o0 o0
*Ukazte, 7e jestlize fada S a, konverguje neabsolutng, pak 3. af = +ocoa 3 a;, = +oc.

n=1 n=1 n=1
Na zdkladé predchoziho tvrzeni dokazte posledni vétu, Ze neabsolutné konvergentni fadu lze prerovnat tak, aby
konvergovala k libovolnému danému ¢islu nebo aby oscilovala.
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Ze jsem jenom tak nemluvila do vétru? J4 su
chytra :-)

Konec otazek 4.
Otazky 5:
Konec otazek 5.
Otazky 6:
Konec otazek 6.
Otazky 7:
Konec otazek 7.
Otazky 8:

Konec otazek 8.

CVICENI

Cviceni 1:
Rady jsou v podstaté nekone&né souéty uvazované ve smyslu limit.
Scitame-li prvky né€jaké posloupnosti, musi jeji prvky konvergovat k nule, aby méla fada rozumny kone¢ny
soucet.

| Ani to vSak nestaci. I

Limitu u posloupnosti vidime z jejiho grafu zpravidla na prvni pohled. Zpravidla stac¢i ¢len s indexem 100.
U fady jsme v koncich (neni snadné seCist prvnich 100 ¢lend, a ani pak si nejsme jisti, co bude dal).

U rady jsou scitance mali¢ka cisilka. Na nich
neni nic ke koukani.
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U fad s kladnymi ¢leny se vyplati ndsledujici zjednoduSujici pohled:

Rada m4 séitance
e nesmyslné obrovské (napiiklad 1 4+ 1 4 1 4 - - - ). Takové fady diverguji.
e veliké (napiiklad 1/1 +1/2 + 1/3 4 - - -). Takové fady diverguji.
e akorat (napiiklad 1/1% + 1/22 + 1/32 + - - .). Takové fady konverguji.
e prt'avé (napiiklad 1/2 + (1/2)% + (1/2)3 + - - -). Takové fady rychle konverguii.
Konec cvicenf 1.

Cviceni 2:

vz

Na nesmyslné€ obrovské rady se pouziva takzvana
y
Lhutnd podminka konvergence".

Naptiklad

lim%:l:g Un = .
n—oo
n—oo

| Vyfesilo 8 z 10. I

Ta ,nutnd podminka konvergence" neni na prvni
pohled podezfela.

Naptiklad
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1
n+ n+7
. n-oon
lim ——— =1 = g = 00.
n—00 (fl + ﬁ) fl +

n—oo

Pfi pocitani limity jsme po upravé pouZili

1 n
1<<1+> < Ve —- 1,n— 0.
n2

Nejcast&ji pfi zkoumdni > a,, spocitdime

Vyftesili 2 z 10.

Na vétsinu dalSich fad funguje srovnavaci krité-

rium: ,,vétsi fada ma vétsi soucet".

an
lim — =1
n—00 Op,

pro Sikovnou (zndmou) fadu > b, a mdme vyhrdno.

¥

1 1
Zﬁ:w’z’rﬁt\’):w Z?mfl 27,2+2 o
1 1 1 n
Zﬁ<m72712+5<OO’ZSH,2—1<OC’ZH3+2<OO'
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Nikdy nezapomeiite, Ze > 1/n® konverguje
pravé kdyz o > 1.

Spoctéte, pro které hodnoty kladnych parametrii a, b konverguje

00
n 2n

n=1

Jde o srovnani s 32 1/ntb,

| Vyftesili 3 z 10. I

Pro konvergenci fady s prt’avymi ¢leny se s vy-

hodou pouZije podilové nebo odmocninové krité-
rium.
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DokaZte, ze konverguje

0 n—1 n(n—1)
Z <71,+2> '

n=2

Zde pouZzijeme odmocninové kritérium.

Vyftesili 4 z 10.

Pokud odmocninové ¢i podilové kritérium da v
limité 1, nejde o prt’avou fadu a nic nevime.

Pro ) 1/n napiiklad dostaneme

an+1  nFl n <1
% n—+1

a (jak jiz vime) divergentni 3" 1/7 neni prt'ava. Stejnou jednicku dostaneme pro konvergentni _ 1/n2,

Kdo ¢te dikazy, vi, ze podilové i odmocni-
nové kritérium potiebuje majorantni geometric-
kou fadu >~ ¢™ s pevnym gq.
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Kdyz z principu fada neni mensi nez ) ¢", je
pouzitelné podilové ¢i odmocninové kritérium
pouze pro ,divergenci".

Jesté jednou: Ya, < 1 ani apq1/an < 1 ne-
stacf.

V pisemce pouZzije Spatné podilové ¢i odmocni-
nové kritérium 30% populace.

Konec cviceni 2.

Cvicenf 3:
Pro tady, které nemaji pouze kladné Cleny zkoumdme nékdy fadu absolutnich hodnot. Pokud tato konver-
guje, pak konverguje ptivodni fada také.

Napfiiklad

© ( 1 )n )
Z 3 konverguje .
n=1

Casto vsak zkoumdme konvergenci fady, kde
kladnd ¢ést i zdpornd Cast diverguje. V tom pfi-

padé nejde o absolutni konvergenci a mame s tim
dost prace.
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Nejjednodussi jsou fady se stiidavymi znaménky a klesajici absolutni hodnotou ¢lend.

o0 (71)11/
Z konverguje podle Leibnitzova kritéria.
)
n=1

T

Je tfeba ovéfit monotonii, tedy 1/(n+1) < 1/n,
coz v tomto pripadé bylo snadné. Jindy s tim
mize byt problém.

Na fadu fad s kladnymi i zdpornymi Cleny Ize po-
uzit Dirichletovo kritérium.

Potfebujeme zndt, které fady maji ,omezenou po-
sloupnost ¢astecnych soudti".

Nasledujici fady maji omezené posloupnosti ¢asteCnych souctd
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Z sin nx
n=1
N
Z cosnz , pokud nejde o fadu jednicek
n=1
N
Z (=1)"sin?n ,
n=
N

Z (=1)"cos®n,

n=1

N

E sinnsinn? .

n=1

ey

(@)

(€)

“

)

(6)

Pfiklad. Zkoumejte konvergenci fady
2

oo .
Z Simm=n
n

n=1

Reseni. Pouzijeme vzoretek sin? n = (1 — cos 2n)/2 a dostaneme

i sin?n - 1 i 1 1 i cos 2n
n o 2 n 2 £~
n=1 n=1 n=1

Dokaze se indukci pomoci ,souctovych vzo-

reCkd" pro funkce sinus a kosinus.

Zde je na pravé stran¢ soucet divergentni a kon-
vergentni fady, tedy fada vlevo neni konvergentni
podle véty o souctu fad.
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| Spocetli 2 z 10. I

Diilezitym a velmi uZzite¢nym kritériem je Abelovo kritérium.

Konvergentni krat monotonni omezend je kon-
vergentni, co jiného si prat.

Tedy potiebujeme védét, co je monotdnni.

1 1 1 n+6 n+5

n'n+5"’ n+5" n+5"n+6
1 2n+ 11
2+ ,
n—+5 n—+5
1 n?+5n—1
n— ,
n+95" n+5

Pfi opakovaném pouziti Abelova kritéria staci,
aby byly jednotlivé faktory monoténni (a ome-
zené), coZ je Sikovné:

3n+ 2 N n+2 2n 3

on+3  3n 2n+32°
i (=™ 24" 2—e ™ 2+ cos(l/n)
—~ n 3+ sin(1/n) 3 —sin(1/n) 2 — cos(1/n)

konverguje diky monotonii a omezenosti jednotlivych Cinitelti vpravo od prvniho zlomku.
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Monotonii nékdy ziskdme znanym odmocninovym trikem

Vn + ,\/ﬁ =

1
Vn+1+yn

Priklad. Zjistéte konvergenci

Reseni. Trikové reSeni
o0

n=1

Nase fada se od konvergentni 1i$i o konvergentn,
tedy konverguje. Zkusime i klasickou dpravu:

Pfiklad. Zjistéte opét konvergenci

— (=n"

n=1

Reseni. Klasické reSeni

oo —1)" n—(—1)" o0 — 1) — (=1 (—=1)"
Z()'()—Z(>()()'

_1\n — (1 2 _
— n+(—1) n—(-1) — n? —1

| Vpravo jsou dvé konvergentni fady. I

Spocetl 1 z 10. I
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Konec cviceni 3.

Cviceni 4: Priklad. Dokazte tvrzeni:

o0 00
2 Qn
E n < 00 — g — < 0.
n
n=1 n=1

Reseni. V

—

me, 7e
2zy| < 2% + ¢,
tedy

o0

c 1
E 2
(L'IL + 77/72 .

IA

oo
an,
> 2%
n

n=1 n=1

Vpravo jsou dvé konvergentni fady, coZ staci.

Priklad. Dokazte, ze pro kladna ¢isla a,, plati

. Ayt ] . ,
lim "L — 4 — lim Ya, = A.

n—0o0  (Qp n— oo

Kdyz se to dokdze, je z toho vidét, zda je silnéjsi
podilové nebo odmocninové kritérium. Které?

KdyzZ da podilové napiiklad 1/2, d4 to taky od-
mocninové. Ale muZe se stat, ze odmocninové da

1/2 a podilové nic. Tedy silnéjsi (mocnéjsi) je od-
mocninové.

<

.P

<
a
75
(¢}
=
=

Sén seme

. . a2z anp V.. QAn+1
lim ¥a, = lim 7\1/@1 . ceee = lim -

n—0o0 n—00 al anp—1 n—oo  anp



Vv . . _ I . - o o
kde = plyne z nerovnosti mezi harmonickym, geometrickym a aritmetickym primeérem.

| Je téZ mozné pouzit néco jako € a ng. I

s v

Nekteré situace vedou na pocitani fad. Nasledu-

jict ptiklady jsou pro pobaveni.

Pfiklad. Predstavme si pomalého $neka, ktery leze po rychle rostouci houbé. Doleze na vrsek?

1 m/den

1 cm/den

Resent. Jestli houba roste 100 krat rychleji nez $nek leze, tak prvni den $nek popoleze o jednu setinu vysky
houby. Druhy den o jednu dvousetinu a tak dal. Celkem takto sbird ¢asti odpovidajici harmonické rad¢,
kterd diverguje. KdyZ soucet téchto ¢asti prekroci jednicku, dosdhne na vrsek houby.

| Dobry hospodsky trik. I
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Dik.

Pfiklad. Krélici se potfebuji dostat pfes feku. Na biehu jsou na sobé postaveny cihly (tvoii vysoky komin s
podstavou jedné cihly).

Sikovny kralik do kazdé z nich trochu stréil, vylezl nahoru a spustil se po provaze na druhou stranu feky. Je
to moZné ? ANO. Vysvétlete, jak to udélal.

1

'

Reseni. Nejvyssi cihla se posune o 1/3, pak se dalsich 1000 cihel nechd bez posunu, aZ ,hornich" 1001 cihel
ma téZisté ,témer" uprostied 1001-ni cihly odshora. Pak cihlu 1002-hou posuneme o 1/3. Nyni nechdme
milion cihel bez posunu ... .

| Dobry hospodsky trik s kartama. I

Peclivé pocitani ,vyvazZené vratké stavby" sta-
véné ,odshora" dd harmonickou fadu. Podobné
se chovaji ozdobné pfedméty (rybicky , motylci
a pod.) zavésené u stropu ve ,vyvazeném stavu'.

Piiklad. Slune¢ni paprsky se na Spinavém skle rozdéli na tfetiny. Jedna projde skrz, druhd se ve skle ztrati a
tieti se odrazi. Kolik svétla projde ptes dvojité (popiipadé trojité ¢i n-ité) okno?
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Pri peclivém pocitani vyjde pro dvojité okno 1/8,
pro trojité okno 1/21 = dost malo. Pro trojité okno
jde s vyhodou pouzit vysledku pro dvojité okno
na ziskani rekurentniho vztahu.

Nyni prozradim pro otrlé par kouzel a drobnych
podvodi.

Vstup jen na vlastni nebezpeci. Je lepsi kouzlit

sam bez pomoci.

Priklad. Zkoumejte konvergenci fady » _ sin na.

Regeni. Pro ¢ = km je jasnd konvergence. Necht' konverguje pro n&jaké = # km, k celé. Pak plati nutna
podminka lim sin nz = 0, tedy i lim sin(n + 1)z = 0. Pak podle souctovych vzorecka i lim(sin na cos x +

cosnxsinx) =0, tedy i limcosnx =0 a lim(sinz nx + cos® nx) = 0.
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2a=1.

To je ovsem spor s sin? cv + cos

Podobné pro 3 sinn?

Posloupnost z, 1ze pfepsat do tvaru

| Nyni jedna obecnd zajimavost: I
n—1

Ty = Z((L‘k+1 —xp) + a7 .
k=1

Tak jde limitu posloupnosti zkoumat pomoci konvergence rady.
Naptiklad

1 1 n—1 1
Tn=14 =t =2y = 1 :
N IR = S S

Rada konverguje, tedy posloupnost také.
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| Dalsi hezky trik: I

k‘2
sin(mvn2 +k2) = —1)"sin(r(vVn2 4+ k2 —n)) = —1)"sin Wi :
> sin ) = Y (=1)"sin(n( ) = Y (1) Ny

n=1 n=1 n=1
coz konverguje podle Leibnitzova kritéria.

Zatim jsme nepouZili poznatky z kapitol o limitach funkci, o derivaci a rozvojich funkci.

Pro vyklad metod a postupti nebyly tyto véci zapotiebi.

| V pocetni praxi vSak to s vyhodou pouZijeme. I

Monotonii posloupnosti budeme zkoumat pomoci zkoumani pfislusné funkce. Tedy naptiklad misto zkou-
mani posloupnosti log n/n zkoumame funkci log z/z.

Podobné pri ovérovani podminek kritérii konvergence budeme pracovat s limitami funkci misto limit po-
sloupnosti (pokud to pujde).

Pro srovndvaci kritérium pouZijeme s vyhodou
Taylorovych polynomu.

Napiiklad pomoci Taylorovych polynomu pfi rozvoji (1 + x)® dostaneme rozvoj

) N ) " +o( : )wx

(n+(=1)")P nP nl+p npt1

Nyni vidime, jak se fada chova a kdy konverguje.
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Konec cviceni 4.

Cviceni 5:

Konec cviceni 5.

Cviceni 6:

Konec cviceni 6.

Cviceni 7:

Konec cviceni 7.

Cviceni 8:

Konec cviceni 8.

Uceni 1:
Konec uceni 1.

Uceni 2:
Konec uceni 2.

Uceni 3:
Konec uceni 3.

Uceni 4:

Tedy jde zkoumat pohodIné konvergenci mno-
hych fad.

UCENI

lim 2L ¢ (0, 00)
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Cesty do pekel jsou dldzdény dobrymi timysly.

¥

D)
Ya, <qg<1l = a,<1 == Zan konverguje

?
YVa, <qg<1 < Zan konverguje

éii% Odmocninové kritérium je super.
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Na to jsem pfiSel sam.

No comment.

|

|



| Kdo neumi, neumi. I

Rada absolutné konverguje, pokud stiidd zna-

ménka a |ap| > |an41].

| 10 minut za hrubost. I

N
)= 2 .
— vn+1l4++v/n—1

Z(\/n—f— 1—vn-—-1

Castecny soucet nevidim ...
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| Zkusil jsi teleskop, ndmornicku? I

(_1)n+1/

| ...a mizeme pouZzit Leibnitze! I

Bud’to pi§ nebo mysli, nikdy zarovei. I

Konec uceni 4.

Uceni 5:
Konec uceni 5.

Uceni 6:
Konec uceni 6.

Uceni 7:
Konec uceni 7.

Uceni &:
Konec uceni 8.
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