Rady

RADY CISEL
511

1. limita posloupnosti (operace zaloZend na vzdalenosti bodt)

2. supremum nebo infimum posloupnosti (operace zalozena na uspotradani boda).

s Yz

Z hlavnich struktur redlnych ¢isel zbyva pouZit aritmetické operace. V ndsledujici ¢asti bude probrdn soucet
posloupnosti.

Soucin posloupnosti se nepouZziva Casto a jeho teorii Ize vyvodit z teorie o souctu.
[e.e]
DEFINICE. Je-li {ay} posloupnost redlnych &isel, znali symbol > ay, jeji soucet, tj. limitu cdste¢nych souctd

n=1
lim (a1 + -+ an).
n—oo

Vv

(o)

Symbol > ay se standardné uzivad v obecné&j§im smyslu pro posloupnost {a, }, kterd se ma se€ist, a to i v
n=1

piipad¢, kdy jeji soucet nezname nebo soucet neexistuje. Prislusnd posloupnost ¢asteCnych souctil se Casto znaci

{sn}. tj.sn =a1+a2+---+appron € N.
511

konverguje, je-li jeji soucet redlné ¢islo
diverguje, jestliZe jeji soucet neexistuje (pak fada osciluje), nebo

diverguje, jestliZe je jeji soucet nevlastni (pak téZ fikame, Ze fada konverguje k +0o nebo —o0).
Pozndmky 1 Ptiklady 1 Otazky 1 1

511

oo
VETA. Rada > ay konverguje pravé kdyz pro kazdé £ > 0 existuje k € N tak, Ze pro vSechnan > m > k je
n=1

|am + a1 + -+ an| < €.

VETA. Nasledujici rovnosti plati, pokud maji smysl pravé strany:

Z(Oln, + bn,) — ZUH, + an y
Z(k cap) = k- Zan .

511
511
. 0
VETA. Jestlize > a, konverguje, pak lim a,, = 0.
n=1
511
Konvergence rad s kladnymi (¢i zapornymi) cleny
511
. o]
VETA. Jestlize viadé >  ay neméni jeji ¢leny od urditého indexu znaménko, fada vzdy konverguje k vlastnimu
n=1

nebo k nevlastnimu ¢islu.



Pro fady z pfedchoziho tvrzeni zbyva najit kritéria, kterd umozni zjistit, zda fada konverguje k vlastnimu nebo
k nevlastnimu ¢islu.

Je zfejmé, Ze se staci omezit na fady s nezdpornymi nebo kladnymi ¢leny.

VETA. (Srovndvaci kritérium) Necht 0 < a,, < by, pro skoro vSechna n € N.

o0 o0
1. Jestlize > by konverguje, taki > a,, konverguje.
n=1 n=1

(o.0] oo
2. Jestlize > ay diverguje, taki > by, diverguje.
n=1 n=1

DUSLEDEK. Necht an > 0,by > 0 pro vSechnan € N.

o
1. Jestlize existuji kladnd &isla k, K tak, Ze kby, < a,, < Kby, pro skoro v§echnan € N, pak > a,, konverguje
n=1

[e.e]
pravé kdyz fada > b, konverguje.

n=1

[e.°] o0
2. Jestlize existuje kladnd vlastni limita lim % pak > a, konverguje pravé kdyz fada > by, konverguje.
’ n=1 n=1

Tvrzeni 2 se nazyva limitn{ tvar tvrzeni 1 a snadno z ného vyplyva.

voews

Tvrzeni 1 je vSak obecn&jsi, protoZe se miiZe stdt, Ze jeho podminky jsou splnény, ale lim(ay, /by, ) neexistuje.

Podobné je tomu v ndsledujicich kritériich.

Limitni tvary budou uvadény bez dikazl, nebot’ jsou obdobné predchozimu dikazu.

Piiklady 2a

VETA. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro v§echnan € N.

(0.)
(a) Je-li Ya,, < ¢ pron&jaké g < 1 a skoro vechna n , pak fada > a, konverguje.
n=1

oo
(b) Je-li ¥/a, > 1 pro skoro vSechna n, pak fada > a,, diverguje.

n=1

DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

o
(a) Je-lilim a, < 1, pak fada > a, konverguje.

n=1

o
(b) Je-li lim @/a, > 1, pakfada > ay diverguje.
n=1

Pitklady 2b

VETA. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht' a,, > 0 pro skoro viechna n € N.



0
(a) Je-li a’é—:l < ¢ pro néjaké g < 1 a skoro vSechna n, pak fada ) a,, konverguje.
n=1

o0
(b) Je-li a:;—il > 1 pro skoro viechna n, pak fada > a,, diverguje.
) n=1

DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht’ a,, > 0 pro v§echnan € N.

n

o
(a) Je-li lim (LZ—H < 1, pakfada > a konverguje.
n=1

o
(b) Je-li lim “2+L > 1 pak fada > a, diverguje.

an
n=1

Ptiklady 2c
511

DUSLEDEK.

(a) Jestlize pro posloupnost {a, } plati /a, < ¢ pro skoro vSechna n a néjaké g < 1, pak lim a,, = 0 (specidlné
to plati, jestlize lim a,, < 1).

(b) Jestlize pro posloupnost {a, } plati a’c’b—:l

< q pro skoro vSechna n a néjaké ¢ < 1, pak lim a,, = 0 (specidlné

P .y . An41
to plati, jestlize lim o <D.

Priklady 2d
Nasledujici jednoduché kritérium se pouziva pro nékteré dilezité fady, pro které nelze pouzit podilové nebo
odmocninové kritérium.

VETA. (Kondenzaéni kritérium) Necht' {a,,} je monoténni.
400 +o00
Pak fada »_ aj, konverguje pravé kdyz konverguje fada > 2™agn.
n=1 n=0

Pozndmky 2 Priklady 2 Otéazky 2 2

Konvergence rad s proménnymi znaménky

vvvvv

. +oo
VETA. (Leibniz) Necht' {ay,} je monoténni a lim a,, = 0. Pakfada _ (—1)"™a,, konverguje.
n=0

Pfiklady 3a
Jedind jednodussi kritéria pro obecnéjsi pfipad jsou Dirichletovo kritérium a Abelovo kritérium.

. . 00
VETA. Necht {an},{bn} jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Rada > a,by, konverguje, jestlize {an} je
n=1
monoténni a bud’
(a) lim a,, = 0, {by, } md omezené Caste¢né soulty (Dirichlet)

nebo



o
(b) {an} je omezend afada ) b, konverguje (Abel),

n=1
Poznamky 3 Ptiklady 3 Otazky 3 3
Absolutni konvergence

9% +oo QusS
DEFINICE. Rikdme, 7e fada _ a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada > |ap|.

n=1 n=1
+00 +oo +00
Jestlize fada Y ay, konverguje, ale Y |ay| = 400, fikdme, Ze fada >, a,, konverguje neabsolutné.
n=1 n=1 n=1

Piiklady 4

VETA. Absolutn& konvergentni fada konverguje. Navic konverguje ke stejnému Cislu i po libovolném prerovnani.

+o0 too
Protoze fada Y |ay| je fada s neménicimi se znaménky, pro absolutni konvergenci fady Y ay, plati viechna
n=1 n=1

kritéria uvedend v ¢dsti o faddch s neménicimi znaménky, jen je nutné misto ay, psét |ay|.

+oo
Tedy napt., jestlize existuje ¢ < 1 tak, Ze V/|an| < ¢, pak fada > ay konverguje absolutné.
n=1

Jestlize fada konverguje i po libovolném pierovnani (neni nutné pozadovat, Ze ke stejnému ¢islu), pak rada
konverguje absolutné.

511

. +oo
VETA. Necht fada 3 a, konverguje neabsolutné.

n=1
+o00o
. aydé * axictilie N - {n %1 £ ¥a _ Avictilie t £
Pak pro kazdé p € R* existuje prosté zobrazeni ¢ mnoZiny N na N takové, ze > Uy (n) = P aexistuje takové

n=1
, Ze prerovnand fada osciluje.

Otizky 4 44
RADY FUNKCI

Pred definici obecné mocniny byla definovana bodova konvergence posloupnosti funkci a podobné 1ze defino-
vat soucet fady funkeci:

DEFINICE. Rikdme, Ze fada funkci 3 f,, konverguje (bodové) na mnoZiné A C R k funkci £, jestlize pro kazdé
x € A konverguje fada &isel > fp () k &islu f(x) (symbol Y fr, = f).

Speciédlnim pfipadem fady funkei jsou tzv. mocninné fady (funkce f,, je ndasobek n-té mocniny, tj. fp(z) =
anx™).

vvvvvv

mocninnych fad, a to jsou Taylorovy rady.

DEFINICE. Taylorova fada funkce f v bodé€ a je fada funkci (mocnin)

x () (g
Z f '( )(xia)n.
n=0 ’

n



Taylorovy polynomy funkce (3_"3_2 v bod¢ 0 jsou nulové a tedy konverguji k O na R (viz Priklady 7 v kapitole

o pouziti derivaci); tato limita nema s ptivodni funkei vlastné nic spole¢ného.
511

VETA. Taylorova fada funkce f konverguje k f v bod& a: pravé kdyz lim Ry, () = 0, kde Ry, (x) je piislusny n-ty
n

zbytek Taylorova polynomu funkce f v bod¢ a.

Taylorovy polynomy nésledujicich funkci spolu s uréenim pfislusného zbytku byly probrany v Prikladech 7 v
kapitole o pouZziti derivaci.

Nejdfive je vzdy uveden rozklad funkce na jeji Tayloriv polynom a zbytek a potom je uvedeno tvrzeni, pro
které body zbytek konverguje k 0 a tedy pro které body Taylorova fada konverguje k dané funkci.

Taylorovy fady budou sestrojovany v bod¢ 0, takze slova ,,v bod€ a" budou vynechdna.

Exponencialni funkce

2 n n+1 n k n+1
xf "Ti c T — :Ui c T
o Tt T ];)k!+e(n+1)!

ef=14+z+
pro n¢jaké ¢ mezi 0 a z.

VETA. Taylorova fada funkce ¢® konverguje k e* na R a tedy

o ’I’k

Lz .
Z A =e", zelR.
k=0

Pozndmky 5
Goniometrické funkce

3 2n—1 n.2n+1
R AT (s b . (=1)"z
sing =z =g+ G T T ey ¢

pro néjaké c mezi 0 a z.

2 2n 2n+2
x T n+l T

g _—— oo | — n
cosz =1 2!+ (-1)

pro n¢jaké c mezi 0 a z.
VETA. Taylorovy fady funkci sin x, cos « konverguji na R k t€émto funkcim a tedy
0 2k—1

Z<7—1>k71 ﬁ =sinz, z€R
k=1 ’

Pozndmky 6
Logaritmicka funkce

2 3 n n.n+1
x x iz (=1)"x

1 D=z 4+ (i
gletl)=2-5+3 D G A s o




" _q xk (—1)nzntl . n x(z—20c)"
= IOV G g P Y i gee)

pro né¢jaké c mezi 0 a z, kde z > —1.

VETA. Taylorova fada funkce lg(x + 1) konverguje k lg(z + 1) na (—1,1] a tedy

0 k

Z(—l)k % =lg(x+1), ze€(-1,1].

Binomicky rozvoj

(1+az)P =
14 po+ 2B 0,2 4 pemDelpmnt) oy g ) =

i (;llc))xk +p(p—1)...(p—n)(1 + C)p—n—l&a@;!ﬂ 7

pr0x>—1,cmezi0ax(kde( ) Mw)

VETA. Taylorova fada funkce (1 + z)?, kde p € R, konverguje k (1 + )P na intervalu (—1,1) a tedy

i =(1+x)P, ze(-1,1).

k=0

Specidlné prop =1/2ap=—1/2:

LT 1 (2k —3)1
\/1+:c_1+§+k§::2(—1)’c 1ka, ze(~1,1)

Qk 1

\/_: i k(2 — DU gk ze(-1,1)

Poznamky 7 Priklady 7
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