PRIMITIVNI FUNKCE

V predchozich Castech byly zkoumany derivace funkci a hlavnim tématem byly funkce,
které derivace maji. V této kapitole se budou zkoumat funkce, které naopak jsou deriva-
cemi jinych funkci a budou se hledat metody, jak tyto jiné funkce najit.

Ukazuje se, Ze operace inverzni k derivovani (nazyvand integrovani) je velmi dilezita.
Jak uz jeji nazev napovida, s jeji pomoci bude mozné z jednotlivych drobnych informaci
ziskat informaci celkovou.
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DEFINICE A MOTIVACE

Nasledujici termin je historicky vzity, 1 kdyz nevyjadruje prisluSnou operaci.

DEFINICE. Funkce F se nazyva primitivni k funkci f na intervalu 7, jestlize F'(x) =
f(z) pro vSechna = € I.

Nasledujici tvrzeni plyne z vét o derivacich (viz
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Pro mnoZinu vSech primitivnich funkei k f se pouzivd znaCeni [ f, resp. [f(x) dx, =~ meeil]

5 o a2 o o v ip.tc?grélyZ
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9 ., . . . . .. o .o Pozndmky
Derivace maji geometrickou interpretaci, popisuji tecny ke grafu f. Jak bude vidét z

nasledujici Casti, primitivni funkce popisuji velikost plochy pod grafem funkce. 25

Otéazky

JestliZze f je spojita funkce na uzavieném intervalu [a, b], ma na tomto intervalu primi- Cviceni
tivni funkci F', jak bude ukdzano
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Pro vétsi ndzornost necht’ spojitd f > 0 na [a, b]. Zvolime primitivni funkci F k f na
la, b] tak, Ze F'(a) = 0.

Podle véty o stfedni hodnoté pouZité pro funkci F je pro libovolny interval [r, s] C

@, )
F(s) = F(r) = f(c)(s =)

pro néjaké (vhodné) ¢ € (r, s).

rychlost .. dréha
rychleji

Primitivni funkce

primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2

spojité funkce

Je-li s velice blizko r, bude i f(c) velice blizko hodnotdm f(r), f(s), protoze f je . romrukeeprim.fce
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zlutého obdélniku ?

Kdyz interval |a, b] rozd€lime na n intervalti body x4, ..., x,,_1 a ozna¢ime zy = a, x, =

b, pak

F(b) — F(a)

pro néjaka ¢; € (x;_1, ;).

n

Z(F(ﬂfz‘) — F(zi-1) atedy F(b)—

1=1

F(a) = Z fle)(@ — xi-1)
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Lze si proto v uvedeném pripadé predstavit, Ze hodnota primitivni funkce F' v bodé
x € [a, b udava velikost plochy mezi osou x a grafem funkce f nad intervalem [a, x].

£ (b)
—> b
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ZAKLADNI NEURCITE INTEGRALY

Ze znalosti derivaci zdkladnich funkci 1ze najit primitivni funkce k mnoha funkcim.
Nékteré z nich ukazuji nasledujici dvé tabulky.

funkce f interval [ prim.funkce k f na [
sin x R — COST
COS T R sin
1
— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx
1 :
—cotgx
— (km,m + k) g
GZE R 6,’1/'
P Primitivni funkce
xz = primitivni funkce
a,a > 0 R lga jednoznacnost
1 geometricky popis
= — 00 O O o0 i integraly 1
x ( ’ )’ ( ) T ) lg ‘:f‘ imegralzz
ot spojité funkce
" n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, +00) — konstrukce primfee
— vypocet
a P potl linearita
x% a# —1 (0, 4+00), nékdy R, ... T oor paries
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funkce f interval / prim.funkce k f na I
11 > (—=1,1) arcsin @
—
ngc2 R arctg x
5 (—o0, —1), (1, +00) lg |z + /72 — 1|
1
oA R lg(x + Va2 +1)
1_1952 (_007_1)7(_171)7(17+OO)
POZOROVANT:

Jestlize f ma na otevieném intervalu [ derivaci f’, pak

Primitivni funkce

1. soudin f f’ md na intervalu / primitivni funkci f2/2, primitivni funkce

jednozngéngst .
2. podil f’/f md na I primitivni funkci lg | f| (pokud na I nenabyva f nulové hodnoty). — &RReiqs Pors
. , ip.teigrélyZ
TotéZz pomoci znaku integrilu: spojité funkee
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/ 2 0 / 2
= = per partes
/ff f*/2 ,neboli / f@)f(z)dx = f(z)/2+C per pates,
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f/ . f/ ( X ) Pozndmky
/7 =lg|f|, neboli f(z) dx =1g|f(z)|+ C Piiklady
Otazk
Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle- cViéer

dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.
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funkee f interval I prim funkee k f na I
SIN T COS T (—00, +00) %sian

s (—7/2 4 km, 7 /2 + k) Ltg?

Ing (0, +00) % ng 95

a;g‘ff R 1arctg® x
T R 3/ + 22
funkee f interval I prim funkee k £ na I
tgx (=m/2 4 km,m/2+km) | —lg|cos]
cotg x (km, w4+ k) lg | sin |
o (km/2,m/2 + km/2) —lg|tg z|
(:U2+1)1arctgx (—00,0), (0, +00) lg | arctg x|
% R lg(sin®z + 1)
241 R lgvz? +1
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PRIMITIVNI FUNKCE SPOJITYCH FUNKCI

V predchazejicich pripadech se primitivni funkce uhadly podle znamych derivaci ne-
kterych funkci. Existuji metody, pomoci nichz je mozné zjistit primitivni funkce aktiv-
n¢ji. Nejdrive je vSak vhodné si ujasnit, pro které funkce ma smysl primitivni funkce
hledat.

Ma-1i funkce vSude derivaci a nékde ji ma kladnou (graf stoupd) a nékde zapornou
(graf klesa), musi mit lokalni extrém s nulovou derivaci.

Ma-li f na [ primitivni funkci, musi mit f na / Darbouxovu vlastnost, tj. musi zobra-
zovat intervaly z I na intervaly nebo body. (Proc? — viz ).

Z kapitoly o spojitych funkcich je znamo, Ze kazda spojitd funkce na intervalu ma
. Maji aspon tyto speciélni funkce s Darbouxovou vlastnosti pri-
mitivni funkce? Odpovéd’ je kladna:
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Dukaz. Dtikaz bude kvili jednodussimu znaceni proveden na intervalu [0, 1]. Necht’ f
je spojitd na [0, 1].
Hledana primitivni funkce F' bude bodovou limitou posloupnosti funkci { £}, } defino-

vanych takto:
k-1 :
1 l k k
(z) 2n;f o) (5 ) (2= 5

kde £ je nejvétsi prirozené Cislo, pro které je x > Qﬁn nebo £ = 0 jinak.
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Pro kazdé = € [0, 1] je posloupnost {F,(x)} cauchyovska:

Necht' ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro |z — y| < 1/2" je | f(z) — f(y) < e (podle
). Jestlize m > n a ¢ je menSi neZ k prislusné k x v definici F},,

pak z intervalu [ /2", (i 4+ 1)/2") ptibude v definici F;, ¢len f(i/2")/2" kdeZto v definici
F,,, to bude 2" &lend tvaru f(j/2™) /2™, kde j/2™ € [i/2", (i + 1)/2").

Protoze f(i/2")/2" = 2™~ " f(i/2")/2™, je rozdil tohoto Clenu pro F), a uvedenych
¢lend pro F}, roven souctu 2" vyrazl (f(i/2") — f(j/2™))/2™, které jsou v absolutni
hodnot€ rovny nejvyse /2" a jejich soucet je tedy nejvyse /2",

TentyZ postup lze provést i pro ¢ = k s tim rozdilem, Ze pocet Clenli z definice F},,

které se nyni pocitaji (napf. roven p), mize byt mensi nez 2" a vyraz (v — -%) se napise

2n
jako soudet p vyrazil (z — 45) + (& — 551) + ..+ 5 — B0 kde K/ je ono k

prislusné k z v definici F},,. Vysledkem je opét odhad &/2" absolutnl hodnoty rozdilu
uvedenych vyrazl pro F},, F,.

Protoze k < 2", je |F,.(x) — F,,(x)| < €, coZ se mélo dokazat. Existuje tedy bodova
limita posloupnosti funkci { F}, }, ktera se oznaci F.

Zbyva ukdazat, Ze derivace F' v bod¢ x je rovna f(x), tj. Ze }Lir% (|F(z + h)

hf(x))/h| = 0.

Podobné jako v predchozi ¢ésti ditkazu necht ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro
lz —y| < 1/2"je | f(x) — f(y)| < . Necht" h > 0 (pro h < 0 je postup obdobny). Pro

m > n plati
= (o)) R - ().

i=ky

— Flz) —

Fo(z+h)

kde k1, ko jsou prislusna Cisla k z definice hodnoty F},, v bodé x nebo x + h resp.
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Soucet koeficientd u vSech f(j/2™) je roven h a tedy vyraz F,,(x + h) — F,,(x) —
hf(zx) se lisi od vySe uvedeného vyrazu pro F,,(x + h) — F,,(z) tim, Ze vSude je misto
prislusnych f(j/2™) psano f(j/2™) — f(x). TudiZ pro h < 27" plati

[Fin(z +h) = Fn(z) = hf(2))/h] < max{|f(y) — f(z)|;y € [z, 2+ h]} <e

Jestlize se na levou stranu provede limita podle m, dostane se hledand nerovnost.

Zbyva vétu dokazat pro oteviené a polooteviené intervaly (i neomezené). Dikaz je
skoro stejny pro ob€ moznosti.

Dukaz. Dikaz véty. Necht' ¢ je spojitd funkce na intervalu (a,b). Tento interval lze
napsat jako sjednoceni (a,b) = | J[ay, b,] rostouci posloupnosti kompaktnich intervald.
Podle pfedchoziho lemmatu existuje na kazdém intervalu [a,,, b,,| primitivni funkce G, k
g alzejizvolit tak, Zze G\, (a1) = 0. Pfi této volbé je zfejmé, Ze pro n < m je ziZeni G, na
[y, by) rovno G,,. Nyni staci definovat G(x) pro x € (a, b) jako G),(x), kde x € [ay,, by)].
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VETY PRO VYPOCET NEURCITYCH INTEGRALU

Tato Cast bude vénovana obecnym metoddm, jak primitivni funkce nalézt. Specidlni

metody urcené pro specidlni typy funkci budou uvedeny v nasledujici kapitole.

VETA. (Linearita) Jsou-li F' a G primitivni funkce k f, resp. ¢, na intervalu I, je

linearni kombinace aF' 4+ GG primitivni funkci k af + Gg na I, tj.
flaf+B8g9)=af[f+08[g.

[f-9#Jf Jg

Poznamky 2 Priklady 2 Otazky 2
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Ze vzorce pro soucin derivaci 1ze odvodit nasledujici velmi dualezité tvrzeni, tzv. in-

tegraci po Castech (z latiny: per partes), kterd se pouziva pro integraci soucinu dvou
funkci.

VETA. (Integrace po ¢astech) Necht funkce f, g maji na intervalu I derivace f', ¢’
Ma-li f'g na I primitivni funkci H, ma funkce f¢’ na I primitivni funkci fg — H, tj.,
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Pomoci integrace po Castech lze zjistit mnoho primitivnich funkci-

. et s s T
rsinw R —ZT COST + SN X

xe’ R e’(x — 1)

r?sin R —x%cos’x 4 2z sinx + 2cos T
lg (0, +00) r(lgr — 1)

arctgx R rarctgxr — lg(va? + 1)

e’ sin(bx) R o

—(asin(bx) — bcos(bx))

a’+b?

Poznamky 3

Cviceni 3Uceni 3 Ze vzorce o derivaci slozené funkce lze ziskat tzv. vétu o substituci

pro integraci. Na rozdil od derivace souCinu nemd derivace slozené funkce symetricky

Priklady 3

Otazky 3
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charakter a proto lze prislusSnou vétu o substituci napsat ve dvou verzich podle toho, z
které strany rovnosti se vychazi.

VETA. (1. substituéni véta) M&jme ndsledujici situaci:
1. funkce ¢ ma derivaci na otevieném intervalu /;
2. funkce f je definovana na otevieném intervalu J D ¢([);
3. F' je primitivni k funkci f na J.

Potom funkce F' o ¢ je primitivni k (f o ) - ¢' na [, tj.,

| fetane dX—/f

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit p(z

VETA. (2.substituéni véta.) M&me ndsledujici situaci:
1. funkce v ma nenulovou derivaci na otevieném intervalu J;
2. funkce f je definovana na otevieném intervalu [ = ¢(J);
3. G je primitivni k funkei (f o ¢)) - ¢0' na J.

Potom funkce G o ¢! je primitivni k f na I, tj.,

/ fz) dx = / F ) () de

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit ¢~ (z).
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