PRIMITIVNI FUNKCE

V predchozich ¢astech byly zkoumdany derivace funkci a hlavnim tématem byly funkce, které derivace maji. V
této kapitole se budou zkoumat funkce, které naopak jsou derivacemi jinych funkci a budou se hledat metody, jak
tyto jiné funkce najit.

| Bude hodné metod :-) I

Ukazuje se, Ze operace inverzni k derivovani (nazyvana integrovani) je velmi dilezitd. Jak uZ jeji ndzev napo-
vida, s jeji pomoci bude mozné z jednotlivych drobnych informaci ziskat informaci celkovou.

| Integrace = zcelovani. I

| Integral je celnik. I

Pouiti integrace v aplikacich je OBROVSKE.




| Integruji rada ;-) I

DEFINICE A MOTIVACE
Nasledujici termin je historicky vZity, i kdyZ nevyjadiuje prislu$nou operaci.

DEFINICE. Funkce F' se nazyvé primitivni k funkci f na intervalu I, jestlize F’(x) = f(x) pro viechna z € I.

| Pozor na ten interval!!! I

ProtoZe derivace jakékoli konstantni funkce je
nulova funkce, neni primitivn{ funkce urcena jed-
noznacné, ale skoro jednoznacné.

"AZ na konstantu", fikaji matematici . ..

Nasledujici tvrzeni plyne z vét o derivacich (viz derivace a spojitost, disledek véty o stfedni hodnoté).

VETA. Necht' F je primitivni funkce k f na I. Potom:

1. F'jespojitina I.



2. Pro libovolné c € R je F' + c primitivni funkce k f na I.

3. Je-li G primitivni funkce k f na I, pak existuje ¢ € R tak, Ze je G = F + c.

Pozor opét na ten (jeden!) interval.

Inverzni zobrazeni k derivaci tedy neni jedno-
znacné. Nicméné ze znalosti jedné primitivni
funkce k f jsou vSechny ostatni ihned znamé.

"AZ na konstantu", fikaji matematici . ..

Pro mnoZinu vSech primitivnich funkei k f se pouZivd znaeni [ f, resp. [ f(z) dx, je-li tfeba zdiraznit pro-
ménnou .

Znak [ se lidové nazyva "fajfka".




Znak [ se nazyvé integral.

Znak [ se nazyva integrdl (pfesn&ji neurcity integral na rozdil od urcitého, ktery bude zaveden pozdgji) a celé
oznaleni [ f(x) dx se &te: integral funkce f (podle proménné z). Vyznam znaku dx bude objasnén v Pozndmkdch.

sz

Derivace maji geometrickou interpretaci, popisuji teCny ke grafu f. Jak bude vidét z nasledujici ¢asti, primitivni
funkce popisuji velikost plochy pod grafem funkce.

Napiiklad plocha pod grafem rychlosti odpovida
draze a derivace drahy podle Casu je rychlost.

| Tedy drdha je primitivni funkce k rychlosti. I

Jestlize f je spojitd funkce na uzavieném intervalu [a, b], md na tomto intervalu primitivni funkci F, jak bude
ukdzano déle.

Pijde o to, spocitat plochu pod grafem spojité
funkce jako limitu ...




| To bude narez!!! I

Pro v&tsi ndzornost necht’ spojitd f > 0 na [a, b]. Zvolime primitivni funkci F' k f na [a, b] tak, Zze F(a) = 0.

Podle véty o stiedni hodnoté pouZité pro funkci F je pro libovolny interval [r, s] C [a, b]

F(s) = F(r) = f(e)(s —7)

pro n&jaké (vhodné) ¢ € (r, s).

Rozdil funkénich hodnot F' v bodech r, s je tedy
roven plose obdélniku nad intervalem [r, s] s vy§-
kou rovnou néjaké hodnoté funkce f na tomto in-
tervalu.

rychlost .. drdha
rychleji

Nékdy je rychlost mald, jindy velika.
rada rychlost "akorat".

Je-li s velice blizko r, bude i f(c) velice blizko hodnotdm f(r), f(s), protoZe f je spojitd (a uvedeny obdélnik
se nebude piilis lisit od ,kiivého" obdélniku s jednou stranou zaménénou za graf f nad [r, s]).

Je modra plocha
rovna plose
Zlutého obdélniku ?
r c s



| ANO, ale jeste to zatim "nevime". I

Kdy? interval [a, b] rozdélime na n intervald body 21, ..., x,—1 a oznalime xg = a, x, = b, pak

n

F(b) = F(a) =Y (F(z;) = F(zi-1) atedy F(b)—F(a) = f(ci)(wi — i 1)
i=1

=1

pro néjakd ¢; € (x;_1, ;).

Soucet na pravé strané je plocha n obdélnickd,
kterd se pri velmi velkém n skoro nelisi od pred-

stavy plochy mezi osou x a grafem f na intervalu
[a, b].

Lze si proto v uvedeném piipadé piedstavit, Ze hodnota primitivni funkce F' v bod€ x € [a, b] uddva velikost
plochy mezi osou x a grafem funkce f nad intervalem [a, x].

f F (b)

F(b)

Primitivni funkce F' méfi plochu pod grafem f
"zleva doprava"




Nezvoli-li se F(a) = 0, popisuje danou plochu
rozdil F(z) — F(a).

Pozndmky 1:

-1
1. Znaceni. Z rtiznych jinych znaceni pro primitivni funkce lze zminit znaceni pro -1.derivaci, tj., 317{ . V litera-
tufe 1ze najit pro primitivni funkce také termin antiderivace, ktery vystihuje podstatu operace 1épe.

Jestlize si uzivatel stdle uvédomuje, Ze pfifazeni primitivnich funkci k dané funkce nenf jednoznac¢na funkce, neni
Zadny problém pouZivat znafeni [ f(z) dx. Nesmi se nikdy zapomenout, Ze se jednd o mnoZinu funkci, nikoli o
jednu funkci.

Proto se Casto piSe (napf. pro primitivni funkci ke cos)
. C .
cosxdx =sinx 4+ C, nebo [coszdx =sinz

kde se za C bere libovolné redlné Cislo.

Jedna urditd primitivni funkce se ziska dalsi podminkou na jeji hodnotu v néjakém bodé.

Napf. je ukolem nalézt primitivni funkci ke kosinu na R, kterd ma hodnotu 1 v bodé 0. To znamena, Ze sin 0+ C' =
1, odkud vyplyvd, ze C' = 1, takZe hledana primitivn{ funkce je sinx + 1.

2. Diferencialni rovnice. Nalézt primitivni funkci ke kosinu vlastné znamend vyfesit tzv. diferencidlni rovnici
y' = cos z (diferencialni rovnice jsou rovnice funkci, které obsahuji s hledanymi funkcemi i jejich derivace).

V uvedené rovnici se hledd funkce () spliiujici danou rovnost. Vime, Ze miiZe existovat nekone¢né mnoho fesen.
Jediné z téchto feSeni se ziskd zaddnim dal$i podminky, napf. podobné jako vyse, y(0) = 1.

Obecné se tedy fesf (velice specidlni) diferencidlni rovnice 3/ = f(x), popf. za podminky y(zg) = yo pro n&jaké
konkrétni hodnoty g, yg.

3. Vysvétleni pouziti znaku dx u integralu.

Je zfejmé nutné n&jak urcit proménnou, podle které se mé primitivni funkce hledat; napf. u integralu | (uzv —

4w sin v) by nebylo mozné zjistit, zda jde o proménnou u nebo v. Pro¢ je v§ak k uréeni proménné ptidano pismeno
d?

Vznikly vyraz, napf. dx, je symbolem pro nekone¢né malou zménu proménné . V uvedené geometrické interpre-
taci primitivni funkce F je F'(x) rovno souctu ploch obdélnicki o strandch zhruba rovnych f(z) a malické délce
intervalu okolo z. Limitn& lze tedy chépat integral jeko soucet ploch obdéInitki o strandch f(x) a dx. Znak [

vznikl z pismene S pro soucet (Summe).

<« dx —>

4. Existence versus vypocet.

Pozdéji bude ukdzano, Ze kazda spojita funkce na otevieném intervalu ma primitivni funkci. To v8ak neznamena,
Ze tuto primitivni funkci Ize napsat pomoci znamych funkci.

Napt. k funkei 1/ (22 + 1) nebude moZné napsat primitivni funkci, pokud nebude definovéna funkce arctg.
P Dy g2
Lze ukdzat, Ze primitivn{ funkci napt. k e=%
necnych konstrukei, jako jsou napf. fady).

neni mozné napsat dosud zavedenymi funkcemi (bez pouziti neko-



Konec poznamek 1.

Priklady 1:
1. Vypoctéte nasledujici integrély a zjistéte, v jakych intervalech vysledek plati:

/egy dy, / sin(2t) dt , / 2(\1;; )

Uhédnuty vysledek beru. I

2. Pomoci vysvétleni v predchozich Pozndmkach vyfteste ndsledujici rovnice:

y =sinz,y(n) =7,

! ! y(1) =0

Y :may

3. M rovnice ¢y = —= = s podminkou y () = 0 feSeni?

Konec piiklada 1.

Otazky 1:
1. Ma funkce signum primitivni funkci na R, na (0, 3)?

2. M4 Dirichletova funkce primitivni funkci na (0, 1)?



3. M funkce 1/22 primitivn{ funkci na (—1,1)?

| Ach ty mezihodnoty ... I

4. Ukazte pomoci odpovidajicich tvrzeni pro derivace, Ze primitivni funkce (pokud existuje) k liché (nebo sudé)
funkci je sudd (resp. lichd) funkce. Bude primitivni funkce (pokud existuje) k periodické funkci opét periodickd
funkce?

Konec otazek 1.

Cviceni 1:

| Budeme pocitat integrély :-) I

Reseni. Funkce f(x) = 2z je spojitd na R. Proto bude existovat na R jeji primitivni funkce. Jednou z
primitivnich funkei je F(z) = 22 na R.

Piiklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci 2.

PiSeme to

/2;17 dx ¢ 2, zeR.

Co znamend [ f(z) dx?
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Jde o mnoZinu primitivnich funkci. Navic to plati
na intervalu, feknéme J. Kazdé dvé funkce této
mnoziny se li§{ o uréitou konstantu.

A jak pak mdme chédpat

/f(a;) dx —1—/9(33) dx ?

Miéme dvé moZnosti. Bud’ zavedeme operaci
soucet pro dvé mnoZiny funkci, nebo budeme po-
Citat s jednim "reprezentantem" z kazdé mnoZiny
a vysledny soucet reprezentantl bude zase repre-
zentant mnoZiny primitivnich funkei.




| AZ na konstantu, fikaji matematici. I

Ted’ vazné. | f(z)dx neni dpln& Cisty zépis, ale
skoro kazdy to pouziva.

Je to imluva, kterd ma pfi pocitdini mnohé vy-
hody. Prosté to podivné dx a [ spolkneme a
usnadnime si hleddni primitivnich funkcf.

JestliZe tedy napiiklad
/f(:zz) dx + / flx)dx Cou ,red,
pak
L C
/ fl@)ydx=x,zeJ.

Lze si hrat s mnoZinami, konstantami i reprezen-
tanty, ale je to jedno.

11



Mnohem obtiznéjsi je naucit alespoi nékoho psat

disledné, na kterém intervalu naSel primitivni
funkci!!!

Pokud tedy bude zépis vypadat takto

/[(r) dx € F(z),z€eJ,

neni problém.
Priklad. Spo¢téte primitivni funkei k funkei 1/.
Resent. Pro kladnd z je primitivni funkcf funkce log .

Pro zdporna « je primitivni funkci funkce log(—x), protoze podle véty o derivovani slozené funkce plati
(log(—2))' = (-1): — =~

Tedy log || je primitivni k 1/z na (0, co), podobné i na intervalu (—oo, 0).

Tedy plati

"1
/fdx log|z|, x>0,
J x

"1 B
/fdx(: log|z|, <0,

Tomuto faktu fada pocitacovych programi neveti
a fada student( jej nepouZziva.

C .
= dx = log|z|, z # 0 je humus.

Konec cviceni 1.

12



Uceni 1:

| Nékdy a nékde !!! I

i
¥
i
¥

| Nékdy a nékde !!! I

13



‘)
[Isinz] dx = | [sinz dx|.

Konec uceni 1.

ZAKLADNI NEURCITE INTEGRALY

Ze znalosti derivaci zdkladnich funkci Ize najit primitivni funkce k mnoha funkcim. Nékteré z nich ukazuji
ndsledujici dvé tabulky.

Zkuste v nasledujicich tabulkdch nejdiive sami
urcit primitivni funkce k funkcim v levém sloupci
na intervalu popsaném v prostfednim sloupci.

14



funkce f interval 1 prim.funkce k f na I
sin x R —COST
oS T R sin z
tgx
C0512x (—7/2 + km,w/2 + k) S
1 —cotgx
snZa (km, 7 + k)
u.’")
at,a >0 R lga
1 (—00,0), (0, +00) lg ||
x ) b b
quLI
" neZ—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, +00) n+l
LL’”’+1
% a # —1 (0, 4+00), nékdy R, ... a+1
funkce f interval 1 prim.funkce k f na I
1 arcsin x
— —-1,1
i LY :
arctg
1
1422 R
1 2
12 1 (—OO,—l),(l,—f—OO) 153‘1 + * 1|
22—
12 R lg(z + Va2 +1)
<41
. x+1
1—1562 (—OO,—l),(—l,l),(l,—f—OO) 1g |%’
POZOROVANT:

Jestlize f ma na otevieném intervalu I derivaci f/, pak

1. soucin ff’ mé na intervalu I primitivni funkci f2/2,

TotéZ pomoci znaku integralu:

Neékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasledujici dvé tabulky uva-

déji dva pripady.

f(z)
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/ff’ — f2/2,neboli/f(x)f’(a:) dx = f*(x)/2+C

/J} = 1g1f], neboli [ @) 4 =19 7(0) + €

2. podil f//f méd na I primitivn{ funkci lg | f| (pokud na I nenabyva f nulové hodnoty).




funkce f interval 1 prim.funkce k f na I
1 : .
sinx cos x (—o0, +00) 3 sin? z
sinz 1,02
cos’ s (=7/2 + b, m/2 + k) Lig2y
lgx 11,2
z (0, +00) 5lg”a
arctg x Larctg? x
z241 R 2 g
33 AV
- R 33/(1+22)
Viia? 2 /(1 +22)?
funkce f interval 1 prim.funkce k f na
te e (—7/2 4 km,w/2 4 kn) —1g | cos x|
cotg x (km, 7 + k) lg | sin z|
1 —lg|tgx
Smzcosw (km/2,m/2 + km/2) gltg |
1 _ lg | arctg x|
(z241) arctgx ( 0070)’ (0, +OO) g
skt (2a) R lg(sin? z + 1)
sin? z+1
- levVaz? +1
241 gVvas +

PRIMITIVNI FUNKCE SPOJITYCH FUNKCI

V pfedchazejicich pfipadech se primitivni funkce uhddly podle zndmych derivaci né€kterych funkci. Existuji
metody, pomoci nichZ je moZné zjistit primitivni funkce aktivnéji. Nejdfive je vSak vhodné si ujasnit, pro
které funkce ma smysl primitivni funkce hledat.

| Myslite si, Ze to md smysl pro kazdou funkci? I

Ma-li funkce vSude derivaci a nékde ji ma kladnou (graf stoupd) a nékde zdpornou (graf klesd), musi mit
lokalni extrém s nulovou derivaci.

16




| To vi kazde;. I

| Tedy funkce signum nema primitivni funkci. I

Ma-li f na I primitivn{ funkci, musi mit f na I Darbouxovu vlastnost, tj. musi zobrazovat intervaly z I na
intervaly nebo body. (Pro¢? — viz Darbouxova vlastnost).

| Opak obecné neplati. I

17



Z kapitoly o spojitych funkcich je zndmo, Ze kazd4 spojitd funkce na intervalu md Darbouxovu vlastnost.
Maji asponl tyto specidlni funkce s Darbouxovou vlastnosti primitivni funkce? Odpovéd’ je kladn4:

VETA. KaZzda spojitd funkce na intervalu md na tomto intervalu primitivni funkci.

Nejdiive bude dokdzan specidlni ptipad pro kom-
paktni intervaly.

Idea dikazu je jednoducha: aproximujeme plo-
chu pod grafem spojité funkce. Jak ? Jednoduse.

18

Aproximujeme spojitou funkei f po Castech kon-
stantni funkci fj,, u které zméfime plochu pod
grafem pomoci po ¢dstech linedrni funkce F7,.
Tato funkce aproximuje primitivni funkci F.
Sestrojime posloupnost f, a dostaneme F' =

lim F,,.




| ...jak je v matematické analyze zvykem. I

| Tak jdeme na ty zvyky. I

Diikaz. Dikaz bude kviili jednodus$imu znaceni proveden na intervalu [0, 1]. Necht’ f je spojitd na [0, 1].

Hledand primitivni funkce F' bude bodovou limitou posloupnosti funkei { F}, } definovanych takto:

v v

kde k je nejvétsi prirozené Cislo, pro které je z > 2% nebo k = 0 jinak.

Grafem F, je lomend ¢dra zacinajici v 0, lomici
se v bodech i/2™ i = 1,...,2™ — 1, ze smérnice
F(i/2™) na smérmici f((i +1)/2™).

19



Funkce F;, odpovida mnohotihelniku pod funkci
fn, ktera je po Castech konstantni, spojitd zleva a
rovna funkci f v bodech i/2™,i = 1,...,2".
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Pro kazdé x € [0, 1] je posloupnost { Fy, ()} cauchyovska:

Necht’ ¢ > 0an € Njetakové, Ze pro |x—y| < 1/2"je |f(x)—f(y) < € (podle véty o stejnomérné spojitosti).
Jestlize m > n a i je mensi neZ k pfislu$né k x v definici Fy,, pak z intervalu [i/2", (i + 1)/2™) pfi-
bude v definici F}, ¢len f(i/2™)/2" kdeZto v definici Fy, to bude 2™~ " ¢Elend tvaru f(j/2™)/2™, kde
3/2m € [i/2n, (i + 1) /27).

Protoze f(i/2™)/2™ = 2™~ f(i/2™) /2™, je rozdil tohoto &lenu pro F}, a uvedenych ¢lend pro Fy, roven
souctu 2™~ vyrazd (f(i/2™)— f(j/2™)) /2™, které jsou v absolutni hodnoté rovny nejvyse /2™ a jejich
soucet je tedy nejvyse £/2".

TentyZ postup lze provést i pro i = k s tim rozdilem, Ze pocet Clent z definice Fy,, které se nyni politaji
. v 7 o !
(napf. roven p), miZe byt mensi nez 2"~ a vyraz (v — 2%) se napiSe jako soulet p vyrazd (z — 2’%) +

(g — Bly 4 4 82001 B20 de & je ono k pifslusné k & v definici Fy,. Visledkem je opét

odhad /2" absolutni hodnoty rozdilu uvedenych vyrazii pro Fy,, Fy,.

Protoze k < 2", je |Fy,(z) — Fiu(x)| < €, coZ se mélo dokdzat. Existuje tedy bodovd limita posloupnosti
funkei { F}, }, kterd se oznali F.

Zbyva ukdzat, 7e derivace F' v bodé x je rovna f(z), tj. Ze %mb(\F(x +h)— F(x) — hf(z))/h| =0.

Podobné jako v predchozi Casti diikazu necht’ ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro |z — y| < 1/2" je
|f(z) — f(y)] < e.Necht h > 0 (pro h < 0 je postup obdobny). Pro m > n plati

ko—1 _
Pt~ = 0 S)1(8) e & 9(58) - (-~ )1 (8).

i=ky

kde k1, ko jsou pfislusna Cisla k z definice hodnoty F},, v bod¢ = nebo x + h resp.

Soucet koeficientti u viech f(5/2™) je roven h a tedy vyraz Fp,(z + h) — Fpp(z) — hf(z) se 1isi od vyse
uvedeného vyrazu pro Fy, (z 4+ h) — Fy,(x) tim, Ze vSude je misto piislusnych f(j/2™) psdno f(j/2™) —
f(x). Tudiz pro h < 27" plati

[Fm (2 + h) = F(2) = hf(2))/h] < max{[f(y) = f(2)|;y € [z,2 + h]} <e

JestliZze se na levou stranu provede limita podle m, dostane se hledand nerovnost.

Zbyva vétu dokézat pro oteviené a polooteviené intervaly (i neomezené). Diikaz je skoro stejny pro obé
moznosti.

Dukaz. Dukaz véty. Necht' g je spojitd funkce na intervalu (a, b). Tento interval 1ze napsat jako sjednoceni
(a,b) = Ulan, bp] rostouci posloupnosti kompaktnich intervali. Podle pfedchoziho lemmatu existuje na
kazdém intervalu [ap, by] primitivni funkce Gy, k ¢ a lze ji zvolit tak, Ze G, (a1) = 0. Pfi této volbé je
ziejmé, Ze pro n < m je zizeni Gy, na [an, by] rovno Gy,. Nyni stali definovat G(x) pro = € (a,b) jako
Gn(z), kde © € [an, by].

| Tomu konci jsem rozumnél. I

VETY PRO VYPOCET NEURCITYCH INTEGRALU

Tato ¢ast bude vénovana obecnym metodam, jak primitivni funkce nalézt. Specidlni metody urcené pro
specidlni typy funkci budou uvedeny v nasledujici kapitole.

21



Obecné metody vychdzeji ze vzoreckd pro deri-
vovani souctu, soucinu a slozené funkce.

| To zndm, to jsem vidél v kiné. I

VETA. (Linearita) Jsou-li F a G primitivni funkce k f, resp. g, na intervalu I, je linedarni kombinace
aF + BG primitivni funkei k aof + Bg na I, t.

Jlaf+Bg)=a[f+8[g.

| Derivace souctu je soucet derivaci. I

Je nutné varovat, Ze modifikace predchozi véty
pro souciny a podily neplati!

[f-9#f [g
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Kdo to pouZije, je synem smrti ;-) Radé&ji to ne-

budu pouZivat.

Pozndmky 2:
1. Z poslednich fadkl obou poslednich tabulek je vidét, Ze je potieba urcité zkuSenosti k urceni primitivn{
funkce “uhddnutim".

v vz ~oews

V dalsi ¢4sti budou uvedeny metody, jak tyto primitivni funkce urcit jinymi, ale pracnéj$imi metodami.

Je vZdy vhodné se chvili zamyslet, jestli neni mozné urcit primitivni funkci ze zkuSenosti, neZ ihned zacit
dlouhé a Casto ¢asové narocné vypocty.

K ziskani zkuSenosti je ovSem nutné vypocitat
stovky primitivnich funkeci.

I kdyZ v dneS$ni dobé kazdy lepsi matematicky pocitacovy program dovede urcit primitivni funkce mnoha
funkci, je vzdy lepsi mit alespon predstavu o vysledku a umét aspon jednodussi primitivni funkce spocitat
bez pomoci pocitace. Uz i proto, Ze pocitace délaji chyby a neni dobré jim dplné véfit.

Navic, existuje mnoho jednoduse vypadajicich funkci, ke kterym pocita¢ nedovede najit primitivni funkci,
aniz je fesitel pro pocita¢ vhodné upravil.

Je také vhodné mit po ruce tabulky neurcitych integralt, které byvaji nékdy prilozeny do matematickych
ucebnic nebo piehledt (podrobné tabulky neurcitych integrald 1ze nalézt napt. v knize Prehled uZité mate-
matiky od Karla Rektoryse a spolupracovnikd, v kapitole o integralnim poctu.

2. Pocita¢ mivd potiZe pfi urCovani primitivnich funkci k funkcim, které jsou definovany po ¢dstech.

I pfi manudlnim vypoctu byva nutné nalézt primitivn{ funkci na kazdém z jednotlivych intervalt zvlast’ a
potom dat vysledek dohromady. Co to znamen4a?

Je tfeba mit na paméti, Ze primitivn{ funkce je spojitd na daném intervalu a vysledkem pfedchozich vypoctu
je funkce definovana po Castech, kterd nemusi byt spojitd, i kdyZ na jednotlivych intervalech spojita je.

Je tedy nutné ziskané funkce vhodné posunout ve sméru osy y tak, aby ve styénych bodech jednotlivych
defini¢nich intervald byla vysledna funkce spojita. Viz Priklady pro ilustrativni piiklad a Otdzky pro fakt,
Ze tento postup vzdy vede k cili (pokud piislu§né primitivni funkce existuji).

Je ovSem pravda, Ze pro ucel, ke kterému primitivni funkce slouZi (tj. vypocet urcitych integralll), neni
nutné toto posunovani délat (viz kapitolu o Newtonovych integralech).
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3. Kromé Darbouxovy vlastnosti musi mit funkce f majici primitivni funkci na intervalu I dalsi vlastnosti.
Lze napt. dokazat, Ze f musi byt na I bodovou limitou spojitych funkci, odkud vyplyva, ze v kazdém
libovolné malém intervalu v I je f spojita v nékterém bodé (a tedy v mnoha bodech).

Konec poznamek 2.

Piiklady 2:
Nekteré integraly se daji spocitat pomoci jednoduchych triki:
1. Primitivn{ funkce k 1/(sin? z cos? ) Ize najit tak, 7e misto 1 se dosadi sin? 4 cos? z a zlomek se rozdgli
na dva zlomky.

2. Pro vypocet [ cos(ax)cos(bx)dx se pouZiji souctové vzorce a uvedeny soulin se zapise jako soudet
dvou goniometrickych funkci.

3. Primitivni funkce k sin? z, cos? z: lze ziskat formélni integraci rovnosti

2 2 2

sin?z +cos?z =1, sin?z—cos’z=— cos(2x),,

kde se zintegruji jen pravé strany. Dostanou se dvé linedrni rovnice o dvou neznimych [ sin?zdx a
"

[ cos® z dx.

4. Podobné lze ziskat primitivni funkce k

sinx cosT

fz) = (z) =

asinx +bcosz’ asinx + bcosx

pouZzitim linedrnich kombinaci

(asinx + beosz)

af(z) +bg(x) =1, =bf(x) + ag(x) =

asinx +bcosz
Obé strany umite zintegrovat a opét dostanete dvé rovnice pro dvé neznamé, totiz pro hledané integraly.

5. Primitivni funkce k 1/(a sin z + b cos x) se dostane vyjadienim dvojice a, b pomoci polarnich soutadnic,
tedy jako 7 cos v,  sin o pro néjaké kladné r a uhel . Pak je dand funkce tvaru

1

o m+a)|
rsin(z + «) )

2

1
, ajeji primitivni funkce je — 1g ‘ tg (
r

Move

Pfipadam si jako v fisi kouzel ...

6. Necht' f(x) = |x + 1| na R. Tato funkce je spojitd a ma tedy primitivn{ funkci. Na intervalu (—oo, —1)
mé f primitivni funkci —22/2 — 2 ana (—1, +oo) md f primitivni funkci 22 /2 + x.
Zbyva rozsitit tyto funkce na bod —1. Ziskané primitivni funkce ale maji rizné limity v tomto bodé (jaké?).

Zde se vyuZije toho, Ze posunuti primitivni funkce o konstantu je opét primitivni funkce k dané funkci.
Sta&i tedy posunout druhou funkci 22 /2 + z o jistou konstantu tak, aby po posunuti méli jiZ ob& funkce v
bod¢ -1 stejné limity. Proved’te podrobnosti.
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| Kdo nelepi tam, kde ma a tak, jak m4, je ... I

7. Pomoci véty o integrdlu souctu funkci najdéte primitivni funkce k

20 +3 cosPx+1 1+ 322
Vr ' 1—sin?z 2?(1+22)’

322 — 8xr 4+ 3sinz,

Konec piikladu 2.

Otazky 2:
1. Uvazte, 7e [(—f)=— [fatedyi [(f—g)=[f— [9g.

2. Pomoci matematické indukce ukazte, ze

/i a;fi = i @ t/.fi :

=1 1=1

Jua# [1 [o.a /f#%
o
Jin#| /1]

25

3. Najdéte priklady, Ze

Plat{

4. Najdéte priklady, Ze



5. Necht' f je funkce na (a,b), kterd mé na tomto intervalu primitivn{ funkci (napf. je tam spojitd). Je-li
¢ € (a,b) a Fy, Fy jsou primitivni funkce k f na (a, ¢), resp. na (¢, b), ukazte, Ze existuji vlastni limity

lim Fi(z), lim Fh(x).
r—C_

T—Cy

Je-li prvni limita rovna A a druhd B, je funkce

Fi(z), z € (a,c);

Fy(z)+ A—B, z€(cb).

primitivni k f na (a,b).
Konec otdzek 2.
Cvicenf 2:
Priklad. Zjistéte primitivni funkei k funkci f(z) = | sin x| na intervalu (0, 27).

Reseni. Na intervalu (0, 7) md f primitivni funkci — cosz a na (,27) je f(z)
tivni funkci cos z.

= —sinx, tedy m4 primi-

e

Zbyva rozsitit tyto funkce na bod 7. Ziskané primitivni funkce ale maji rizné limity v tomto bodé (£1).

To se bude muset slepit. I

Zde se vyuzije toho, Ze posunuti primitivni funkce o konstantu je opét primitivni funkce k dané funkci.
Staci tedy posunout druhou funkci cos x o jistou konstantu tak, aby po posunuti méli jiz obé€ funkce v bodé
7 stejné limity.

Hledand primitivni funkce F' na intervalu (0, 27) se miZe definovat

—cosz, x € (0,7);

cosz+2, x€(m?2m).

Tou jedni¢kou a dvojkou jsme zafidili spojitost
F.
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Ovéfime primitivnost: Vime, ze F' = f na (0, )
ina (m,2m). Ovéifme, ze F'(r) = f(m).

Budu muset umét derivovat?

Funkce F' je spojitd zprava v bodé 7, proto podle véty o jednostranné derivaci spocitime

F' (m) Y lim F'(z) = lim |sin(z)] = 0 = f(n).

T—T+ T—T+

Podobné zleva. Ovéfili jsme, ze F'(7) = f(m) atedy F' = f na (0, 27).

Frajefi to nalepi na celém R. Obrazek napovi ...

plocha=2 plocha=2
f

skok o 2 nahoru
F zaruci spojitost

‘ -Ccos /

€os x

<
N
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Musel se najit ten "skok". Ten se pficetl k posou-

vané funkci.

| Snad budu mit nulovy skok ... I

Skok se pocitd jako rozdil limity primitivni
funkce vlevo a limity primitivni funkce vpravo
od lepeného bodu. Pokud jde o kone¢ny skok, jde
lepit, pokud nekone¢ny, NEJDE !!!

A ty tanecky s jednostrannou derivaci u slepené
funkce jsou porad stejné. Nuda.

ia sl Sl il &

Priklad. Spoctéte

/sin2 r dx + /(’,OSQ dx .

Reseni. PouZzijeme vétu o linearité integralu a po¢itdme jednoduse

. L v . : c
/smzw dx + /COSZ dx = /(s1112 x4 cos?) dx = /1 dx = z.
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Integral ze souCtu je soucet integralt. Plati obéma

sméry.

¥

Piiklad. Zjistéte primitivni funkei k |z — 1] + |z + 1].

Resent. Jde o spojitou funkci na R, tedy m4 primitivni funkci na R.
Podle linearity integrdlu miZeme pocitat primitivni funkce obou séitancti zv1ast'.

U kazdého scitance slepime.

Takhle vypada vysledek s pomoci pocitacového
programu

15 12

—Ex -x r=-1 —Ex +x x=1
[l 1= 1fax - 5
1 1 2
—x +x+1 -l<x =F =] lex
Vysledkem je funkce F'(x) definovana na jednotlivych intervalech takto: F'(z) = —x2 naintervalu (—oo, —1),

F(z) = 2z + 1 naintervalu [—1,1] a F(z) = 22 + 2 na intervalu (1, 00), tj.
J
—x%,  x € (—oo0,—1);
Fz)=9 2241, ze[-1,1];

2?42, x € (1, 00).

| Tohle uz umim :-) I
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Uceni 2:

Funkce 1/x m4 primitivn{ funkci na R?.

Nenabyva mezihodnoty, nemtize.

‘)
[z xdx= [zdx- [zdx.

To by musela byt ukrutnd nahoda. Ja véfim na

véty, ne na ndhody.

i
¥
i
¥

Konec uceni 2.

Ze vzorce pro soucin derivaci 1ze odvodit nasledujici velmi dilezité tvrzeni, tzv. integraci po Castech (z
latiny: per partes), kterd se pouziva pro integraci soucinu dvou funkci.

VETA. (Integrace po ¢astech) Necht funkce f, g maji na intervalu I derivace f/,¢’. Mé-li f’g na I
primitivni funkci H, ma funkce fg’ na I primitivni funkci fg — H, tj.,
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/ ‘f‘(/ =f9- ' / if/!/ na I.

| Vypada to tajuplné, v praxi je to limonddka. I

Kdyz madm integrovat fg' , napiiklad z - cosz,
sta¢i umét integrovat f'g , tedy 1 - sinz, coZ je
snadné.

| To zkusim. I

Pomoci integrace po Castech Ize zjistit mnoho primitivnich funkci-

Spoctéte nasledujici integraly; navody jsou v Po-
zndmkdch):
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funkce f interval 1 prim.funkce k f na I

reinz R —xcosx +sinx

xe® R e’(z—1)

r2singe R —22cos?z + 2zsinx + 2cosx
lgx (0, 400) z(lgx —1)

arctg © R rarctgz — lg(vVa? + 1)

e sin(bx) R % (asin(bx) — beos(bx))

Pozndmky 3:
1. Pouziti integrovani po ¢astech ma rtizné formy (viz Pfiklady). Ta nejjednodussi je uvedena v zakladni
VEte.
U integrace soucinu dvou funkci i1 a hg je pii tomto pouZiti jediny problém, a to urcit, kterd z té€chto dvou
funkci bude v dalsim postupu derivovana (tj., bude ve vzorci rovna f) a ktera bude integrovana (tj. bude
rovna g').

Byva vyhodné se zbavovat derivovanim funkci
jako arctg, lg nebo snizovat stuperi u mocnin z".

2. Nékdy lze integrovani po Castech vyhodné vyuzit i pro integraci jediné funkce f, kterd neni vyjadiena
jako soucin (viz integraly funkci lg, arctg). Pak lze psat misto f soucCin f - 1. V tomto pripadé se zfejmeé
bude 1 integrovat a f derivovat, nebo-li

!/‘f(:lr) dx = f(z) -z — /xf’(l-) dx.

Podobné jako jedni¢ku mizeme do funkce "pro-
paSovat" i néco jiného.

3. Casto je nutné integraci po &astech opakovat (viz integrdl funkce 22 sin z). Pak je nutné opakované volit
stejné prifazeni, tj. funkce ziskana derivaci se bude opét derivovat, funkce ziskand integraci se bude opét
integrovat.
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Tedy, pti oznaenf z véty o integraci per partes, se bude f’ opét derivovat a g se bude integrovat.

Co se stane, kdyZ zvolite opacné ptifazeni?

4. Nékdy se pfi opakovaném pouZziti ziskd integrdl I, ktery stdl na pocatku postupu. To znamend, Ze se
dostala rovnice s nezndmou I.
Po jejim vyfeSeni se obvykle ziska vypocet hledaného integralu.

To se tykd napf. integrdlu z ¢** sin(bx).

5. Dalsi z pouZivanych moznosti pouziti integrace per partes je urceni rekurentniho vzorce pro vypocet
integrald.

Je-li v integrované funkci parametr n € N (napf. v mocniné z™), lze Casto integraci per partes ziskat
obdobny integral s parametrem napf. n — 1 nebo n + 1 a tim se dostane rekurentni vzorec (viz Piiklady).

Jak je vidét, integrace po ¢astech ma mnoho vari-
ant pouziti a jakou variantu vhodné zvolit zdlez{
hlavné na zkuSenosti feSitele.

Ja jsem VELMI zkuSeny!
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Konec pozndmek 3.

Priklady 3:
1. Pomoci integrace po ¢astech najdéte primitivni funkce k

lg2a , arcsin z , sin® -, sin z 1g(tg x)

a urCete intervaly, na kterych je primitivni funkce spoctena.

Pokud néco nechcete integrovat, tak to zderi-

vujte.

2. Najdéte primitivni funkci k z7¢® na R.

Je mozZné pouzit Sestkrat integraci po ¢astech nebo pouzit obecné tvrzeni z Otdzek, Ze hledand primitivni
funkce je tvaru (a7m7 +agrb+ .. +ajz+ ag)e®, tuto funkei zderivovat a porovnat ziskanou funkei s ze®.
Po vykriceni e® se dostane rovnost dvou polynomi. Tedy koeficienty u stejnych mocnin se musi rovnat.
Tim se ziskaji vSechny koeficienty a;. Proved’te podrobnosti.

Kdyz zhruba vim, jak bude primitivni funkce vy-
padat, je mozné zderivovanim toho tvaru zjistit
nezndmé parametry.

3. Postup pfi ziskani rekurentniho vzorce, napf. pro [sin” z dx.

Tento integrdl se oznaéi jako I,,, provede se integrace po Gdstech pro soudin sinzsin ! z, kde se ve
vypoétu dosadi cos® z = 1 — sin? 2

I —coszsin™ x4 (n—1) /cos2 zsin "2z dx

—coszsin™ x4 (n—1) / sin" 2 xdx — (n—1)I,.

Odtud vyplyne po vypoctu I, rovnost

can—1
COS & sin r n—1
Ip = — + In 2.
n n

Se znalosti 1y, I7 je dana rekurentni posloupnost.

Podobné uréete rekurentni vzorec pro vypocet integralu I,, z 1/(1 + 22)™. Integrace po &astech se provede
pro soucin 1 - 1/(1 + 22)™ (viz navod vy%e), v ziskaném integrélu se itatel 22 zapiSe jako (1 + x2) — 1,
integrél se napiSe jako soucet ndsobku I, a I, 1. Zbyvajici postup je jiz zfejmy.
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Konec piiklada 3.

Otazky 3:
1. Dokazte vétu o integraci po ¢astech.

| Jde o jedno zderivovani. I

2. Je-li jedna z funkci polynom, Ize tuto funkci z integrace eliminovat.
Ukaite, Ze je-li f("*t1) = 0 na (a,b), pak

[t9=3"19Gu.
. =0

kde G; je i-ta primitivni funkce (tj. i-ta “antiderivace") k g.

Vyzkousejte na [ 23 sinz dx.

3. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(x)e®, kde P je polynom, je tvaru Q(z)e”, kde @ je polynom stejného
stupné jako P.

| To se dalo Cekat. I

4. Ukazte, 7e primitivni funkce k P(z)sinx, kde P je polynom, je tvaru Q1(z) sinx + Q2(z) cosz, kde
@2 je polynom stejného stupné jako P a (1 ma o 1 niZs{ stupeil nez P.
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Slo by to k né&¢emu pouZit?

5. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(x) lg x, kde P je polynom, je tvaru Q1 (x)lgx + Q2(z), kde Q1 a Q2
jsou polynomy stejného stupné jako P.

| Per partes je prihledna hracka. I

Predchozich vysledki polozek 3-5 lze pouzit k
vypoctu integralu porovnanim neurcitych koefi-
cientl. V Pfikladech je uveden ilustrativni pri-
klad.

Konec otazek 3.

Cviceni 3:

Budeme pocitat primitivni funkce pomoci me-

tody per partes, Cili "perpartesit” ;-)

Piiklad. Spoctéte pomoci per partes [ arctgz dx.

Reseni. Funkce f(x) = arctg « a funkce g(x) = 2 maji derivaci na R.
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Funkce
xr

1+ 22

fl(2)g(x) =

ma primitivni funkci (na R, jak je vidét)

log /1 + 22.
Tedy podle véty o per partes f(x)g'(z) = arctg z méd na R primitivn{ funkci f(z)g(z) —log V1 + 22, tedy

rarctgx — log V1 + 22 .

Vypocet je trochu upovidany a pfi kazdém per
partes se bude opakovat. Proto to budeme psat
struénéji.

X
relR.

. . P .
arctg x dx = 1-arctgaxdx = zarctgx — —
/ ° / ° - / 1422’

To bylo per partes. Jeho pouziti indikuje e

Nyni si RADEJI NEKDE BOKEM (nebo z
hlavy) spocitdme ten zbyvajici integral. Pak na-
piSeme vysledek.

/ arctg x dx e arctgx —logvV1+22, 2 €R.

KdyZ néktery faktor v soucinu dvou funkei 1aka k
derivovani, ale o jeho primitivni funkci nemame
zdani, je to dobry kandidat na derivovani v me-
todé per partes.
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| Je to véc citu a cviku. I

Nékdy byva sluSné popsat pouZiti perpartes po-
drobnéji. V nasem piipadé bych nékde pozname-

« , PP Y
nal vysvétleni toho "= , naptiklad:

f(z) =arctgz  g(z) ==z

PP.:  fl2)=11m d@=1

zeR rzeR

Pokud chceme zachovat linearitu vypoctu, mu-
Zeme také psat

/ arctg x dx

PP
= /1 -arctg r dx

f(z) = arctgx  g(x) ==

PP
1 1 L
- f,(/L) T 1422 ql(l) =1 o
reR r€R
r rarctgx — / ‘ v ¢
B st J 1422

Yy

c rarctgx —logv1+22, v €R
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| Jesté joke pro lenochy: I

Piiklad. Spoctéte primitivni funkci k z.

Reseni.
/:zzdx = /l-xdx =
fla)=a  gla)=a
,[)1) 1)1)
= flle) =1 g'(x)=1 1| =
reR reR
= ZL"LL‘*/(L"] dx,z € R,
tedy

2
/:E(lX:/?.,:I?ER‘

Konec cviceni 3.

Uceni 3:

| Per partes je jednoduchost sama: I

f(z) =sinzx g(z) = cosx
9
. « PP PP
/SlHZL’COS.’L’dX == f/(r) = CcOS T g/(T) — —sinx =
r €R reR

cosxsina;—/sinmcosm dx,z € R,
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Popleta . ..

Konec uceni 3.

Ze vzorce o derivaci slozené funkce lze ziskat tzv. vétu o substituci pro integraci. Na rozdil od derivace
soucinu nemd derivace slozené funkce symetricky charakter a proto lze pfisluSnou vétu o substituci napsat
ve dvou verzich podle toho, z které strany rovnosti se vychazi.

Ted’ nastanou potize!!!

VETA. (1. substituéni véta) M&jme nésledujici situaci:
1. funkce ¢ ma derivaci na otevieném intervalu I;
2. funkce f je definovéana na otevieném intervalu J O ¢ ([);
3. F'je primitivni k funkci f na J.

Potom funkce F' o ¢ je primitivni k (f o ¢) - ¢’ na I, tj.,

[ @@= [ s

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit ().

Vzhledem k pozd€jSimu pouZiti jsou obé véty
formulovany pro oteviené intervaly. Dikazy
obou vét jsou primocaré (ovéfeni toho, Ze uve-
dend funkce je primitivni) a jsou pfenechdny k
dodélani.

VETA. (2. substituéni véta.) M&jme nésledujici situaci:
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1. funkce 1 ma nenulovou derivaci na otevieném intervalu J;
2. funkce f je definovand na otevieném intervalu I = ¢(.J);
3. G je primitivni k funkci (f o)) -+’ na J.

Potom funkce G o 1)1 je primitivni k f na I, tj.,

/ flz)dx = / FU@)Y (t) dt

pro = € I, kde za t se musi po vypoétu dosadit 1p~1(z).

U obou substituénich vét funkci integrujeme v
pozménéném tvaru . ..

Tomu kouzlenf{ pfijdu na kloub.

Pozndmky 4:
Z poslednich fadkid obou substituénich vét je vidét jejich rozdil.
Zatimco v 1.substitucni vété je ptislusnd substituce obsazena v integrované funkci, u druhé véty se sub-

s

stituce musi “uhddnout”. To ale neznamend, Ze v prvnim piipadé je substituéni funkce na prvni pohled
zfejma.

V obou piipadech opét zalezi ma zkuSenosti fesi-
tele a pro ziskani zkuSenosti je opét nutné spoci-
tat mnoho integrald.

vy

1. substitucni véta je jednodus$si i co se tykd predpokladi. O derivaci substituéni funkce se nemusi nic
predpokladat (kromé existence, samoziejme). V tvrzeni 2. substitu¢ni véty se potiebuje inverzni funkce k
. Protoze je 1) spojita (ma vlastni derivaci), musi byt ryze monoténni a ma tedy ,skoro vSude" nenulovou
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derivaci. Z toho, Ze ma funkce skoro vSude nenulovou derivaci, neplyne obrdcené, Ze je ryze monoténni
(napt. pro z2). Proto je ve vété piedpoklad nenulovosti 1.
Ve 2. substitucni vété ma substitucni funkce inverzni funkci (protoze je spojita, musi byt ryze monoténni).

V Otdzkdch je uvedena obecnéjsi substitucni véta bez predpokladu existence inverzni funkce. Pro praktické
vyuziti v§ak neni vhodna a vétSinou se hledaji intervaly, kde substituce ma inverzni funkci.

Forméln{ dosazeni ve 2. substitu¢ni v&t€ si 1ze snadno zapamatovat: za x se dosadi vsude v(t), tedy misto

fg.l) se napfSe f(1(t)) amisto dx lze psatdi(t), coz je rovno 1’ (t) dt (formdln{ Gpravou rovnosti d(gét) =

' (t)).

Je samozfejmé nutné zménit i interval, na kterém se integruje: misto ptivodniho intervalu [ se vezme vzor
—1

v (D).

Nezapominejte oveéfit predpoklad, Ze 1) ma nenu-
lovou derivaci.

Je opét vhodné dodat, Ze pro pouziti ve vypocCtu urcitych integrali se vétSinou pouzivd véta o substituci
pro urcité integraly (viz kapitolu o Newtonovych integrdlech). Neni tomu vSak vZzdy a je vhodné znit i
substituéni véty pro neurcité integraly.

Konec pozndmek 4.

Priklady 4:
U 1 substituéni véty mame nasledujici situaci:

Maéme integrovat

/ﬂM@W@Mw

Dosadime si do toho vyrazu vztah ¢(z) = t, a jeho "derivovanou podobu" ¢’(z)dx = dt a dostaneme
[ f(#)at.

Pokud dovedeme spocitat
[ ra=re,

mame hotovo
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Castd je linedrni substituce ¢t = px + ¢, kterd zfejmé splituje viechny predpoklady véty. Nap.

1
/sin(prrq)dx: 7/sin(t)dt:fcost:fw+c
P p

Volili jsme t = p(x) = px + q.

| Provedli jsme opravdu "substituci"! I

Podobné (spoctéte a urCete intervaly, kde rovnost plati):

dx 1 ¢ T dx .
———& = — arctg — ——————— = arcsin — .
a? + 22 a ga, Va2 — 22 a

| Vidite prislusnou substituci? I

Pokud je v podobnych integralech obecny kvad-
raticky trojélen misto a? + z2, lze pomoci tzv.
Upravy na Ctverec troj¢len na dvojc¢len upravit:
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Spoctéte uvedenym postupem integrdl z

1/(32% — 12z + 19).

| TéZko na cvicCisti . . . I

| ...lehko Na Bojisti. I

Pro ilustraci pouZiti 1.substitu¢ni véty muze slouzit vypocet
. . 1 .
/sin‘jwdx = /(1 — cos® ) sinz dx = 7/(1 —t3)dt = —t +3/3 = 3 cos & — cos

prox € R.

Najdéte  podobné  primitivni  funkce

cos® x,tg3 xT.

44



U druhé substituéni véty substituujeme x = 1)(t) a jeho "zderivovanou podobu" dx = 1’ (t) dt. Po zjistén{
primitivn{ funkce G/(t) dostaneme vysledek G(¢~1(z)).

Pokud takovd inverzni funkce 1)~ existuje!

| Pozor, pozor ... I

Pro ilustraci pouZiti 2.substitu¢ni véty miZe slouZit (substituce t = /)
/eﬁdx =2 /tet dt =2ef(t—1) = 26\/5(\/5 -1

proxz > 0.

| Spoctéte podobnym zptusobem integraly z funkci I

1+tga

1 .
— dx, in/xdx, dx.
/ vVl + 1 * /smﬂ * / sin? z *

Najdéte primitivni funkce k 1/(z* + 1), 22/(z* + 1)
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Neztracejte pri integrovani hlavu. Nékdy staci
prosté trochu kouzlit: Oznacte hledané primitivn{
funkce jako F, G a vypoététe F' + G, F' — G po-
moci substituce t = z + (1/x).

Konec piiklada 4.

Otéazky 4:
1. Dokazte obé substitucni véty.

| Je co dokazovat? I

2. Ukazte, Ze plati ndsledujici zobecnéni substitucni véty:

Necht’ funkce 1 md derivaci na otevieném intervalu J, funkce f je definovdna na otevieném intervalu
I D Y(J) a G je primitivai k funkci f o o na J.

Necht’ ¢ je funkce na I takovd, Ze (1 o p)(x) = x na I. Potom funkce G o @ je primitivni k f na I, 1j.,

/ flz)dx = / Fp)' (8) dt

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit ¢(x).

O co zde jde?

Konec otazek 4.

Cviceni 4:
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Budeme pocitat primitivni funkce pomoci substi-
tuce. Tato metoda vyZaduje veliké mnoZstvi spo-
Citanych prikladd pro vytvoreni spravnych na-
vyku.

Pouziti vhodné substituéni metody si musime
promyslet koukdnim na ptiklad a pfedstavovanim
si, co se po substituci objevi. GOOD LUCK :-)

Pfiklad. Zintegrujte pomoci substituce
/ 2x cos(x?) dx .

Regeni. Zvolime substituci ¢(z) = 2. Jde o funkei derivovatelnou na R. Dosadime si do [ 2x cos(z?) dx
vztah 22 = t, a jeho "derivovanou podobu" 2z dx = dt a dostaneme [ cost dt.

Pokud spocitdme

/(zosfdt ¢ sint, te R,
mame podle 1. substituéni metody hotovo

/2;1: cos(z?) dx € sin(z?), t €R.

Vypocet je trochu upovidany. Proto to budeme
psét strucnéji:

/2:1; cos(z?) dx 2 /cos[dt €sint 2 sin(z?), z €R.
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To byla substituce. Jeji pouziti indikuje S,

Jak bude integral vypadat po substituci, je docela

dobfe predem vidét.

| Je to véc citu a cviku. I

Nekdy byva slusné popsat pouZiti substituce po-
drobnéji. V nasem piipadé bych nékde pozname-

nal vysvétleni toho i, napiiklad:

2=t
2 dx = dt
reR,teR
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Pokud chceme zachovat linearitu vypoctu, mu-
Zeme také psat

2=t
/Q:L’ (:05(;(‘2) ax £ S: 927 dx = dt e /Costdt ¢
reR,teR

C sint 2 sin(z?), z € R.

Vsimnéte si, Ze pfi pouZiti S V JEDEN OKA-

MZIK zmizela viechna z a nahradila je t. A pfi

druhém pouZiti S naopak.

Kdo v jednom integrdlu ma zaroveil x a t, je hu-

musak.

¥
¥
i

| Asi bych nebyl sam ... I
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| Jesté joke pro lenochy: I

Piiklad. Spoctéte primitivni funkci k 2.

Reseni.
2=t
reRteR

| Zkusime to s druhou substitu¢ni metodou. I

' 1
— dx.
/\/1—.7:2

Reseni. Zvolime substituci ¢ (t) = sint, t € J = (—n/2,7/2). Oznatme I = ¢)(J) = (—1,1). Pro
x € late Jjexr =sint <= t = arcsinz. Tedy ¢ ma na J nenulovou derivaci, je tam prosta a
¢~ () = arcsin .

Priklad. Spoctéte pomoci substituce

Pro x € I je integrovand funkce definovana a spojita.

Dosadime si nyni do zadaného integralu vztah = = sint, a jeho "derivovanou podobu" dx = cost dt a
spocteme

. 1 ot . /
/7‘costdt: &dt:/ldtgttel
J V1 —sin?t J cost] _

Nyni je podle 2. substitu¢ni metody hotovo

(& .
= arcsinz, z € 1.

1
/ 7# — dx
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Vypocet je trochu upovidany. Proto to budeme

psat strucnéji:

costdt = / 1dt ¢ t El arcsinx, r € I .

T

. 1 o
R /7
./\/171‘2 . 1 —sin“t

To byla substituce x = sin ¢. Jeji pouziti indikuje

Jak bude integral vypadat po substituci, je nékdy

tajemstvi ...

¥
¥
i

| Ja bych do téch sind nesel. I
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Nekdy byva sluSné popsat pouZiti substituce po-
drobnéji. V naSem piipadé bych nékde pozname-

nal vysvétleni toho i, napriklad:

95}

r =sint arcsinx =t
ze(-L,1)=1 te(-n/2,7/2)=J

dx = costdt teJ=cost#0

[t

|t

Q

Pokud chceme zachovat linearitu vypoctu, mu-
Zeme také psat

xr =sint arcsinx =t
S
S: ze(-L,1)=I te(-xn/2,x/2)=J | =

dx = costdt teJ=cost#0

costdt = / 1dt ¢

' 1
/ V1 —sin?t

S .
t = arcsinx, z € [ .

Vsimnéte si, Ze pii pouZiti S V JEDEN OKA-
MZIK zmizela vSechna = a nahradila je ¢. A pfi

druhém pouziti S naopak.
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Piiklad. Spoctéte primitivni funkci k 1.

Reseni.
z = 2
. s
/1dX: S: ze(0,00)=1
dx = 2tdt

| Jesté joke pro lenochy: I

JT =t
te(0,00)=J Z/Qtdt CeS, sel.

teJ = 2t+£0
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Pokud si u druhé substitu¢ni metody intervaly
I a J odpovidaji vzdjemné jednoznacné, mame
vlastné dvé funkce: © = =z(t) at = t(x). Pak
by tolik nemuselo vadit "michat" v jednom inte-
gralu ob¢ pismenka x a t. Nicméné se to nedopo-
rucuje!!!

Mnohem duleZitéj$i je u druhé substitu¢ni me-
tody védét, Ze jednou (na konci vypoctu) budeme
zpravidla potfebovat tu proklatou inverzni funkci
k nasi substituci.

BTW, hledat inverzni funkci je vlastné hledat fe-
Seni rovnice = = 1)(t) pro nezndmou ¢. Jaké rov-
nice vlastné dovedeme vyresit?




Linearni, kvadratické a jednoduché. I

' 1
./ Niw= it

Reseni. Zvolime substituci ¢(t) = sinht, ¢t € R.

Piiklad. Spoctéte pomoci substituce

Zjistime pro potadek rovnou inverzni funkci:
4 =t

. el —e
x = sinht =

5 —e=x+V1+a2,

z ¢ehoZ jedinym smysluplnym feSenim je
t = log <x+ 1+a;2> .

Navic

b=t t oyt
(sinht)’ = (626> = <e+26) =cosht#0, ze€R.

Tedy 1 mé na R nenulovou derivaci, je tam prostd a 1»~!(z) = log <¢ +V1+ :1:2>.

Pro x € R je integrovana funkce definovana a spojita.

Dosadime si nyni do zadaného integrdlu vztah x = sinh ¢, a jeho "derivovanou podobu" dx = cosht dt a
spolteme

coshtdt= | ——— dt = c t,te

1 cosht
: : 1dt
V1 +sinh? ¢ | cosh ]

Nyni je podle 2. substitu¢ni metody hotovo

dxglog<1}+ 1—‘,—.’1}2),1‘61.

Vypocet je trochu upovidany. Proto to budeme
psét strucnéji:
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1 s/ 1 / c, s :
——— dx = | ————= costdt = 1dt=t=log(l‘+\/1+rz>,IER.
/¢1+m2 V1 + sinh? ¢

To byla substituce x = sinh¢. Jeji pouziti indi-

kuje s,

x = sinht log ($+\/1+m2> =t
S: reR teR

dx = coshtdt teR = cost#0

Pokud chceme zachovat linearitu vypoctu, mu-
Zeme také psat

x = sinht log (1 +V1+ :1:2> =t

1 s s
/ ﬁ dx = S: z R teR =
dx = coshtdt t&€R = cosht#0
} . 1 .
El / ———coshtdt = / 1dt ¢
J /1 +sinh?t .

o

¢ 2 log<w+ 1+:L‘2>,:L'€R.

Viimnéme si, Ze cosh?t — cosh? ¢ = 1, sinh’ ¢ = cosht = 1, cosh’ ¢ = sinh’¢.
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To se hodi na Va2 — 1avz2 + 1.

J |

Konec cviceni 4.

Uceni 4:
Snadny piiklad:

/Qxexz dxi/etdtget.

% Na to nestaci sin a cos?

| Jesté asi néco chybi, snaha ale byla . .. I

56



Snadny piiklad:

/256612 dxi/etdxgex.

| Protiepat, ale nemichat . .. I

Konec uceni 4.
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