PRIMITIVNI FUNKCE

V predchozich ¢astech byly zkoumdny derivace funkci a hlavnim tématem byly funkce, které derivace maji. V
této kapitole se budou zkoumat funkce, které naopak jsou derivacemi jinych funkei a budou se hledat metody, jak
tyto jiné funkce najit.

Ukazuje se, Ze operace inverzni k derivovani (nazyvana integrovani) je velmi dilezitd. Jak uZ jeji ndzev napo-
vida, s jeji pomoci bude mozné z jednotlivych drobnych informaci ziskat informaci celkovou.

DEFINICE A MOTIVACE
Nasledujici termin je historicky vZity, i kdyZ nevyjadiuje prislu§nou operaci.

DEFINICE. Funkce F se nazyvé primitivni k funkci f na intervalu I, jestlize F’(x) = f(x) pro vSechna z € I.

Nasledujici tvrzeni plyne z vét o derivacich (viz derivace a spojitost, disledek véty o stfedni hodnoté).

VETA. Necht F je primitivni funkce k f na I. Potom:

1. F'jespojitina .

\S)

. Pro libovolné ¢ € R je F' + c primitivni funkce k f na I.

(O8]

. Je-li G primitivni funkce k f na I, pak existuje ¢ € R tak, Ze je G = F' + c.

Pro mnoZinu vSech primitivnich funkei k f se pouZivd znaceni [ f, resp. [ f(z) dx, je-li tieba zdiiraznit pro-
ménnou x.

Znak [ se nazyvé integrdl (pfesn&ji neurcity integrdl na rozdil od urcitého, ktery bude zaveden pozdgji) a celé
oznaleni [ f(x) dx se te: integral funkce f (podle proménné z). Vyznam znaku dx bude objasnén v Pozndmkdch.

N 2

Derivace maji geometrickou interpretaci, popisuji teCny ke grafu f. Jak bude vidét z nasledujici Casti, primitivni
funkce popisuji velikost plochy pod grafem funkce.

Jestlize f je spojitd funkce na uzavieném intervalu [a, b], md na tomto intervalu primitivni funkci F, jak bude
ukazano dale.

Pro v&t3i ndzornost necht’ spojitd f > 0 na [a, b]. Zvolime primitivni funkci F' k f na [a, b] tak, Ze F(a) = 0.

Podle véty o stiedni hodnot€ pouZité pro funkci F' je pro libovolny interval [r, s] C [a, b]

F(s) = F(r) = f(e)(s —7)

pro né&jaké (vhodné) ¢ € (r, s).

Je-li s velice blizko r, bude i f(c) velice blizko hodnotdm f(r), f(s), protoZe f je spojitd (a uvedeny obdélnik
se nebude prili§ 1isit od ,kiivého" obdélniku s jednou stranou zaménénou za graf f nad [r, s]).

Kdy? interval [a, b] rozdélime na n intervald body x1, ..., ,,—1 a oznatime xg = a, x, = b, pak

n n

F(b) = F(a) =Y (F(x;) = F(zi—1) atedy F(b)—F(a) = f(ei)(w; — xi1)

i=1 i=1

pro néjakd ¢; € (x;_1, ;).



Lze si proto v uvedeném piipadé piedstavit, Ze hodnota primitivni funkce F v bod€ z € [a, b] uddvd velikost
plochy mezi osou x a grafem funkce f nad intervalem [a, x].
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ZAKLADNI NEURCITE INTEGRALY

Ze znalosti derivaci zdkladnich funkci 1ze najit primitivni funkce k mnoha funkcim. Nékteré z nich ukazuji
ndsledujici dvé tabulky.
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POZOROVANT:

Jestlize f ma na otevieném intervalu I derivaci f/, pak

1. soudin ff’ mé na intervalu I primitivni funkci f2/2,



2. podil f//f méd na I primitivn{ funkci lg | f| (pokud na I nenabyva f nulové hodnoty).

TotéZ pomoci znaku integralu:

[ = £212.meboli [ (@)1 (@)dx = 1) 2+ €

f—/— n i f’(x) X =
/f_lg\f|7 ebol /f(x)d =lg|f(x)|+C

Nekteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasledujici dvé tabulky uvadéji
dva piipady.

funkce f interval [ prim.funkce k f na
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funkce f interval [ prim.funkce k f na I
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PRIMITIVNI FUNKCE SPOJITYCH FUNKCI

V predchézejicich piipadech se primitivni funkce uhadly podle znamych derivaci nékterych funkci. Existuji
metody, pomoci nichZ je mozné zjistit primitivni funkce aktivnéji. Nejdiive je v8ak vhodné si ujasnit, pro které
funkce ma smysl primitivni funkce hledat.

Ma-li funkce vSude derivaci a nékde ji ma kladnou (graf stoupd) a nékde zdpornou (graf klesd), musi mit lokalni

extrém s nulovou derivaci.

Ma-li f na I primitivni funkci, musi mit f na I Darbouxovu vlastnost, tj. musi zobrazovat intervaly z I na
intervaly nebo body. (Pro¢? — viz Darbouxova vlastnost).

Z kapitoly o spojitych funkcich je zndmo, Ze kazd4 spojitd funkce na intervalu m4 Darbouxovu vlastnost. Maji
aspon tyto specidlni funkce s Darbouxovou vlastnosti primitivni funkce? Odpovéd’ je kladna:

VETA. Kazd4 spojitd funkce na intervalu ma na tomto intervalu primitivni funkci.



LEMMA. Spojitd funkce na kompaktnim intervalu mé na tomto intervalu primitivni funkci.

vy,

Dikaz. Dikaz bude kviili jednodus$imu znaceni proveden na intervalu [0, 1]. Necht’ f je spojitd na [0, 1].
Hledand primitivni funkce F' bude bodovou limitou posloupnosti funkei { Fy, } definovanych takto:

kde k je nejvétsi ptirozené Cislo, pro které je x > 2% nebo k = 0 jinak.



Pro kazdé x € [0, 1] je posloupnost {F},(x)} cauchyovska:
Necht' e > 0 an € N je takové, Ze pro | — y| < 1/2" je | f(x) — f(y) < € (podle véty o stejnomérné spojitosti).
Jestlize m > n a i je mensi neZ k piislu§né k = v definici F7,, pak z intervalu [i/2", (i 4+ 1)/2™) pfibude v definici
Fy, Clen f(i/2™)/2™ kdeZto v definici Fyy, to bude 2™~ Elent tvaru f(j/2™)/2™,kde j /2™ € [i/2", (i+1)/2™).
Protoze f(i/2™)/2™ = 2™~ f(i/2™)/2™, je rozdil tohoto &lenu pro F, a uvedenych &lend pro Fy, roven
souétu 2™~ vyrazh (f(i/2™) — f(j/2™))/2™, které jsou v absolutni hodnot& rovny nejvyse /2™ a jejich soucet
je tedy nejvyse /2.

TentyZ postup lze provést i pro i = k s tim rozdilem, Ze poCet Clent z definice F},,, které se nyni pocitaji (napf.

k' k-1

2~ a vyraz (x — 2%) se napiSe jako soulet p vyrazi (x — 2’%) + (g — "y ) +

roven p), mizZe byt mensi nez
m—n m—n
L+ k2 - +1 k2 )

kde £’ je ono k prlslusne k z v definici Fy,. Vysledkem je opét odhad /2™ absolutni
hodnoty rozdilu uvedenych vyrazi pro Fy,, Fi,

Protoze k < 2", je |Fy(x) — Fyp(x)| < €, coZ se mélo dokazat. Existuje tedy bodovd limita posloupnosti
funkci {F}, }, které se oznali F.

Zbyva ukdzat, Ze derivace F' v bodé x je rovna f(z), tj. Ze }11mo(|F(x +h)—F(x) —hf(z))/h| =0.

Podobné jako v pfedchozi ¢dsti dikazu necht’ € > 0 an € N je takové, Ze pro [z —y| < 1/2" je |f(z)—f(y)| <
€. Necht' h > 0 (pro i < 0 je postup obdobny). Pro m > n plati

P~ £t = (= )/ () + 5 5 1(5e)~ (-~ )13

kde k1, ko jsou piislusna Cisla k z definice hodnoty F},, v bod€ = nebo x + h resp.

Soucet koeficientd u vSech f(j/2™) je roven h a tedy vyraz Fy,(x + h) — Fp(z) — hf(z) se 1isi od vyse
uvedeného vyrazu pro Fi,(z + h) — Fi(2) tim, Ze vSude je misto piislusnych f(j/2™) psano f(j/2™) — f(x).
Tudiz pro h < 27" plati

|Fm (2 + D) = F(x) — hf(2))/h] < max{|f(y) — f(z)|;y € [z, +h]} <e

JestliZe se na levou stranu provede limita podle m, dostane se hledan4 nerovnost.

Zbyva vétu dokdzat pro oteviené a polooteviené intervaly (i neomezené). Diikaz je skoro stejny pro obé moz-
nosti.

Diikaz. Dikaz véty. Necht' g je spojitd funkce na intervalu (a,b). Tento interval lze napsat jako sjednoceni
(a,b) = Ulan, bn] rostouci posloupnosti kompaktnich intervald. Podle pfedchoziho lemmatu existuje na kazdém
intervalu [ay,, by primitivni funkce Gy, k g a lze ji zvolit tak, Ze G, (a1) = 0. Pfi této volbé je ziejmé, Ze pron < m
je zizeni Gy, na [ay, by ] rovno Gy,. Nyni stadi definovat G(z) pro = € (a,b) jako Gp(z), kde x € [an, by).

VETY PRO VYPOCET NEURCITYCH INTEGRALU

Tato ¢ast bude vénovana obecnym metodam, jak primitivni funkce nalézt. Specidlni metody urcené pro speci-
aln{ typy funkci budou uvedeny v nasledujici kapitole.

VETA. (Linearita) Jsou-li F a G primitivni funkce k f, resp. g, na intervalu I, je linearni kombinace oF' + G
primitivni funkci k oo f + (B¢ na I, tj.

./'(:(\,/' FBg) (1'/‘,/' 1 i'/',r/.
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Ze vzorce pro soudin derivaci 1ze odvodit ndsledujici velmi dileZité tvrzeni, tzv. integraci po Castech (z latiny:
per partes), kterd se pouziva pro integraci soucinu dvou funkci.

VETA. (Integrace po &astech) Necht' funkce f, g maji na intervalu I derivace f’, ¢’. Mé-li f’g na I primitivni
funkci H, m4d funkce fg¢’ na I primitivni funkci fg — H, tj.,

/ﬁ/:fy*/fgrwl-

Pomoci integrace po Castech lze zjistit mnoho primitivnich funkci-

funkce f interval [ prim.funkce k f na I

sin R —xcosx +sinw

xe® R ez —1)

22 sinx R —22cos?z + 2xsinz + 2cosx
lgx (0, 400) z(lgz —1)

arctg z R rarctgx — lg(vVa? + 1)

€% sin(bx) R %(a sin(bx) — bcos(bx))
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Ze vzorce o derivaci sloZené funkce lze ziskat tzv. vétu o substituci pro integraci. Na rozdil od derivace soucinu
nema derivace sloZené funkce symetricky charakter a proto lze prislu§nou vétu o substituci napsat ve dvou verzich
podle toho, z které strany rovnosti se vychdzi.

VETA. (1. substituéni véta) Méjme ndsledujici situaci:

1. funkce ¢ ma derivaci na otevieném intervalu [;

2. funkce f je definovana na otevieném intervalu J O ¢ ([);

3. F je primitivni k funkci f na J.



Potom funkce F o ¢ je primitivni k (f o ¢) - ¢’ na I, {j.,

[ He@ye@ = [

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit ().

VETA. (2. substitu¢ni véta.) M&me nésledujici situaci:
1. funkce v ma nenulovou derivaci na otevifeném intervalu .J;
2. funkce f je definovand na otevieném intervalu I = ¢(.J);
3. G je primitivn{ k funkci (f o) -+’ na J.

Potom funkce G o 1)~ je primitivni k f na I, tj.,

/ f(z) dx = / S @) (1) dt

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit 1)~ (z).
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