~_  VYPOCET )
SPECIALNICH PRIMITIVNICH FUNKCI

Obecné nelze zadat algoritmus, ktery by vzdy vedl k vypoctu primitivni funkce.

Nicméné existuji jisté tridy funkci, pro které existuje algoritmus, ktery vzdy vede k
vypoctu jejich primitivni funkce.
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INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI

Z linearity neurcitého integralu a znalosti primitivni funkce k z" je zfejmy vypocet
primitivni funkce polynomii.

VVVVVV

V této Casti bude R znacit raciondlni funkci g, kde P, () jsou polynomy stupnd n, m
resp., a m > 1. Lze pfedpokladat, Ze koeficient u z™ v @) je 1.
1. Je-li n > m, existuji polynomy P, P,, tak, ze

P,
R=P+5.

2. Polynom () Ize napsat (jednoznacné) ve tvaru
Qz) = (=)™ (& =)™ - (&% + wz + o) - (27 + ugm +vg)",

kde 71, ..., 7, jsou rizna redlna Cisla (kofeny polynomu (), k; je ndsobnost kofenu 7;) a
T2 + p;T + g; jsou kvadratické polynomy bez redlnych kofenu (/; je ndsobnost jejich
komplexnich kofenil) a pro rliznd j maji tyto polynomy rtizné komplexni koteny.

stupen P je n — m, stupen P, je mensSi nez m .

. 7z s, P . v v
3. Racionadlni funkce 52 1ze napsat jednoznacné ve tvaru

- Air Aiq !
Y () 2 et

1=1

Bjjl.CU + Cj,l )
(22 + ujx + v;)/°

kde koeficienty typu A, B, C' jsou redlna Cisla.

Ziskat takovy rozklad (na parciélni zlomky) znamena (viz priklady ve Cviceni)
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1. Zjistit koreny jmenovatele, pak formaln€ napsat uvedeny rozklad, vynasobit rovnost
jmenovatelem a ziskat tak rovnost dvou polynomii.

2. Srovnat koeficienty u jednotlivych mocnin x. Tim dostaneme soustavu linearnich
rovnic pro nezndmé koeficienty A, B, C' s potfebnymi indexy.

3. Tento systém vyreSime (m4 jediné feSeni).

Integrace racionalni funkce byla tedy pfevedena na integraci polynomu (n¢kdy nulo-
veho) a soucet jistych jednodusSich racionalnich funkci, pro které 1ze jejich primitivni
funkce snadno zjistit.

Dale uvedené primitivni funkce jsou definovany na stejné mnozin¢ jako prislusné cas-
tecné zlomky.

I. Funkce typu —— = ) — jejich integrdl je zndm z predchozi kapitoly:

1 1 )
| e prok £ 1
— _dx = o
( T — T)k racionalni funkg@ -
1g ’gj — T’, pro k=1. rozklad na Cdstecné
. %lomky
integrace
- 1vs v .- .. Castecnych
II. Funk 500 ro B nejdii ¥ n r, k itateli lomki
| unkce tpr @ tuat o] se p (? #+ 0 ejd. ve prevede na tvar, kdy v Citateli je e
derivace kvadratického trojClenu z jmenovatele, tj. na _ funkef
racionalni funkce log
funkei
B 21’ + u racionalni funkce go-
—_— niom.funkci
2 ($2 4+ ux + ’U)l ) racionalni funkce od-
mocnin
. W . / . 7/ A\ . / v Va4 . Poznémky
jehoz integral se substituci y = 22+ ur+v prevede na integral z predchozi Casti I pro 25
yd T1Kla
r = 0, k = [; zbyde vyraz tvaru 1
Otéazky

/
C Cviceni

(33'2 + uxr + 'U)l 7 Udeni




ktery se pomoci upravy na Ctverec (viz Priklady 4 v predchozi kapitole) prevede na tvar
C//
(v +1)
a pro jeho integral existuje rekurentni vzorec (viz Priklady 3 v predchozi kapitole).
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PREVOD FUNKCI NA RACIONALNI FUNKCE

Nékteré funkce vzniklé substituci do racionalnich funkci, se daji integrovat pomoci
prevodu jinymi substitucemi zpét na (obecné jin€) racionalni funkce.
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[ R(e®) dx

Tyto integraly (a je libovolné realné nenulové Cislo) se prevedou na integraci racional-
nich funkci pomoci substituce e** = ¢:

/R(eax) dx = é/@dt

e2® e =1 1
/T dx S: 2%dx = dt i —dtg
L r€R,t R, t+1

log |t + 1]) élog]62%’+1\ ,x €R.

||

[|Q
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f R(lg a:) dX

X

Tyto integrély se prevadéji na integraci raciondlni funkce substituci Ig xz = ¢:

/

1+ logx

xlogx

dx

Iie

[ Rt

S:

t+log|t|)

log x —t
1/£EdX =
€ (1, 00), tE R

dx 2 /R(t) dt .

“ /5

t+1
Ldt—

|
/1+Zdt§

élogx—klog]logaﬂ , 2 € (1,00) .

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



[ R(sinz, cos ) dx

V tomto pripad¢€ lIze vZzdy pouzit substituci

tg= =t = si ! L=t gt
e SIN T = , COST = ., UDC = c
57 241 2+ 1 £2 41
tgt =t
1 2 1 2
/_2 dx 2 | St dx= A dt i/ 7yt =
S1n- X
re0,m),teR (%)
t* +1 1 1 s1 = 1
:/ dt £ -t — — £ "t — .
22 2 22 2 °2  2tgl
racionalni funkvcEz .
Vysledek plati na otevienych intervalech tvaru (k, (k + 1)7), kde k € Z. omky
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[ R(sinz, cos ) dx

pokud R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cos )

toexr =1 — sin’zx t* cos’ x ! d gt
p— _— e X:
£ 2+1° 2+1° 2+1
Napriklad
tgxr =1
! dx 5 S: dXZ%dt S ! ) 1 dt =
sin® t 2 241
r € (0,7/2),t e R 211
1 1 1
S e [
t2 t tg x

JestliZze byla hleddna primitivni funkce na (0, 7) (jak to bude na jinych intervalech?),
pfedchozi postup z tohoto intervalu vynechdvd bod 7/2 a ddva primitivni funkci na . .

(0,7/2) nebo na (7/2, 7). NapiSeme-li vysledek jako 37, dostdvame primitivni funkei — rozklad na cisteene
, . v ~ zlomky
na celém intervalu (0, ) (proc?). integrace.
casteCnych
zlomku
racionalni funkce exp
funkecf

cosx =t pokud R(—sinz,cosx) = —R(sinx,cosx), racionalni. funkce log
. . . funkci
sinz =t pokud R(sinz, —cosx) = —R(sinx, cosx) palni

. racionalni funkce go-

niom.funkci

Napf‘ﬂdad racionalni funkce od-

Sin = t 1 Poznrzilr(r)](l:gn
/ COSZJT dx é g - cos dx = dt i = dt g Piiklady
z € (0,7),t € (0,1] t

SIn“ x
1 S 1 Cviceni
—— = ——— e (0,m).
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Priklady 3




| R(=, %@ dx

Zde je p prirozené Cislo a a, b, ¢, d jsou redlna Cisla splnujici vhodné podminky, aby

nasledujici postup a vyrazy mély smysl (napi. ad — bc # 0).

Substituce
C/ ar +b _ .
cx+d

prevede dany integrdl na integral z raciondlni funkce.

C/aa:—i—b _ .
cx+d

Po umocnéni

dostaneme
ar +b _
cx + d
a je patrno, ze dovedeme vyjadrit x pomoci ¢.
Dostaneme
dtP — b
T = ———
a — ctP
dt? — b dr — b\’ C/ +b
r = 9 dX - dt? o —
a — ctP a — ctP cr +d
Napriklad

t.
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Sl Nt 7= )
/T dx = S: Ovéfime 2.SM !!! obq:__(tﬁtl)2 dt | =
- -TG(0,00) tE(l,OO) ]
t+1 2t
= /— 1+2' 2 th:—/2t2+2tdtg
() (—1)
3
g __t3_t2 i = T+ _Qf+ ’$6<O’OO)

3 T
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[ R(z,Vaz?+ bz + ¢) dx

Pokud je a > 0, 1ze pouZit substituci

. . t? —c
Var? + br + ¢ = v/ax + t, pak umocnénim se vyfe$i v = ————

b—2yat’

odkud Ize dosazenim ziskat vyraz pro v/ax? + bz + c a pro dx. V uvedené substituci lze
na pravé strané meénit znaménka; napr. nékdy byva vyhodnéjsi (podle tvaru integrované

funkce) pouZit v ax? + bx + ¢ = —/ax + t.
Pokud je ¢ > 0, Ize pouZit substituci

Vax? 4 bz + ¢ = \/c + tz, pak umocnénim se vyfesi © = g
—a

b— 2/ct
2 Y

odkud lze dosazenim ziskat vyraz pro v az? + bz + ¢ a pro dx. I zde Ize na pravé strand

substituce ménit znaménka. =~ 5 .
Ovérte predpoklady 2. substitucni véty pro obé substituce.

Zkusime Eulerovy substituce na prikladech:

1 s Vl+rx+1l=—x+t x:;i% )
/$+\/x2+x+1 dx = S : Ovérime 2.5M !!! dX:%dt 2
I z € (-1, 00) t € (0,00)
s [22+26+2
_,/ t1+202
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Vit z+1l=xt—1 T = =2

/ ! d S _2t21+4ﬁ 2 S
X = - XYL KA — et tArt =
N S: Ovenm; 2€.SM dx t(lgt2)2 dt

g / R |
t(t—1)(1+t2)

NAVIC: Pokud m4 dvojélen az?® + bz + ¢ redlné kofeny (napf. kdyZ a < 0, ¢ > 0), 1ze
prevést odmocninu v

/R(az, Vaz? + bz + ¢) dx

na linearné lomenou funkci.
Napf., ma-li az? + bz + ¢ polynom kofeny @ < (3, pak tprava (pro jednoduchost
a=—1)

V=2 tbatc=/E—a)B—2) = (8- o)/,

vSe na intervalu (o, 3).
Dostaneme se k integralu typu

ar +b
dx .
/Q Y Ver+d .

Zkusime si to na prikladé

/(1_3;3):6@ -
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Zdel —2* = (1 —x)(1+ ), tedy (pro x € (—1,1))

Vim# = fo—aptt

Z.volime substituci

Vypocet je standardni:

75

[
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V12

dx

||

||

1+
1—:17_( _x) 11—z
_1+x
11—z
S
1—x
S: x_21>2dX:dt
r € (—1,1), t € (0,00)

||
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