~_  VYPOCET )
SPECIALNICH PRIMITIVNICH FUNKCI

Obecné nelze zadat algoritmus, ktery by vzdy vedl k vypoctu primitivni funkce.

Pro rtzné situace se hodi rizné metody (vypo-
ctul).

Jak jiz bylo nékolikrdt zddraznéno, nalezeni
vhodné metody zavisi na zkuSenosti.

Nicméné existuji jisté tfidy funkci, pro které existuje algoritmus, ktery vZdy vede k vypoctu jejich primitivni
funkce.

Algoritmus mdme napf. pro raciondlni funkce a
jejich sloZeni s nékterymi jinymi funkcemi, napf.
s odmocninami nebo s goniometrickymi funk-
cemi.

Vypocet téchto integrald zvladnou i politace ...




INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI

Z linearity neurcitého integrdlu a znalosti primitivni funkce k x™ je zfejmy vypocet primitivni funkce poly-
nomd.

vvvvvv

Nejdfive se musi raciondlni funkce rozloZit na co

nejjednodussi raciondlni funkce, pro které je jiz
mozné uvést vzorec pro jejich primitivni funkei.

V této ¢asti bude R znacit raciondlni funkci g, kde P, @ jsou polynomy stupiii n, m resp., a m > 1. Lze
predpokladat, Ze koeficient u 2 v @ je 1.

| Z algebry jsou zndma ndsledujici fakta: I

P . U ey
R=P + =2 , stupenl P1 je n — m, stupenl P je menSi neZ m .

Q

1. Je-li n > m, existuji polynomy Py, P», tak, Ze

Jde provést castecné déleni, aby v Citateli ne-

byly zbyte¢né veliké mocniny (chceme "slu$né"
zlomky).

2. Polynom () 1ze napsat (jednoznacné) ve tvaru
Qz)=(x—r)k - (z— rp)kp (@ Fugz o) (2 + Ugx + vq)lq ,
kde r1,...,7p jsou rlznd redlnd Cisla (kofeny polynomu (), k; je ndsobnost kofenu r;) a 2 + pjT + q; jsou

kvadratické polynomy bez redlnych kofend (/; je ndsobnost jejich komplexnich kofeni) a pro riiznd j maji tyto
polynomy rizné komplexni kofeny.



Jde provést rozklad polynomu na soucin kofeno-
vych Cinitelti (redlné kofeny vedou na dvojcleny,
komplexné sdruzené koreny na trojcleny).

3. Raciondlni funkce % 1ze napsat jednoznacné ve tvaru

u Ai,ki Ai,l a Bz +Cin
Z; (m +o 7(1'_”)) > <(x2 R +ujz+vj)) ,

kde koeficienty typu A, B, C jsou realna ¢isla.

Slusné zlomky rozloZime na hodné zlomky. Ty

pak integrujeme kazdy zvIast'.

Posledni uvedeny rozklad raciondlni funkce se
nazyva rozklad na ¢dstecné (parcidlni) zlomky.

Ziskat takovy rozklad (na parcidlni zlomky) znamena (viz priklady ve Cviceni)

1. Zjistit kofeny jmenovatele, pak formalné napsat uvedeny rozklad, vyndsobit rovnost jmenovatelem a ziskat
tak rovnost dvou polynomi.

2. Srovnat koeficienty u jednotlivych mocnin 2. Tim dostaneme soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé koefi-
cienty A, B, C' s potiebnymi indexy.

3. Tento systém vyfeSime (ma jediné fesent).



V nékterych piipadech lze tento postup zjedno-
dusit (viz Priklady).

Integrace raciondlni funkce byla tedy prevedena na integraci polynomu (nékdy nulového) a soucet jistych

jednodussich raciondlnich funkci, pro které 1ze jejich primitivni funkce snadno zjistit.
Déle uvedené primitivni funkce jsou definovany na stejné mnoZing€ jako pfislusné caste¢né zlomky.

Ted’ pfijde opakovani integrovani, jsem zvédava
1]

1

I. Funkce typu @k jejich integral je zndm z pfedchozi kapitoly:
1 1 )
1 % GoyReT Pok#FL
=
v lg|z —r|, prok = 1.

| JASNEEEE 11! I

—BrdC g pro B # 0 nejdfive pfevede na tvar, kdy v Citateli je derivace kvadratického
(22 +uztv)!

troj¢lenu z jmenovatele, tj. na

II. Funkce typu

E 2r +u

2 (22 +uz + )b’

jehoz integral se substituci y = 22 + uz + v prevede na integral z predchozi &asti I pro r = 0, k = l; zbyde vyraz
] g p g p p y y

tvaru
C/

(22 +uz + o)t
ktery se pomoci Upravy na Ctverec (viz Priklady 4 v ptedchozi kapitole) pfevede na tvar
C//
(v + 1)
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a pro jeho integral existuje rekurentni vzorec (viz Priklady 3 v pfedchoz{ kapitole).

|F1’HA!!! I

Poznamky 1:

1. Pfi hledani koeficientl A; ; v rozkladu na raciondlni zlomky lze vyhodné do rovnosti ziskané vyndsobenim
Jjmenovatelem @) postupné za x dosazovat redlné kofeny. Dosazenim = = r; se dostane hodnota A; k.. V piipadé,
Ze vSechny redlné kofeny jsou jednoduché, ziskaji se timto postupem vechny hodnoty A; 1.

Vsechny ostatni koeficienty jsou vyndsobeny vy-
razem x — r;, tedy umlceny.

Existuji vzorce i pro dvojndsobné, trojndsobné
koreny, ale jsou uz slozitéjsi.

3. Misto pouZiti kvadratickych troj¢lent pii komplexné sdruzenych kotenech z;, Z; 1ze pouZit rozklad na zlomky
Dj,k:
(x—z5)

7> apod. pro z;, kde ovSem koeficienty D jsou komplexni Cisla.



Konec poznamek 1.

Piiklady 1:

Piislusné casti pro komplexné sdruzené kotfeny
se pak sectou, aby se dostal vysledek, kde nefi-
guruji komplexni ¢isla.

V konkrétnich ptipadech se vyse uvedené po-
stupy kombinuji, aby byl vypocet co nejkratsi.

1. Rozlozte na Caste¢né zlomky racionalni funkce (pouzijte riizné postupy ziskani koeficienti vysvétlené v Po-

zndmkdch

r+4 r—1 2 ot —1

234322 102" (z+1)3° 23+zx+2°
2. Najdéte primitivni funkci k

3 2 20 +5 x

(x+2)%2" 2+10" 22—-62+10" (22 +4)2°
3. RozloZte na ¢astecné zlomky raciondlni funkci
1
4 +1

Rozklad z* + 1 lze ziskat pfiGtenim a odedte-
nim 222 ve jmenovateli, tim se tam ziskd rozdil
Ctverc.




% | To jsou vychytavky ... I

8 .
——— =2"+32° -2z 9zr — 12 : .
B 3r+2 o v i 2+.’1¢+(:1;71)2+ x—1

Konec prikladu 1.

Cviceni 1:

| Jdeme do parcialnich zlomkd. I

KaZzd4 raciondlni funkce ma pékny rozklad. Na-

priklad takovyhle:

% | Jémine ! I



Vsimneme si, Ze tam jsou polynomy a né&jaké

zlomky.

| Ty zlomky vychazeji z kofent jmenovatele. I

426 4+ 990 x + 870 22 + 367 x> + 75 % + 62°
(x4+1)(2+z)? (z+3)3

Naptiklad:

ma rozklad

1 n 2 n 2 + 3 + 3 n 3
r+1  z+2 (42?2 243 (+3)?2 (x+3)3°

| To je ndhodicka, c666 ? I

Priklad. Zjistéte rozklad na parcidlni zkomky u funkce
472 + 122 + 12
(z+ 1)2 (x+3) '
Reseni. Rozklad lze psit

422 +122+12 A LB . C
(x+1)%@x+3) *+1 (z+1)2 2+3

s nezndmymi koeficienty A, B a C.



Rozndsobime tuto rovnost jmenovatelem a dostaneme vztah

do® +122+12=A(z +1)(x +3) + B(z+3) + C(z+1)%.

| Jedna se o dva polynomy, které se rovnaji. I

Porovnanim koeficientii u 22, z a 1 v rovnosti dvou polynomii dostaneme tfi rovnice pro tfi neznimé A, B
aC.
Jejich feseni je jasne A =1, B=2a(C = 3.
Jiny postup:
Dosazenim = = —1 do rovnice

422 4122 +12=A(z +1)(z +3) + Bz +3) + Clz+1)

spocitdme jednoduse B = 2.
Podobné s © = —3 dostaneme C' = 3. Pak lehce dosadime znamé hodnoty B a C' a spocitame A = 1.

Vysledkem je

422 + 122 + 12 1 2 3

+ + — .
(z+1)% (z +3) z+1 (z+1)? =z+3

Limitujicim faktorem takovychto hrétek je pocet
nezndmych. Nerad pocitdm soustavu o 4 nezna-
mych ...




| Také nerad fesSim rovnice pateho stupné ;-) I
O co jde:

Jmenovatel Q () musime rozloZit na kofenové Cinitele. Kazdy kofen 2z = « ndsobnosti r generuje r parci-
alnich zlomk

T — (x — )’

Pokud trojélen 22 + pz + ¢ v rozkladu Q(z) nemd redlné kofeny, ma dva komplexné sdruzené kofeny
nasobnosti r a ty podobné generuji p parcialnich zlomku

Aix + By Az + By
22+ pr+gq (22 +pr+q)

Tak pro jmenovatel Q(x) stupné r dostaneme soustavu o r neznamych koeficientech.

Pfiklady k ru¢nimu pocitdni zpravidla "nékdo"
peclivé nachystal tak, aby vysly ...
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Dik :-)

Pfiklad. Zintegrujte parcidlni zkomek
4o + 7

22420 +2°
Reseni. Zjistime snadno, Ze jmenovatel je ve tvaru 1 + (x + 1)2 a 7Ze nema redlné koteny. Jedna se tedy o
parcidlni zlomek pfislusny néjaké dvojici komplexné sdruzenych kofent.
Napiseme zadany zlomek jako linearni kombinaci zlomku
2z + 2 1
5 a 5
1+ (z+1)2 1+ (z+1)2°

u kterych umime lehce spo&itat primitivni funkce (jde o funkce log(1 + (= + 1)?) a arctg(z + 1)).
Hledand kombinace je

dx +7 2x¢ + 2 . 1

_—9. 3o — .
1+ (x+1)2 1+(:1;+1)2+ 1+ (z+1)2

’ dr+7 g .
/ #—;_&_2 dx g?-log(l—ﬁ—(w—l—lf) + 3-arctg(z+ 1),z e R.

Také se napfed mohlo substituovat z + 1 = t a
pak rozklddat a integrovat:

. r+1=t . .
Az +7 / * 4t +3
Tot 2zt reRteR t+

2t 1 C , 2 9 bt D
/2,m+3.mdt:2.1og(1+t)+3~a1ctgt=

2-log(1+4 (x+1)?) + 3-arctg(z+1),z€R.
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Obecné si davejte u téch trojélend pozor na tu
linedrni substituci, kterd z z2 + px + ¢ déla t2 4 1.
Je to sice "jenom" linedrni substituce, ale . ..

P¥i rozkladu jmenovatele Q(x) na soucin kofe-
novych &initeld se hodi vzoretky a? — b2 =
(a+10)-(a—0b)apodobné:

Piiklad. RozloZte z* + 1 na soucin kofenovych &initeli.

Reseni.

2t rl1=a2+1+22%—22% = (Zl?2+])272l‘2 = ((L‘2+1+\@:L‘)(ZL‘2+17 V2 ).

Konec cviceni 1.

Uceni 1:

23 4+ 1 md kofeny +1 ?

P s

| Doporucuji 50 na 50 nebo pfitele na telefonu. I

Konec uceni 1.
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PREVOD FUNKCI NA RACIONALNI FUNKCE

Nekteré funkce vzniklé substituci do raciondlnich funkci, se daji integrovat pomoci pfevodu jinymi substi-
tucemi zpét na (obecné jiné) raciondlni funkce.

V dal§im textu bude R znacit raciondlni funkci
jedné nebo dvou proménnych. Raciondlni funkce
dvou proménnych x,y je podil dvou polynomi
dvou proménnych z,y, tj funkci vzniklych ko-
necnymi ndsobky a soucty obou proménnych a
konstant (napf. 322y’ — 623 + zy* — 9); poly-
nomy jsou definovdny pro vSechna redlnd z,y,
raciondlni funkce pro ta z, y, pro kterd je jmeno-
vatel nenulovy.

[ R(e™)dx

Tyto integraly (a je libovolné redlné nenulové ¢islo) se pfevedou na integraci raciondlnich funkci pomoci

substituce e?* = ¢: | IR
/R(e‘w’)dxi E/#dt.

Klasicka situace. Hledand substituce z piikladu
koukd na 100 hont. Neni tieba si pamatovat tu
pravou stranu, ono se to ukaze samo. Napiiklad:

2x
2z et =1t
1
/2271 dx i S: 2€2de = dt i ﬁdtg
et reRteRy +

log |t + 1]) ilog\e%—&—ﬂ ,t€R.

f R(lg x) dx

X

Tyto integraly se prevadéji na integraci raciondlni funkce substituci lg x = ¢:

/E%Q@E/R@m.
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Klasicka situace. Hledand substituce z piikladu
koukd na 100 hont. Napftiklad:

logz =1t

1+1 1 1

/%dx 51 s: 1adx = dt i/idtZ/lﬁ-*dtg
rlog ¥ z € (1,00),t €R t t

1

t + log |t]) 5 logx +log|log x|,z € (1,00) .

Priklady 2:
Najdéte primitivni funkce k
3 — 1 1

er +1"7 w(lg2z+1).

Konec prikladu 2.

[ R(sinx, cos x) dx

V tomto ptipadé€ 1ze vZdy pouZit substituci

2 1—¢t2 2

211t T e YT e

T .
tg§=t — sinx =

Pozor. Vypocet s touto substituci neni jednodu-
chy. Pokud to jde, je 1épe se ji vyhnout.

tgg =t
/ Loae & | s: dx=2 dt i/ L2 qi-
sin? ol 2t \2 241
x € (0,m),teR (ﬁ)
2+1_ ¢ 1 1 s z 1
— at € —t - = 2 2 ggs -
/2t2 2 2t~ 2 %2 2tg2

Vysledek plati na otevienych intervalech tvaru (k7, (k + 1)7), kde k € Z.
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tg§ = t je obecnd substituce. Zpravidla vede
na "lepeni" (viz Priklady 2 v ptedchozi kapitole).
Navic se dvakrat zvySuji stupné danych poly-
nomd. TakZe hodné $tésti ...

| Konci radéji nedomyslim . .. I

[ R(sinz, cos z) dx

pokud R(—sinz, —cosx) = R(sinz, cosz)

| Pro takto "sudou" funkci R volime substituci: I

tgxr =1 — sin’zx 7t2 cos? x 1 d 7dt

— = = X = .
& 211 211 211
Napiiklad

tgxr =1
1 dx 5 S: dx:%dt el L-;dt:
sin? z ol 2 241
Z‘E(O,?T/Q),tER 241

JestliZe byla hleddna primitivni funkce na (0, 7) (jak to bude na jinych intervalech?), pfedchozi postup z
tohoto intervalu vynechdvé bod /2 a dédvé primitivni funkci na (0,7/2) nebo na (r/2, 7). NapiSeme-li

vysledek jako &%, dostdvdme primitivni funkci na celém intervalu (0, 7) (proc?).
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O néco lepsi nez obecnd tg /2 = t je substituce
tgx = t, kterd alespon nezvySuje stupné poly-

nomu (jak jsme vidéli), ale ,lepeni" obecné zl-
stava.

Je-li R lichd v jedné proménné, dostane se nej-
jednodussi substituce, kterd nevyzaduje ,lepeni":

cosxz =t pokud R(—sinx,cosx) = —R(sinz,cosz),
sinz =t pokud R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosz).
Napiiklad
oS 2 s sinz =1 g 1 o
- dx = S: cos dx = dt = [ sdt=
sin? 12
x € (0,7),t € (0,1]
C 1 s 1
= —- = - 0,m).
t sinz '" C (0,m)

Priklady 3:

Najdéte primitivni funkce k

sinx cos 1 1

sinfz 4+ costz’ 1+3cos?z’ 2—sinz’

Uvédomte si, kde musi primitivni funkce existovat a zda jste opravdu na téchto intervalech vysledek dostali.

Konec piiklada 3.

R(z, ¢/ ) dx
cx+d

Zde je p prirozené Cislo a a, b, ¢, d jsou realna Cisla spliujici vhodné podminky, aby nésledujici postup a

vyrazy mély smysl (napt. ad — be # 0).
€/cmc +b .
cx+d

pfevede dany integrdl na integral z raciondlni funkce.

Substituce

16



Je to prvni substituce, kterd Clovéka napadne.
Musime pridat dalsi podrobnosti:

Po umocnéni

Q/agc—I—b _
cx+d

dostaneme
ar +b o
cr+d
a je patrno, Ze dovedeme vyjadfit  pomoct ¢.
Dostaneme
dtP — b
xr =
a — ctP

Nyni pouzijeme tento vztah jako substituci pro
druhou substitu¢ni metodu (ovéite predpoklady
2. substituéni véty)!

Opravdu! Dovedeme nahradit xz, dx i tu pro-
tivnou odmocninu pomoci raciondlnich funkef v
proménné ¢:

17



A asi jeSte budu muset hlidat intervaly, kde to dé-

lam ...

Napriklad
+1 =
x;1—|—1 S xx =t m_t27—1
/de = Ovéfime 2.SM !!! dxz—(tﬁiﬂpdt -

(O OO) te (1700)

t 1 2t

S / + dt:_/2t2+2tdtg
t2 1 -1

IQ

3
2 2 1 1

23 28 2 (,/” ) I e (0,00) .
3 T T

w

Jentak tak ... I

[ R(z,vVax? + bx + ¢) dx

Pokud je a > 0, 1ze pouZit substituci

t2—¢

b—2yat’

odkud 1ze dosazenim ziskat vyraz pro v az? + bz + c a pro dx. V uvedené substituci lze na pravé strand
ménit znaménka; napt. n&kdy byvd vyhodné&jii (podle tvaru integrované funkce) pouZit vax? 4 bx + ¢ =

—vazx +t.

Pokud je ¢ > 0, 1ze pouZit substituci

b—2/ct
Vax? + bx + ¢ = v/c + tx, pak umocnénim se vyfedi x = b—2ye ,

2 —a

Vax? + bx + ¢ = \/ax + t, pak umocnénim se vyfesi x =

odkud Ize dosazenim ziskat vyraz pro vaz? + bz + c a pro dx. I zde Ize na pravé stran& substituce ménit
znaménka.
Ovérte predpoklady 2. substituéni véty pro ob¢ substituce.

18



| Témto substitucim se fika Eulerovy substituce. I

2
VaZ+z+1=—-x+t sr::tlJr_Q%

Zkusime Eulerovy substituce na piikladech:

1 S 2
dx =2 . St " 2674242 =
/x—i— g b S: Ové&fime 2.SM !!! dx = (T120)? dt
x € (—1,00) t € (0,00)
22 + 2t + 2
5 /:—;i—ifdt:.”.
t(1 +2t)
Vet z+l=at—1 r = fi_tg
1 S . —242 44142 s
/1+m de S| s: oveime2SMI  dx= =22 qe | 2
S t e
—t2 42t +1
s /Adt:

t(t—1)(1+t2)

| ...a parcidlni zlomky umi kazdy. I

Jak je vidét, je tfeba ddvat pozor na intervaly, v
kterych se pracuje (kvili znaménktim).

NAVIC: Pokud ma dvojélen az? + bz + c redlné kofeny (napf. kdyZ a < 0, ¢ > 0), lze pievést odmocninu
v

/R —i—bx—i—c)d
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na linearné€ lomenou funkci.

Napf., ma-li az? + bx + ¢ polynom kofeny o < 3, pak tiprava (pro jednoduchost a = —1)

VAT e=Vam a0 =650,

vie na intervalu (o, ().
Dostaneme se k integralu typu

| Z blata do louze . .. I

| i

Zde 1 — 2% = (1 —x)(1 + z), tedy (pro z € (—1,1))

1 1
V1—a22= (1—m)21+m:(1—x) T

—x 1—2z

Zkusime si to na piikladé

Zvolime substituci

1
t= T .
1—2z
Vypocet je standardni:
142
=1
11—z
x S 2 S
= S —Aodx=dt =
/(1 — 29 ) dx wonz &

z € (—1,1), t € (0,00)

|tn
—
glw
_|_|
—_| =
=~
|

Existuji i dal$i postupy pro jiné specialni piipady
— viz rizné sbirky piikladu.
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Piiklady 4:
Najdéte primitivni funkce k

1 g—2-Vi-dz—a®> z+VaZ+1 1 42x+1
4o — 22 -3 22VA—dz—22 7 1-VaZ+1 2?2V oa+17
Nezapominejte zapisovat intervaly, na kterych vysledek plati.
Konec piikladu 4.
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