~_  VYPOCET )
SPECIALNICH PRIMITIVNICH FUNKCI

Obecné nelze zadat algoritmus, ktery by vzdy vedl k vypoctu primitivni funkce.
Nicméné existuji jisté tiidy funkci, pro které existuje algoritmus, ktery vzdy vede k vypoctu jejich primitivni

funkce.

INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI

Z linearity neurcitého integrdlu a znalosti primitivn{ funkce k 2™ je zfejmy vypocet primitivni funkce poly-
nomtl.
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V této Casti bude R znacit raciondlni funkci 5, kde P, @ jsou polynomy stupiii n, m resp., a m > 1. Lze
predpokladat, Ze koeficient u 2™ v @ je 1.

1. Je-li n > m, existuji polynomy P1, P>, tak, Ze

P . . -
R=P + 52 , stupenl P1 je n — m, stupenl P je menSi nezZ m .

2. Polynom @) 1ze napsat (jednoznacné) ve tvaru
Qz)=(@—r)-(z— rp)kl’ (@ Fur o) (2?4 Ug® + vq)lq ,

kde 71, ...,7p jsou rlizna redlnd ¢isla (kofeny polynomu @, k; je ndsobnost kofenu r;) a 2 + pjT + q; jsou
kvadratické polynomy bez redlnych kofent (/; je ndsobnost jejich komplexnich kofenii) a pro riiznd j maji tyto
polynomy rizné komplexni kofeny.

3. Raciondlni funkce % lze napsat jednoznacné ve tvaru

S (kg Ay oy (TG Buet Gy

kde koeficienty typu A, B, C jsou realna cisla.

Ziskat takovy rozklad (na parcidlni zlomky) znamena (viz piiklady ve Cviceni)

1. Zjistit kofeny jmenovatele, pak formalné napsat uvedeny rozklad, vyndsobit rovnost jmenovatelem a ziskat
tak rovnost dvou polynomti.

2. Srovnat koeficienty u jednotlivych mocnin z. Tim dostaneme soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé koefi-
cienty A, B, C' s potiebnymi indexy.

3. Tento systém vyfe$ime (md jediné feseni).

Integrace raciondlni funkce byla tedy prevedena na integraci polynomu (n¢kdy nulového) a soucet jistych
jednodussich raciondlnich funkci, pro které 1ze jejich primitivni funkce snadno zjistit.

Dale uvedené primitivni funkce jsou definovany na stejné mnoziné€ jako piislusné ¢astecné zlomky.

I. Funkce typu ﬁ — jejich integrdl je znam z pfedchozi kapitoly:
1 1 .
1 =% G )T pro k # 1;
J oot
v lg |z —r|, prok = 1.



II. Funkce typu % se pro B # 0 nejdfive pfevede na tvar, kdy v Citateli je derivace kvadratického

troj¢lenu z jmenovatele, tj. na
E 2z +u
2

(22 +uz + o)t

jeho? integrél se substituci y = 22 + ua + v prevede na integral z predchozi &asti I pro r = 0, k = [; zbyde vyraz
tvaru

C/

(22 +uzx +0)t’

ktery se pomoci tpravy na ¢tverec (viz Priklady 4 v predchozi kapitole) pfevede na tvar

C//

(y2 +1)!

a pro jeho integral existuje rekurentni vzorec (viz Priklady 3 v pfedchozi kapitole).

Poznamky 1  Piiklady 1  Cviceni 1

Uceni 1

PREVOD FUNKCI NA RACIONALNI FUNKCE

Neékteré funkce vzniklé substituci do raciondlnich funkci, se daji integrovat pomoci pfevodu jinymi substitu-
cemi zpét na (obecné jiné) raciondlni funkce.

[ R(e™) dx
Tyto integrily (a je libovolné redlné nenulové Cislo) se prevedou na integraci raciondlnich funkei pomoci

substituce e?* = ¢: . R
/R(e‘”)dxi f/ﬁdt
a

e2x =t
/Tl dx = S: 262de = dt /mdt
et reRteR,

log |t +1|) ilog\e%—&—ﬂ ,xeR.

f R(lg) dx

x

Tyto integraly se prevadéji na integraci raciondlni funkce substituci 1g x = ¢:

/dei/fz@)dt.

T

|t

logx—t

141 41 1

/de 2 1. 1/sch: /idt /1+fdtg
rlogx € (1, 00), teR t

t + log |t]) i logz + log|logz| ,x € (1,00) .

Piiklady 2



[ R(sinz, cos ) dx

V tomto piipadé 1ze vZdy pouzit substituci

2 1—¢2 2

2= inz = = dx = d
tgg—t — Slnx—m,cosx—m, X—t2+1 t.
tgg =t
/ Lox 2 ] s: de= 2 dt é/ L _2 4=
Gin2 - 241 o \2 241

ze(0,m),teR o
24+1 o1 1 s T 1

= dt = =t — = 2 —.tg= —
/ 242 2 2t 2 %2 2tg2

Vysledek plati na otevienych intervalech tvaru (k7, (k + 1)x), kde k € Z.

[ R(sinz, cos x) dx

pokud R(—sinz, — cosx) = R(sinz, cosx)

tgxr =1t — sin’zx t? cos? x 1 d de
= = = X = —/— .
& 211 211 211
Napiiklad
tgx =1
1 S . o S 1 1
x € (0,7/2),teR 251

1 1 1
/—dt c ls 1
2 t tgx

JestliZe byla hledédna primitivni funkce na (0, 7) (jak to bude na jinych intervalech?), pfedchozi postup z tohoto
intervalu vynechdvé bod /2 a ddvé primitivni funkci na (0, 7/2) nebo na (7/2, 7). NapiSeme-li vysledek jako

S, dostdvdme primitivni funkci na celém intervalu (0, 7) (proc?).

cosx =t pokud R(—sinz,cosx) = —R(sinz,cosz),
sinx =t pokud R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosz).
Napiiklad
oS & s sinex =1 s 1 o
- dx = S: cos dx = dt = [ sdt=
sin? 12
z € (0,7),t € (0,1]
1 1
¢ -5 __ ,z € (0,m).
t sinx

Priklady 3

fR(x,{’/%)dX

Zde je p prirozené Cislo a a, b, ¢, d jsou redlna ¢isla spliiujici vhodné podminky, aby nasledujici postup a vyrazy

mély smysl (napf. ad — be # 0).
Q/a:r +b i
cxr+d

Substituce




prevede dany integral na integral z raciondlni funkce.

Po umocnéni

ar +b
cx+d
dostaneme
ax+b o
cr+d
a je patrno, Ze dovedeme vyjadfit x pomoct ¢.
Dostaneme
dtP — b
xr = .
a — ctP
L dr=b (P —b ! art+b _
a—ctt’  \a—ct? "Ver+d
Napiiklad
+1 _ 1
£+l s Ifc ~! G s
/T dx = Ovéfime 2.SM !!l dx = — (tQ 1)2 dt | =
€ (0,00) € (1,00)
t 1 2t
2 / R G 2dt:—/2t2+2tdtg
t2 7) -1

1

3
Zp s 2 - 0,00) .
3 3( T > T @ € (0,00)

[ R(z,vVax? + bx + ¢) dx

Pokud je a > 0, 1ze pouZit substituci

2 —

2 _ v s v vs _ c
vVax bx + ¢ = \/ax + t, pak umocnénim se vyfeSi x = ——— ,
ot Var+t,p y b— 2/at

odkud lze dosazenim ziskat vyraz pro vaz? + bx + c a pro dx. V uvedené substituci Ize na pravé strané ménit
znaménka; napt. nékdy byva vyhodnéjii (podle tvaru integrované funkce) pouzit vVax? + bx + ¢ = —/ax + t.

Pokud je ¢ > 0, lze pouZit substituci

b 2./ct

2 —a

Vax? + bz + ¢ = v/c + tx, pak umocnénim se vyfesi x =

odkud lze dosazenim ziskat vyraz pro vaxz? + bz + c a pro dx. I zde Ize na pravé strané substituce ménit zna-
ménka.
Ovéite pfedpoklady 2. substitu¢ni véty pro obé substituce.

Zkusime Eulerovy substituce na pifikladech:

Val+rz+1l=—z+t g ==l

1 g 21+2t g

dx = : Ovéifme 2.SM !!! dx = 20542042 44 | =
/x+\/:c2+x+1 v *= (1+2t)2

z € (—1,00) t € (0,00)

/ 22+ 2t +2
t(1+ 2t)2

|
%)
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Ve2+o+1=at—1 r = 2=2

1 S w3 s S
2 : S§ _ =2t 44t 2
/ TV T dx S: Ovérime 2.5M !!! dx = (1512)2 dt
T € te

[|tn

42
/t+—2t+1dt:m_
tt —1)(1+12)

NAVIC: Pokud m4 dvoj¢len az? + bz + c redlné kofeny (napt. kdyZ a < 0, ¢ > 0), Ize prevést odmocninu v

/R(x, Vaz? + br + ¢)dx

na linearné lomenou funkci.

Napf., ma-li az? + bz + ¢ polynom kofeny o < 3, pak tiprava (pro jednoduchost a = —1)

Vo= G- = (9 -0, [ 522,

vie na intervalu (o, 3).

Dostaneme se k integralu typu

ar +b
dx .
/ @ <x, cx+d ) x
Zkusime si to na piikladé

| i

Zde 1 — 2% = (1 — z)(1 + z), tedy (pro z € (—1,1))

1 1
\/1—1‘2: (1—$)21+x:(1—$) +x

—x 1—=x

Zvolime substituci

1
t= R .
1—2
Vypocet je standardni:
142
ez _y
1—x
T S 2 S
/ 1—owvig ™ w2 &

z € (=1,1), t € (0,00)
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Piiklady 4



