NEWTONUV INTEGRAL

V pfedchozich kapitoldch byla popsédna inverzni operace k derivovani. Zatim nebylo jasné, k ¢emu tento ndstroj
slouzi.

UvaZujme tramvaj, kterd je pohanéna elektfinou a pfi brzdéni vyrabi dynamem elektfinu:

Plocha pod prvni ¢asti grafu funkce se bere s kladnym znaménkem, plocha nad druhou ¢asti se zapornym.
Ziska se celkova elektrickd narocnost.

Definice je vhodn4 pro integraci funkci, které maji primitivni funkci. Tim jsou vynechdny jednoduché funkce
typu signum, monoténni funkce se skoky apod.

Ve

V dalsi kapitole bude proto uvedena znacné obecnéjsi definice. Vypocet té€chto obecnéjsich integralti byva ale
vétsinou sveden k vypoctu integrall z této kapitoly (nebo jsou pouZzity néjaké triky).

DEFINICE URCITEHO INTEGRALU

DEFINICE. Necht funkce f je definovdna na intervalu (a, b) a jsou splnény nésledujici tfi podminky:
1. f ména (a,b) primitivni funkci F'

2. existuji lim F(z) = F(ay), lim F(z) = F(b-);

T—a4 T—b_
3. rozdil F(b—) — F(a+) md smysl.

Pak se rozdil F'(b—) — F'(a4) nazyvd Newtontv integrdl funkce f na (a,b). Znaceni

b
F(o-) - Flar) = (V) [ f(o) dx.
Ja
kde a se nazyva dolni mez a b horni mez integralu.

Rozdil F(b_) — F(ay ) se &asto znaéi symbolem [F(z)]%_, nebo jen [F(z)])2, [F]2..

Dale se formalné definuje
a b c
(N)/ flz)dx = —(N)/ f(z)dx, prob>a, (N)/ f(z) dx = 0 pro libovolné c.
b a c

V této kapitole budou probirany jen Newtonovy integrily, a proto bude slovo ,Newtontiv" a pismeno ,N" u
integralu nékdy vynechavano.

Na rozdil od neurcitého integralu z kapitoly o primitivnich funkcich se tento integrdl nazyva urcity, protoze
jeho hodnotou neni mnoZina funkct, ale jedno urcité ¢islo.

Predchozi definice fikd, kdy ma integral smysl. Jeho hodnota miiZe byt i nevlastni.

Pokud je hodnota | ; f(x) dx vlastni, k4 se, Ze integral konverguje.

POZOROVANI. Necht existuje [ (f f(z)dx.
e Jestlize a < ¢ < d < b, pak existuje fcd flx)dx.

o Jestlizea < ¢ < d < b, pak f € N(c,d).

[res= [ [

e Pro kazdé c € (a,b) je



e Pro kazdé x € (a,b) je

= “ftydt = f).

Z kapitoly o primitivnich funkci je zndmo, Ze kazda spojita funkce na intervalu tam ma primitivni funkci (viz
vétu o konstrukcei primitivn{ funkce).

VETA. (Integral spojité funkce)
1. Kazda spojitd omezend funkce na omezeném intervalu nélezi do N (a, b).

2. Kazda spojitd nezdpornd funkce f na intervalu (a, b) md integral /(f) f(x) dx (a ten je nezdporny).

Diikaz. Necht' F' je primitivni funkce k f na (a,b) (ta existuje). Zbyva ukézat, Ze existuji limity F' v krajnich
bodech a rozdil t&chto limit ma smysl. To je zfejmé, pokud je f spojitd na [a, b] (pak je i F spojitd na [a, b]).
Pro dikaz prvniho tvrzeni stali dokdzat, Ze existuje vlastni lim F'(z) (pro bod b je diikaz obdobny), coZ
T—ay

znamend, Ze pro libovolnou posloupnost z, z (a, b) klesajici k a je posloupnost { F'(xy, )} cauchyovska. To vyplyva
z véty o stfedni hodnoté:

|F(2n) — F(zm)| < sup{|f(2)]; 2 € (a,0)}an — 2m].

Diikaz je téz snadny pro druhé tvrzeni, nebot’ F' je neklesajici (jeji derivace je nezdpornd) a tedy ma limity v
krajnich bodech, coZ je supremum, resp. infimum, hodnot I’ a tedy i jejich rozdil mé smysl a je nezdporny.

Nyni bude upresnéna geometrickd interpretace z kapitoly o primitivnich funkcich.
VETA. (Newton versus Riemann) Necht' f je spojitd funkce na kompaktnim intervalu [a, b] a pro kazdé n € N
je zvoleno néjaké rozdéleni a = 29 < 71, < ... < Ty, p = b intervalu [a, b] takové, Ze délky jednotlivych
intervali nepfesahuji 1/n.
Pak pro libovolné€ zvolend ¢isla ¢; 5, € [Ti—1n,Tin]je
kn

b
h,l,nz fcin)(@in — I[*lfn) - /u f(z)dx.
1=1 ‘

Ditkaz. Necht ¢ je libovolné kladné &islo. Podle véty o stejnomérné spojitosti funkce na kompaktnim intervalu
existuje n € Ntak, ze | f(x) — f(y)| < e jakmile |x —y| < 1/naz,y € [a, b]. Nyni se vezme libovolné rozdéleni
a=1r9 < T1m < ..< Tk, » = bpopsané ve znéni véty, které md délky intervald nejvyse 1/n.

V motiva¢nim Gvodu bylo ukdzdno, Ze | ; flz)dx = Zf;”l J (i) (@i m — Ti—1,m) pro néjaké body ¢; €
(%i—1,m» i m) (uvédomte si, Ze pfedpoklad nezaporné funkce byl v motivaci pouZit jen na geometrické zndzornéni
ploch, nikoli na vypocet sumy). Plati tedy

b km
| / F)dx =3 F(eom)@im — zi1m)| <
a i=1

km
Do 1) = flem)@im = ximim) < e(b—a).
i=1

kn
D Fim)@in — wi1m) -

=1
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VLASTNOSTI URCITEHO INTEGRALU

Definice integralu dava i ndvod, jak integral pocitat.

Jak je vidét z predchozi kapitoly, Casto je tfeba pfi vypoctu primitivni funkce pouzivat mnoha substituci a pak
je nutné se vracet pomoci inverznich funkei k ptivodni proménné té€chto substituci.

Nebo pfi nékolika pouzitich integrace po Castech se ve vysledku miize hromadit mnoho funkci.

Nasledujici vlastnosti ur€itych integralii naznacuji jiny mozny postup, totiZ, Ze neni tieba se vracet pfi substituci
k vychozi proménné, nebo pfi integraci po Castech lze aspoinl pribézné dosazovat nékteré hodnoty a zkracovat tim
Z4pis.

Nasledujici vlastnosti budou uvedeny jen pro pfipady, kdy je Newtonlv integral vlastni. Obecné&jsi piipady
budou zminény v Pozndmkdch.

VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)

1. Jestlize f,g € N(a,b),a, 5 € R, pak af + Bg € N(a,b) a plati

L[?ﬁ+ﬂma[ff+ﬁéz

2. Necht’ ¢ € (a,b). Nélezi-li f do N(a,c)ido N(c,b) aje spojitd v bodé ¢, pak f € N(a,b) a

[o= L[

3. Je-lig,h € N(a,b)ah < f < gna(a,b)a f md primitivn{ funkci na (a, b), pak f € N(a,b) a

/C;bh(x)dx < /abf@) dx < /abg(:L‘) dx

4. Je-li f € N(a,b),je /5 f(z)dx = lim j;): f(x)dx, kde a < ap, < b, < balima, = a,limb, =b.

n—oo

5. Necht' F', G jsou primitivni funkce k f, g resp., na (a, b). Potom

/%ywﬁmfﬂem,

a a
jestliZze prava strana ma smysl a je vlastni.

6. Necht f ma primitivni funkci na svém definicnim oboru. Potom

b 3
[ f@ax= [ sewe @,

je-li jedna strana kone¢nd, kde ¢ md derivaci na («, 3), a zobrazuje tento interval do D(f), pficemz
plat) =a,p(B-) =b.



Dikaz. 1. Dikaz prvniho tvrzeni proved’te sami.

2. Uvedené podminky znamenaji, Ze primitivni funkce Fy, F> k f na (a, ¢), (¢, b) resp., maji v ¢ vlastni limity.
Posunutim napt. F5 o rozdil té€chto limit a dodefinovanim pfislu§né hodnoty v ¢ vznikne primitivni funkce k f na
(a,b), pokud je f spojitd v ¢ (kde je potfeba spojitost?). Zbytek dikazu je zfejmy.

3. Necht' F,G, H jsou primitivni funkce pro f, g, h. Z rovnosti

Fbo)=—(G—-F)(b—-)+G(b-)=(F—-H)(b-)+ H(b-)
vyplyva, ze F(b_) existuje a je vlastni (uvédomte si, Ze funkce G — F' a F — H jsou neklesajici). Podobn& pro
F(aq).

4.Pro f € N(a,b) plyne vysledek pfimo z definice Newtonova integralu.

5. Necht' H je primitivni funkce k fG na (a,b). Pak FG — H je primitivni funkce k Fig na (a,b). Zbytek
dikazu je zfejmy.

6. Necht' F je primitivni funkce k f na D(f). Pak F o ¢ je primitivni funkce k (f o ¢)¢’ na o, 3.

Jestlize mé |, : f(z) dx smysl, plyne rovnost z véty o limit€ sloZené funkce.

Pokud existuje ff Flo(t)¢ (t) dt, rovnd se [F o @]g, co? je totéZ jako [F]2.

DUSLEDEK. Necht funkce f, g jsou definovény na intervalu (a, b).

1. /: f(z)dx > 0, pokud f € N(a,b), f(z) > O0na (a,b);

[\)

inf f(z) - (b—a)< /(i) flx)dx < sup f(z)-(b—a), pokud f € N(a,b) a (a,b) je omezeny;

z€(a,b) z€(a,b) -

W

P f@) x| < [P |f(x)| dx, pokud f, |f| € N(a,b).
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EXISTENCE A KONVERGENCE URCITEHO INTEGRALU

Jak bylo uvedeno na zacatku kapitoly, rozliSuje se podobné jako u fad existence a konvergence integralu.

Podobné se téZ zavadi absolutni konvergence; oproti faddm se pfiddva podminka existence primitivni funkce,
aby pfislusné vyrazy mély vibec smysl:

DEFINICE. Newtondv integral f(f’ f(z) dx konverguje absolutné, jestlize f mé na (a,b) primitivni funkci a
|f] € N(a,b), a konverguje neabsolutné, jestlize f € N(a,b),|f| ¢ N(a,b).

POZNAMKA. Stejné jako u fad Ize i v tomto piipade oCekavat, Ze absolutné konvergentni integrdl konverguje.
VETA. (Absolutni konvergence) Absolutné konvergentni integral je konvergentni.

Diikaz. Necht' F, G jsou primitivni funkce k f, | f| resp., na (a,b) a necht’ ff | f (x)| dx konverguje.

Protoze 0 < f + |f| < 2|f] a f + |f| md primitivni funkci F' + G, kterd je neklesajici, existuje f:(f(a:) +
| f(x)]) dx a podle vlastnosti (3) tento integrél konverguje.

PouZitim vlastnosti (1) se dostane konvergence integrdlu | (f fz)dx.

VETA. (Kritéria konvergence)



1. Je-li f omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b), konverguje integrél [i’ f(x) dx absolutné.

2. Srovnavaci kritérium: Necht’ funkce [ je spojitd na (a,b) a
0 < f <gna/(a,b).Jestlize g € N(a,b) paki f € N(a,b).
3. Necht funkce f, g, g’ jsou spojité a g je navic monoténni na [a, b).
Dirichletovo kritérium: Jestlize / md omezenou primitivni funkci na (a,b) a 111}1 g(x) = 0, pak fg €
T—0_
N(a,b).
Abelovo kritérium: Jestlize / € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).
4. Integralni kritérium konvergence rad:
Necht' f je spojitd a nerostouci na [k, 00). Pak f € N (k,+oo) pravé kdyz Y ", f(n) konverguje.

Dukaz. 1. Dikaz plyne z véty o Newtonoveé integralu spojité funkce.
2. Konvergence || ; f(x) dx plyne z existence (viz véty o Newtonové integrélu spojité funkce) a z vlastnosti (3).

3. Jsou splnény predpoklady pro pouZiti integrace per partes:

[ 1@ ix = 1P@lt - [F@gwas.
Bod a necini potize. ProtoZe je g monoténni a omezend, ma v b vlastni limitu.
V pfipadé Dirichletova kritéria je F' omezend a xlglr;l, g(x) = 0 atedy xlgil, F(z)g(x) = 0.
V piipadé Abelova kritéria existuje vlastn{ mlg})l_ F(x)atedy i xlg})l_ F(x)g(x).
Zbyva ukdzat konvergenci | fF(m)g’ () dx. V obou pifpadech je F' omezend a tedy |F¢'| < K|¢'| na [a,b).

ProtoZe g je monoténni, neméni g’ znaménko a | ; |¢’ ()| dx konverguje pravé kdyz konverguje [ ; g'(z) dx. Po-
sledni integrél se ov§em rovnd 111})1 g(z) — g(a).
z—

4. Podle tvrzeni druhého disledku, je pro kazdé ptirozené n > k
n n+1 n
Stz [ f@dx< Y fnr ).
i—k k i—k

Z téchto nerovnosti plyne vysledek limitovanim vSech vyrazii pro n — oo.

DUSLEDEK.
1. (nelimitni tvar) Necht' f, g jsou spojité a nezdporné na [a, b). Jestlize existuji kladnd Cisla K, L tak, Ze na

[a,b) plati K f(z) < g(x) < Lf(z), pak f € N(a,b) pravé kdyz g € N(a,b).

2. (limitni tvar) Necht' f, g jsou spojité a nezdporné na [a, b). Jestlize lim f(”f) € (0,00), pak f € N(a,b)

r—b_ (z)

pravé kdyz g € N(a,b).

DUSLEDEK. Necht na [a,b) jsou funkce f, g, g, h, b’ spojité a g(x)/h(x) konverguje pro  — b_ monoténné k
nenulovému vlastnimu &islu. Pak pak fg € N(a,b) pravé kdyz fh € N(a,b).
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