OBECNY URCITY INTEGRAL

Zobecnéni Newtonova nebo Riemannova integralu se definuji riznym zplisobem a
dostanou se nékdy rtizné, nékdy stejné pojmy.

V tomto textu bude postup volen jako zobecnéni Newtonova integralu, protoze je to
vhodny postup pro vypocet integralti.

f )

<« dx —>

Funkce signum nema primitivni funkci na celém R, ale funkce |x| je spojita a primi-
tivni k signum na (—o0, 0) i na (0, +00).
Vztah

b
/signtdt bl = al,
a

ziejme 1 v tomto pripadé odpovida tomu, co se v predchozi Casti pod integralem chipalo
(napr. vyjadreni plochy s prisluSnymi znaménky).
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Co je vlastné potrebné pro funkci F', aby definice

b
/ﬂ@w:F@—Fw

zobecniovala Newtoniiv integral?
ProtoZe se jedna o zobecnéni, musi byt F’' = f na intervalech, kde F” existuje.
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NULOVE MNOZINY

Asi by nemélo smysl, kdyby F’ neexistovala na velké mnoZziné, napf. na néjakém
intervalu.

Jde o to urcit vhodné vyznam malé mnoZiny. Lze pochopit, Ze koneCné mnoZiny jsou
malé (vzhledem k intervaltim).

Jsou malé 1 spocetné mnoziny? To uz tak jasné neni, protoZze mnoZzina raciondlnich
Cisel je spoCetna a v jistém smyslu vytvari vSechna realna Cisla.

DEFINICE. MnozZina C redlnych Cisel se nazyva nulova, jestlize pro kazdé £ > 0
existuji intervaly (a,, b,,) takové, Ze

1. U (an,b,) D C,
n=1

2.5 (b — ay) < &.
n=1

Rik4 se, 7e vlastnost V plati skoro vSude (zkratka s.v.) na néjaké mnozin¢ M C R,
jestliZe existuje nulovd mnozina C' a V platina M \ C.

POZOROVANI.
1. Kazda nejvyse spocCetna podmnozina R je nulova.
2. PodmnoZzina nulové mnoziny je nulovda mnoZzina.
3. Spocetné sjednoceni nulovych mnoZin je nulovd mnozina.

4. Interval neni nulova mnozina.
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J-PRIMITIVNI FUNKCE

Podle pfedchoziho pozorovani jsou konecné a spoCetné mnoZziny nulové.

Nespocetné mnoziny mohou ale nemuseji byt nulové.

To naznacCuje moznost, Ze nejvyse spocetné mnoZziny tvori specifickou tfidu nulovych
mnoZzin a Ze zobecnéné primitivni funkce definované na zdakladé této tiidy by mohly byt
také néjak specifické.

V predchozim priklad€ pro signum by se dostala jind hodnota integralu, pokud by
misto zobecnéné primitivni funkce |z| byla pouZzita napt. funkce |z| + 1 na (—o0,0) a
|| na (0, +00).

DEFINICE. Funkce F' naintervalu [ se nazyva J-primitivni funkce k f na [, jestlize

1. F'(x) = f(z) na I aZ na nejvySe spoCetnou mnozinu;

2. F'je spojita na [.

Spocetnd mnoZzina {x € I; F'(x) # f(x)} se nazyva vyjimecna mnozina funkce f.

POZOROVANI.
1. Kazda spojita funkce na intervalu / ma na I J-primitivni funkci.

2. Je-li F' J-primitivni funkce k f na I, ma tutéz vlastnost i ' + k pro libovolné £ € R.

3. Jsou-li F, G J-primitivni funkce k f, g na I, je aF'+ G J-primitivni funkce k a.f+ g
na /.
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obecny integral

Dukaz. Oznali se p = sup{z € [a, b]; [a, x] 1ze pokryt kone¢nym podsystémem systému Syl mnozina

S$koro vSude
Kdyby p < b, staci vzit Jednu mnoZinu z S, napt. (r, s), ObsahU.JICI p a potom lze pokryt N

kone¢nym podsystémem i interval [a, g| pro ¢ € (p, s), coZ je spor. Viastnosti I-p..

Lze predpokladat, ze mskany podsystém je minimdlni, tj. po odebrani libovolného = jokeyvacilemma

jeho prvku zbyly systém uz [a, b| nepokryva. Jqonoionn furce
s , v , 17 . o v 1
Necht se ziskany kone&ny podsoubor sklddd z interval S, Ss, ..., Sj. se stiedy 51, 52, ..., Skl ivint
pricemz s; < s < ... < Sj. absolutni spoj.okolo C

K-primitivni funkce

v v . . . s 2 Nz z .3 . . 917 1 mna vlastnosti K-p.f.
Ulca;te, ze 7 minimality vyplyva zZddana vlastnost: intervaly S;, .S; se protinaji jediné Vlastnosti K-p
kdyZ |'l . ]’ S 1 K-integrdl
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria

Dukaz. véty. Tvrzeni stai dokdzat pro otevieny interval I = (a, b). chvhvalence Konver
Necht' C' je spocetnd mnozina bodl ¢,,n = 1,2,... z (a,b), F je spojitd na (a,b) a o e

F'(z) =0proxz € I\ C. Ma se dokazat, ze F' je konstantni na (a, b). L primitin fnkes
Necht' r, s € (a,b),r < s. Staci ukazat, ze | F'(r) — F'(s)| je libovolné malé. Bud’ tedy Pozmamky

e > (. Muze se predpokladat, Ze r, s € C' (jinak se C' o tyto body doplni). Priklady
Pro kazdé x € (a,b) existuje okoli U, = (z — 0,z + 0,) C (a, b) tak, Ze |F(y) — Ousky

F(z)| <ely—z|proy € U, pokud x ¢ C (protoze F'(x) = 0) atak, Ze |F(y) — F(x)| < cvicen

e/2" pro y € U, pokud x = ¢, (protoze F je v ¢, spojitd). Ugent



Podle predchoziho lemmatu Ize najit body 1 < z9 < ... < xy, tak, ze {le}’f pokryva
|, s] a protinaji se pouze sousedni intervaly.
Pro kazdé i existuje y; € U,, N U,,,, N (x4, i41), piiCemZ y; lze zvolit vétsi nez r a
Yr—1 mensi nez s. Nyni se p01021 Yo="r,yr =satedyjey, < yiiproi=0,.... k— 1.
Potom

o

—1

[F(r) = F(s)| < > |F(yir1)

— F(yi)]-

|
o

ProtoZe oba sousedni body y;,yi+1 lezi v U,, po obou stranidch jeho stredu (kromé,
moznd, prvniho a posledniho intervalu), je |F(y;11) — F(y;)| bud’ nejvyse (i1 — v;)
pokud z; ¢ C' anejvyse /2" pokud x; = ¢,,.

Odtud vyplyva, ze

F(y)| < e((s =r) +2).

Zitejmé funkce typu signum a jejich posunuti a linearni kombinace (tzv. jednoduché
nebo schodovité funkce, majici jen koneCné mnoho hodnot, které nabyvaji na konecné
mnoha intervalech).

Dukaz. Necht' f je napf. neklesajici funkce na I a C' = {c¢,} je spoCetnd mnozina jejich
bodi nespojitosti (skokti).
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aspo.nespojitost monot�nn� funkce

Oznaci-li se s,, velikost skoku v bodé¢ c,,, pak nezaporna funkce s, ktera ma v € [
hodnotu ) {s,; ¢, < x}, se nazyva funkce skokli. Rozdil f — s je spojita funkce na I,
ktera tedy ma primitivni funkci na [.

Snadno se zjisti, ze S(z) = Y {sn(x — ¢,); ¢, < x} je J-primitivni funkce k sna [ s
vyjimecnou mnozinou C'. Tedy i funkce f ma J-primitivni funkci.
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J-INTEGRAL
Nyni lze definovat integral stejnym zplisobem, jako u Newtonova integralu.

DEFINICE. Necht’ jsou splnény nésledujici tfi podminky pro funkci f a interval [ s
hrani¢nimi body a < b:

1. funkce f mé na [ J-primitivni funkci £
2. existuji limity F'(a ), F'(b_);
3. rozdil F'(b_) — F(ay) ma smysl.

Potom se definuje se J-integral funkce f:

b
() [ £ax=Fo) - Flas).

Podobng jako u Newtonova integralu se definuji (J) ['= 0, (J) [,'= —(J) [ X

a
Mnozina vSech funkci, které maji vlastni J-integral (J) fabf dx, se znac¢i J(a, b). Funkce
z J(a,b) se nazyvaji J-integrovatelné, nebo se fikd, Ze jejich J-integral konverguje (na
rozdil od terminu existuje, kdy miiZe byt hodnota integralu nevlastni).
Ze symbolu pro integral neni vidét na jakém typu intervalu / (napf. otevieném, uza-

vieném) je integral definovan. Neni to totiz podstatné, protoZe z definice je vidét, ze
hodnota integrdlu nezavisi na tom, zda koncové body intervalu I nédlezi do /.

V dalsim textu bude proto Casto bez uymy na obecnosti bran otevieny interval /.
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VETA. (Souhrn vlastnosti J-integralu)
1. N(a,b) C J(a,b).
2. Pro kazdou monoténni funkci na (a, b) existuje J-integrdl z f na (a, b).
3. J(a, b) je linearni podprostor prostoru vSech funkci na (a, b) a (J) fabje linearn{ zob-
razeni J(a, b) do R.

4. (a) Je-li (¢,d) C (a,b), je J(a,b) C J(c,d), kde posledni inkluzi se mini zizZeni
funkci.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je J(a,b) = J(a,c) N J(c,b).

5.Je-li f € J(a,b)je (J) [f(t)dt J-primitivni funkce k f na (a,b).

6. Je-li f nezdporna funkce na (a,b) (kromé, moznd, spocetné mnoziny), ktera tam ma
J-primitivni funkci, pak existuje | "F > 0.

7.Je-li f € J(a,b),je (J ff dx—hm f f(z)dx, kdea < a, < b, <ba
lim a,, = a,limb,, = b.

8. Necht' F), G jsou J-primitivni funkce k f, g resp., na (a, b). Potom (J) fang: [FG)2—
(J) fab fG dx, jestlize prava strana ma smysl a je vlastni.

9. Necht' f ma J-primitivni funkci na intervalu /. Necht’ existuje spoCetnd mnoZina C'
a funkce ¢ tak, ze

o gp zobrazuje ryze monoténné («, 3) do I;
e ' existuje na ( B)\ C;

Potom (J) | saa 4 flz)dx = J) [ f s t) dt, je-li jedna strana kone¢na.




Dukaz. Vlastnosti 1 — 5 se dokdZi pifimo z definic. Pro ovéfeni vlastnosti 6 je nutné
s1 uvédomit, Ze spojité funkce, ktera ma nezapornou derivaci vSude na intervalu kromé
nejvyse spocetné mnoziny, je neklesajlcl (viz ndvod v Otdzkdch).

Vlastnosti 7 — 9 se dokazuji stejn€ jako podobné vlastnosti pro Newtonovy integraly.

DUSLEDEK. Necht funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b) kromé nejvyse
spocetné mnoziny.

1. f(f)f < fubq pokud f,g € J(a,b), f(z) < g(x) na (a,b) kromé nejvyse spoletné
mnoziny;

2. U((b f(z)dx

< [?1f(x)| dx, pokud f,

J(a,Db).
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K-INTEGRAL




K-PRIMITIVNI FUNKCE

Pro obecné;jsi integral nez je J-integrél, je nejdiive nutné definovat obecné€jsi primitivni
funkci, kterda musi mit opet obvyklé vlastnosti.

V definicich bude misto pismene J pouzito pismene K podle yjména Jaroslav Kurzweil,
ktery okolo r.1955 tento integral definoval (nezavisle pouzil stejnou definici a ve stejné
dobé R.Henstock). Oba postupovali pomoci zobecnéni Riemannovy metody.

Primitivni funkce byla zobecnéna na J-primitivni tim, Ze se predpokladala existence
derivace nikoli vSude, ale aZ na spoCetnou mnozinu.

Jak vidét z ptikladu Cantorovy funkce (viz Otdzky), v tomto pripadé nestaci predpo-
kladat spojitost zobecnéné primitivni funkce (neplatila by totiz zdkladni véta o primitiv-
nich funkcich, ze dvé zobecnéné primitivni funkce k t€ze funkci se 1i$i o konstantu).

7. diukazu Je videt, co je potreba, aby podobna
véta platila i pro jiné nez spocetné vyjimecné mnoZiny C'; potrebna vlastnost je zformu-
lovana v nasledujici definici.

DEFINICE. Necht C' je podmnoZina intervalu /. Funkce F' definovand na [ se nazyva
absolutné spojita na I okolo C, jestlize pro kazdy interval [r, s] C I a libovolné ¢ > 0

existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdy kone¢ny soubor disjunktnich intervald {(a,, b,)}; v I
protinajicich C' N |r, s| plati
k

D (b=

n=1

<(5:>Z]F Flay)| < e.

Jestlize C' = I, fika se, ze f je absolutné spojitd funkce na [.

POZOROVANI.
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1. Je-1i f absolutné spojitd na I okolo mnoZiny C', je absolutné spojitd na / okolo kazdé
podmnozZiny C'.

2. Kazda spojita funkce na intervalu [ je absolutné spojita okolo kazdé spocetné pod-
mnoziny /.

3. Absolutné spojitd funkce okolo C' je spojitd v kazdém bodé mnoziny C'.

4. Existuje spojita funkce na [0, 1], kterd neni absolutné spojita (viz Otdzky). SR
0 ~ e . . o . . L . nulova mnvoiina
5. Mnozina absolutné spojitych funkci na (a,b) je uzaviend na linearni kombinace, S TOVEE
souciny a absolutni hodnoty. J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
. o . . 'monczt(’)nm’ funkce
DEFINICE. Funkce [ na intervalu / se nazyva K—primitivni funkce k f na I, jestlize Jinteerdl
J-srovnavani
1. F/(ZU) = f(x) S.V. na [, absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
2. F je absolutné spojitd okolo {x € I; F'(x) # f(x)}. e
K-integrdl
Mnozina {z € I; F'(x) # f(z)} se nazyva vyjimecna mnoZzina funkce f. ylasmosti Kl
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-

POZOROVANL. aolin
1. Kazda J-primitivni funkce k f na [/ je K-primitivni funkce k f na /. tgtié%;%efﬁziw
2. Je-li F K-primitivni funkce k f na (a,b), ma tutéZ vlastnost i F' + k pro libovolné %55 ¢ 4o
kER ll)fgdgdz56789
3. Jsou-li ', G K-primitivni funkce k f, g na (a, b), je aF + BG K-primitivni funkce k $5%% 5 ¢ 15
af + Bgna(a,b). llcjvzlcgni 56789

123456789



Diukaz. je podobny dikazu obdobného tvrzeni pro J-primitivni funkce. Nejdfive je
nutné si uvédomit, ze lze diikaz opét prevést na funkce s nulovou derivaci. Jestlize F, G
jsou dvé K-primitivni funkce k f, s vyjimeénymi mnoZinami C, D, pak F' — G je abso-
lutné spojita okolo C' U D a (F — G)' = 0na I \ (C U D). Jedin€ absolutni spojitost
F — G okolo CUD nemusi byt zfejma. Staci si v§ak uvédomit, Ze pokud interval (a,,, b,)
z napf. neprotind D, pak G(a,) = G(b,).

Staci tedy ukézat, Ze pokud je F' absolutné spojitd okolo nulové mnoziny C' C [ a
F' = 0nal\ C, je F konstantni na /. Zfejmé mizeme opét predpokladat, ze I je
otevieny interval (a, b).

Necht’ [r, s] C (a,b)ac > 0. Prokazdé = € (a, ) existuje okoli U, = (x—6,, x+9,) C
(a,0) tak, Ze |F(y) — F(z)| < ely — [ proy € U, pokud z ¢ C' (protoZe F'(x) = 0).
ProtoZe f je absolutné spojitd okolo C, existuje 0 > 0 tak, Ze plati prislusna vlastnost z

pro zvolené ¢.

Pro nalezené ¢ existuje pokryti {(a,, b,)} mnoZiny C' podintervaly z (a, b) takové, ze
> (b —ay) < §.Zpokryti {(ay, b,)} U{U,; x ¢ C'} intervalu [r, s| se podle

vybere kone&né pokryti {I;}%_,

Stejné jako pro J-primitivni funkce se najdou body q, ..., yi tak, Ze dva sousedni body
Y;, Yir1lezi v I;. V piipad€, ze U; = U, pronéjaké = ¢ C, je |F(y;)— F(yivr1)| < e(yiv1—
yi). Zbyvajici intervaly I;, ndlezi do souboru {(a,, b,)} a tedy soucet Zi:il (Yir1 — yi) <
0. Z absolutni spojitosti vyplyva >, [F'(y;) — F'(yi+1)| < € a tedy dohromady

<Y |F(y) - F
Y

|F(r) —

(y2‘+1)’ < 5(1 + S — ”I“).

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni
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aiob.J-korektnost

Pozndmky 4 Otazky 4
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K-INTEGRAL

DEFINICE. Necht jsou splnény ndsledujici tfi podminky pro funkci f a interval
(a,b):

1. funkce f md na (a, b) K-primitivni funkci F’;
2. existuji limity F'(a ), F'(b_);

obecny integral
, . nulova mnozina
3. rozdil F'(b_) — F(a) ma smysl. skoro viude
V.laS.tI-IOSEI n.m.
Potom se definuje se K-integral funkce f: J'pi‘lgr;‘tt;f)‘;if}l_‘gfge
J-korektnost
pokryvaci lemma

b
(K) /f = F(b_) - F(a+) . J_irrlltl:;%tlonm funkce
a vlastnosti J-i.
J-srovnavani

absolutni spoj.okolo C

K-primitivni funkce
Podobng jako u pfedchozich integrald se definuji (K) ['= 0, (K) [, = —(K) fab L s

Mnozina vsech funkci na intervalu (a, b), které maji vlastni K-integral, se zna¢i K (a,b) Kineerd
a prvky t€to mnoziny se nazyvaji K-integrovatelné funkce, nebo se rik4, Ze jejich K- [oamiiil
existence K-mtegralu

integrdl konverguje (na rozdil od terminu existuje, kdy miiZe byt hodnota integrdlu ne- kit
VlaStnf) ekvivalence konver-

gence
absolutni

konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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123456789



3. (a) Je-li (¢,d) C (a,b), je K(a,b) C K(c,d), kde posledni inkluzi se mini zdZeni
funkeci.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je K(a,b) = K(a,c) N K(c,b).

4.Je-li f € K(a,b),je (K) [f(t)dt K-primitivn{ funkce k f.

5. Je-li f nezaporna funkce s.v. na (a, b), ktera tam ma K-primitivni funkci, pak existuje
I >o.

6. Je-li f € K(a,b), je (K) [ f(x dx:ggo(f()fj:f(x)dx,kdeag a, <b,<ba
lim a,, = a,limb, = b.

7. Necht F,G jsou K-primitivni funkce k f, g resp., na (a,b). Potom (K) fang —
[FG)? —(K) f; fG dx, jestliZze prava strana ma smysl a je vlastni.

8. Necht’” f ma K-primitivn{ funkci na intervalu /. Potom (K f P (5 r)dx = (K) ff f
je-li jedna strana kone¢nd a ¢ zobrazuje ryze monoténné (o 6 ) do I

DUSLEDEK. Necht funkce f, ¢ jsou definovany na intervalu (a, b).
1. fabf < ffg, pokud f,g € K(a,b), f(z) < g(x) s.v. na (a, b);
b b
2| ¥ f(w) dx| < [71f(x)]dx, pokud £, |f| € K(a, )

Pozndmky 5 Otazky 5




KONVERGENCE A EXISTENCE K-INTEGRALU

pd

Postup v této Casti je obdobny jako v prislusné Casti pro Newtonovy integraly.

Dukaz. 1.Jsou-li F',G, H K-primitivni funkce k f, g, h na (a,b), je F' — G neklesajici
a I’ — H nerostouci. Odtud a z existence vlastnich limit funkci G, H v krajnich bodech

plynou i existence vlastnich limit v krajnich bodech funkci F'— G, F'— H, a tedy 1 funkce
F

2. ProtoZe g je monoténni, ma s.v. derivaci (viz Otdzky). Jsou tedy splnény predpo-
klady pro pouziti integrace per partes:

b
(K) / F(@)g(x) dx

Bod a necini potiZe. ProtoZe je ¢ monotonni a vZdy omezend, ma v b vlastni limitu.

I
=
3
=y
=
S =

|
=

Q\,®
™
&
Q\
&
oL,

"

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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aine.existence integralu

V pfipadé Dirichletova kritéria je F' omezend a lim g(x) = 0atedy lim F(z)g(x) =

z—b_ T—b_
0.

V piipadé Abelova kritéria existuje vlastni lim F'(x)atedyi lim F'(z)g(z).

x—b_ T—b_
f F(z
|F¢'| < K|¢'| na|a,b). ProtoZe ¢ je monoténni, neméni ¢’ znaménko a (K) f g’ (x)] dx

) [V g (a

Nasledujici dtsledky (prvni je disledkem srovnavaciho kritéria, druhy Abelova krité-
ria) uvadéji ekvivalence pro konvergenci integrali.

Zbyva ukazat konvergenci (K x) dx. V obou piipadech je F' omezena a tedy

konverguje pravé kdyz konverguje (K ) dx. Posledni integral se rovna g(b)—g(a).

DUSLEDEK.
1. (nelimitn{) Necht’ nezdporné funkce f, g maji K-primitivni funkce na [a, b).

existuji kladna Cisla K, L tak, Ze na |a, b) platl’ s.v. Kf(x) < g(x) < Lf(x

(K) [, f(z

2. (limitni) Necht’ f, g jsou nezdaporné s.v. na |a,b) a maji tam K- primitivm’ funkce

Jestlize lim £ € (0, 00), pak (K) [ f(x

r—b_ 9(@)
konverguje.

Jestlize

), pak

) dx konverguje praveé kdyz (K) f g(x) dx konverguje.

') dx konverguje pravé kdyz (K) f g(x

DUSLEDEK. Necht na [a, b) jsou definovany funkee f, g, h, pfiéemi J( )/ h(i) kon-
K) [, f@)g(

verguje pro x — b_ monoténné k nenulovému vlastnimu ¢islu.Pak ( r) dx

konverguje pravé kdyz (K) jub f(z)h(z) dx konverguje.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
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LEBESGUEUV INTEGRAL

Pro K-integral 1ze stejné jako pro Newtonuyv integral definovat absolutni konvergenci
a dokdzat stejné zakladni tvrzeni.

DEFINICE. K-integrdl funkce f na (a, b) konverguje absolutné, jestlize f ma na (a, b)
K-primitivni funkci a |f| € K(a,b), a konverguje neabsolutné, jestlize f € K(a,b) a
‘f’ gé K(CL, b) obecny integral

nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.

J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma

U K-primitivni funkce se muZe hife zjiSt'ovat, zda je absolutné spojitd okolo n€jak€  fonoinn funkee
nulové mnoziny. J-integrdl

vlastnosti J-i.
S&q Y, H 1 _Drimiti { a 1114 = J-srovnavani
. Jednodussi mohou byt pripady, kdy je K-primitivni funkce absolutné spojiti na celém ol 1o C
intervalu (Cl, b) K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
.K-kor/ektnost
DEFINICE. Funkce F' se nazyva L-primitivni k f na (a, b), jestlize Keintegrdl =+
K-srovnavani

/ : .
= : existence K-integralu
1. F'(z) = f(x) s.v.na (a,b); stence K-integ
. 7 ce, s kvival ki -
2. I je absolutné spojitd na (a, b). Cpemce
absolutni
konvergence

L-primitivni funkce

Zieymé je kazda L-primitivni funkce 1 K-primitivni funkci, ale existuji funkce, které inegra
maji K-primitivni funkci a nemaji L-primitivni funkci. Pozndmky
Podobné jako J-integrdl a K-integral se d4 pomoci L-primitivnich funkci definovat Priklady
L-integrdl a pfibuzné pojmy. I tento integrdl ma podobné vlastnosti, jako ty predchozi.  ouzky

Cviceni

Uceni



DUSLEDEK. f € L(a, b) pravé kdyz f ma absolutné konvergentni K-integral.

Podle predchoziho diisledku se Lebesguetliv integral nazyva absolutné konvergentni
integral.

Otazky 7

CviCeni 7




