OBECNY URCITY INTEGRAL

Zobecnéni Newtonova nebo Riemannova integrilu se definuji riznym zptGsobem a dostanou se n¢kdy rtzné,
nékdy stejné pojmy.

V tomto textu bude postup volen jako zobecnéni Newtonova integrdlu, protoZe je to vhodny postup pro vypocet
integrald.

Funkce signum nemad primitivni funkci na celém R, ale funkce |x| je spojitd a primitivni k signum na (—oo, 0)
ina (0, 400).

Vztah

b
/signtdt =1b] — |al,
a

ziejmé i v tomto piipadé odpovida tomu, co se v predchozi Casti pod integralem chdpalo (napt. vyjadieni plochy s
ptisluSnymi znaménky).

Co je vlastné potiebné pro funkci F', aby definice

b
/a F(@)dx = F(b) — Fla)

zobecniovala NewtonQv integral?

ProtoZe se jednd o zobecnéni, musi byt F/ = f na intervalech, kde F’ existuje.

NULOVE MNOZINY

Asi by nemélo smysl, kdyby F” neexistovala na velké mnoZin&, napf. na néjakém intervalu.
Jde o to urcit vhodné vyznam malé mnoziny. Lze pochopit, Ze konecné mnoZiny jsou malé (vzhledem k inter-
valdm).

Jsou malé i spocetné mnoziny? To uz tak jasné neni, protoZe mnoZina raciondlnich cisel je spoCetnd a v jistém
smyslu vytvéaii v§echna redlna ¢isla.

DEFINICE. Mnozina C reédlnych &isel se nazyvd nulovd, jestlize pro kazdé € > 0 existuji intervaly (an, by,)
takové, Ze

1.

(S

(an,bn) D Cs

n=1

[ee)
2.5 (by —an) <e.
n=1

Rikd se, Ze vlastnost V plati skoro viude (zkratka s.v.) na n&jaké mnoziné M C R, jestliZe existuje nulovd mnoZina
CaVplatina M\ C.

POZOROVANI.
1. Kazda nejvyse spocetnd podmnoZzina R je nulova.
2. Podmnozina nulové mnoziny je nulovd mnoZina.
3. Spocetné sjednoceni nulovych mnozin je nulovd mnoZina.

4. Interval neni nulovd mnozina.

Poznamky 1  Priklady 1  Otazky 1

Cviceni 1



Uceni 1
J-INTEGRAL

J-PRIMITIVNI FUNKCE

Podle predchoziho pozorovani jsou konecné a spocetné mnoZiny nulové.
Nespocetné mnoziny mohou ale nemuseji byt nulové.

To naznaCuje moZnost, Ze nejvyse spocetné mnoZziny tvoii specifickou tfidu nulovych mnoZin a Ze zobecnéné
primitivni funkce definované na zakladé této tfidy by mohly byt také néjak specifické.

V ptedchozim prikladé pro signum by se dostala jind hodnota integralu, pokud by misto zobecnéné primitivni
funkce |z| byla pouZita napf. funkce |z| + 1 na (—o0,0) a |z| na (0, +-00).

DEFINICE. Funkce F na intervalu [ se nazyva J-primitivni funkce k f na I, jestlize

1. F'(z) = f(x) na I aZ na nejvyse spofetnou mnozinu;

2. F'jespojitdina I.

Spocetnd mnoZina {x € I; F'(x) # f(x)} se nazyvd vyjimecna mnozina funkce f.

POZOROVANI.
1. Kazd4 spojitd funkce na intervalu I md na I J-primitivni funkci.
2. Je-li F' J-primitivni funkce k f na I, ma tutéz vlastnost i F' 4 k pro libovolné k € R.

3. Jsou-li F), G J-primitivni funkce k f, g na I, je aF + SG J-primitivni funkce k oo f 4+ Sg na I.

VETA. (Jednoznaénost) Dvé J—primitivn{ funkce k f na I se lisi o konstantu.

LEMMA. Necht' kompaktni interval [a, b] je pokryt systémem S otevienych intervalt. Pak existuje kone¢ny
podsystém {S1, ..., Si. }, ktery pokryvi [a, b] a S;, S} se protinajf jen pokud |7 — j| < 1..

Dikaz. Oznalf se p = sup{x € [a, b]; [a, z] 1ze pokryt koneénym podsystémem systému S }. Kdyby p < b, stati
vzit jednu mnoZinu z S, napf. (r, s), obsahujici p a potom Ize pokryt koneénym podsystémem i interval [a, ] pro
q € (p, s), coZ je spor.

Lze predpokladat, Ze ziskany podsystém je minimdlni, tj. po odebrini libovolného jeho prvku zbyly systém uz
[a, b] nepokryva.

Necht’ se ziskany kone¢ny podsoubor skladd z intervali Sy, Sa, ..., Si se stfedy s1, 9, ..., S piiemZ s1 <
S2 < ... < Sg.

Ukazte, Ze z minimality vyplyva Zddand vlastnost: intervaly S;, S; se protinaji jediné kdyZ |i — j| < 1.

Dikaz. véty. Tvrzeni stali dokdzat pro otevieny interval I = (a, b).

Necht' C je spofetna mnoZina bodd ¢y, n = 1,2, ... z (a,b), F je spojitd na (a,b) a F'(x) = 0proz € I \ C.
M4 se dokézat, 7e F je konstantni na (a, b).

Necht r,s € (a,b),r < s. Stal ukdzat, Ze |F(r) — F(s)| je libovolné malé. Bud’ tedy ¢ > 0. MlZe se
predpokladat, Ze r, s € C (jinak se C' o tyto body doplni).



Pro kazdé = € (a,b) existuje okoli Uy = (z — 0z, + 0z) C (a,b) tak, Ze |F(y) — F(z)| < €|y — x| pro
y € U, pokud = ¢ C (protoze F'(x) = 0) atak, 7e |F(y) — F(x)| < &/2" proy € U, pokud x = ¢, (protoze F
je Vv ¢y, spojitd).

Podle piedchoziho lemmatu Ize najit body 1 < z9 < ... < xy, tak, Ze {Uzl}]f pokryva [r, s] a protinaji se
pouze sousedni intervaly.

Pro kazdé i existuje y; € Ug; NUg; N (x5, xi41), piiCemZ y; 1ze zvolit vESi neZ r a yp_1 mensi neZ s. Nyni
se poloZi yo =,y = satedyjey; < y;+1 proi =0,....,k — 1.
Potom

k—1
[F(r) = F(s)| < Y |F(yig1) — F(wi) -
=0
ProtoZe oba sousedni body y;, y; 1 lezi v Uy, po obou strandch jeho stfedu (kromé€, moznd, prvniho a posledniho

intervalu), je |F'(y;+1) — F(y;)| bud’ nejvyse e(y;4+1 — y;) pokud z; ¢ C anejvyse £/2" pokud x; = cp,.
Odtud vyplyva, Ze

k—1
[F(r) = F(s) < > [F(yis1) = Flyi)| < (s —7) +2).
i=0

Ziejmé funkce typu signum a jejich posunuti a linedrni kombinace (tzv. jednoduché nebo schodovité funkce,
majici jen konecné mnoho hodnot, které nabyvaji na konecné mnoha intervalech).

VETA. KaZzd4 monoténni funkce (a tedy i jejich linedrni kombinace) na intervalu I ma na tomto intervalu J-
primitivni funkci.

Diikaz. Necht' f je napf. neklesajici funkce na I a C' = {cy, } je spoCetnd mnozina jejich bodi nespojitosti (skoki).

Oznadi-li se sy, velikost skoku v bodé ¢;,, pak nezdpornd funkce s, kterd md v « € I hodnotu Y {sp; cn < x},
se nazyva funkce skoki. Rozdil f — s je spojita funkce na I, kterd tedy ma primitivni funkci na I.

Snadno se zjisti, Ze S(z) = > _{sn(z — ¢n); cn < x} je J-primitivni funkce k s na I s vyjimeénou mnoZinou
C. Tedy i funkce f md J-primitivni funkci.

Poznamky 2 Priklady 2  Otazky 2

Cviceni 2

J-INTEGRAL
Nyni Ize definovat integral stejnym zptGsobem, jako u Newtonova integralu.
DEFINICE. Necht jsou splnény nasledujici tii podminky pro funkci f a interval I s hrani¢nimi body a < b:

1. funkce f ma na I J-primitivn{ funkci F';
2. existuji limity F(ay ), F(b—);
3. rozdil F(b—) — F(a+) md smysl.

Potom se definuje se J-integral funkce f:

b
(1) [ fax=Foo) - Flay).


aspo.nespojitost monot�nn� funkce

Podobng jako u Newtonova integralu se definuji (J) ['= 0, (J) f;'= —(J) [, ;

MnoZina viech funkef, které majf vlastni J-integrél (J) | ; f dx, se znali J(a,b). Funkce z J(a,b) se nazyvaji J-
integrovatelné, nebo se fikd, Ze jejich J-integral konverguje (na rozdil od terminu existuje, kdy muze byt hodnota
integréalu nevlastni).

Ze symbolu pro integral neni vidét na jakém typu intervalu I (napf. otevieném, uzavieném) je integral defino-
van. Neni to totiZ podstatné, protoze z definice je vidét, Ze hodnota integralu nezavisi na tom, zda koncové body
intervalu [ néalezi do I.

V dal$im textu bude proto Casto bez ijmy na obecnosti brdn otevieny interval /.
VETA. (Souhrn vlastnosti J-integralu)
1. N(a,b) C J(a,b).
2. Pro kazdou monoténni funkci na (a, b) existuje J-integrdl z f na (a, b).
3. J(a,b) je linedrni podprostor prostoru vSech funkci na (a, b) a (J) .[fje linedrni zobrazeni J(a, b) do R.

4. (a)Je-li (¢,d) C (a,b),je J(a,b) C J(c,d), kde posledni inkluzi se mini ziZen{ funkei.
(b)Je-lic € (a,b),je J(a,b) = J(a,c) N J(c,b).

5. Je-li f € J(a,b) je (J) [Ff(t) dt J-primitivni funkce k f na (a, b).

6. Je-li f nezdpornd funkce na (a, b) (kromé, moznd, spoCetné mnoziny), kterd tam ma J-primitivni funkci, pak
existuje ]:f > 0.

7. Je-li f € J(a,b),je ( j flx)dx = HILH;O(J) jf: f(z)dx,kde a < ap, < b, < balimay = a,limb, =
b.

8. Necht' F, G jsou J-primitivni funkce k f, g resp., na (a, b). Potom (J) f;)Fg [FGL f fG dx, jestlize
prava strana ma smysl a je vlastni.
9. Necht' f ma J-primitivni funkci na intervalu /. Necht’ existuje spocetnd mnozina C' a funkce ¢ tak, Ze

e ( zobrazuje ryze monoténné («, 3) do I;

e ¢ existuje na (o, 8) \ C;

Potom ( f*QGJr flz)dx = fu fle /(t) dt, je-li jedna strana konena.

/////

kterd ma nezdpornou derivaci v§ude na 1nterva1u kromé nejvySe spocetné mnoZiny, je neklesa]1c1 (viz navod v
Otdzkdch).
Vlastnosti 7 — 9 se dokazujf stejné jako podobné vlastnosti pro Newtonovy integrély.

DUSLEDEK. Necht funkce f, g jsou definovény na intervalu (a, b) kromé nejvySe spocetné mnoziny.
1. f(j)f < f(g)q pokud f,g € J(a,b), f(z) < g(z) na (a, b) kromé nejvyse spodetné mnoZiny;

2. Habf( ) dx| <f ‘(z)| dx, pokud f, |f| € J(a,b).

Pozndmky 3  Piiklady 3  Otdzky 3

Cviceni 3

substituce?



K-INTEGRAL

K-PRIMITIVNI FUNKCE

Pro obecnéjsi integrdl neZ je J-integrdl, je nejdfive nutné definovat obecnéjsi primitivni funkci, kterd musi mit
opét obvyklé vlastnosti.

V definicich bude misto pismene J pouZito pismene K podle jména Jaroslav Kurzweil, ktery okolo r.1955
tento integral definoval (nezavisle pouZzil stejnou definici a ve stejné dobé R.Henstock). Oba postupovali pomoci
zobecnéni Riemannovy metody.

Primitivn{ funkce byla zobecnéna na J-primitivni tim, Ze se predpokladala existence derivace nikoli vSude, ale
aZ na spocetnou mnoZinu.

Jak vidét z prikladu Cantorovy funkce (viz Otdzky), v tomto piipadé nestaci predpokladat spojitost zobecnéné
primitivni funkce (neplatila by totiz zdkladni véta o primitivnich funkcich, Ze dvé zobecnéné primitivni funkce k
téze funkci se lisi o konstantu).

Z dikazu zakladni véty o J-primitivnich funkcich je vidét, co je potieba, aby podobna véta platila i pro jiné nez
spocetné vyjimecné mnoZiny C'; potiebna vlastnost je zformulovana v nasledujici definici.

DEFINICE. Necht' C je podmnoZina intervalu /. Funkce F' definovand na I se nazyva absolutné spojitd na [

okolo C, jestliZe pro kazdy interval [r, s] C I alibovolné € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdy konecny soubor
disjunktnich intervalt {(an, by)}¥ v I protinajicich C' N [r, s] plati

k
> (bn—an) <6= Y [F(by) — F(an)| <e.

Jestlize C' = I, tika se, Ze f je absolutné spojita funkce na .

POZOROVANI.

1. Je-li f absolutné spojita na I okolo mnoZiny C, je absolutné spojitd na I okolo kazdé podmnoziny C.
2. Kazda spojita funkce na intervalu I je absolutné spojitd okolo kazdé spocetné podmnoZziny 1.

3. Absolutné spojita funkce okolo C' je spojitd v kazdém bodé mnoziny C'

4. Existuje spojitd funkce na [0, 1], kterd neni absolutné spojitd (viz Otdzky).

5. Mnozina absolutné spojitych funkei na (a, b) je uzaviend na linedrni kombinace, souciny a absolutni hodnoty.

DEFINICE. Funkce F naintervalu I se nazyva K—primitivni funkce k f na I, jestlize
1. F'(z) = f(z)s.v.nal;
2. F je absolutng spojitd okolo {z € I; F'(x) # f(x)}.

Mnozina {z € I; F'(x) # f(x)} se nazyvé vyjimecnd mnoZina funkce f.

POZOROVANI.
1. Kazda J-primitivni funkce k f na I je K-primitivni funkce k f na I.
2. Je-li F' K-primitivni funkce k f na (a, b), m4 tutéZ vlastnost i F' + k pro libovolné k € R.

3. Jsou-li ', G K-primitivni funkce k f, g na (a,b), je «F + SG K-primitivni funkce k af + B¢ na (a, b).



VETA. (Jednoznacnost) Dvé K-primitivni funkce k f na I se 1isi o konstantu.

Dukaz. je podobny dikazu obdobného tvrzeni pro J-primitivni funkce. Nejdifve je nutné si uvédomit, Ze lze
dikaz opét prevést na funkce s nulovou derivaci. Jestlize F, G jsou dvé K-primitivni funkce k f, s vyjimecnymi
mnoZinami C, D, pak F' — G je absolutné spojitd okolo C U D a (F — G)' = 0na I\ (C U D). Jedin& absolutn{
spojitost F' — G okolo C' U D nemusi byt zfejma. Stali si vSak uvédomit, Ze pokud interval (ay, by) z definice
napf. neprotind D, pak G(an) = G(by).

Stali tedy ukazat, Ze pokud je F' absolutné spojitd okolo nulové mnoziny C C Ta F' = 0nal\C,je F
konstantni na I. Zfejmé& mtiZeme opét predpokladat, Ze I je otevieny interval (a, b).

Necht' [r,s] C (a,b) ae > 0. Pro kazdé = € (a,b) existuje okoli Uy = (z — dz,2 + dz) C (a,b) tak, ze
|F(y) — F(z)| <ely — x| proy € U, pokud z ¢ C (protoze F'(z) = 0). ProtoZe f je absolutné spojité okolo C,
existuje 0 > 0 tak, Ze plati piislu§nd vlastnost z definice absolutn{ spojitosti pro zvolené .

Pro nalezené ¢ existuje pokryti {(ap, by)} mnoziny C podintervaly z (a,b) takové, 7e > (bp, — an) < 0. Z
pokryti {(an, bp)} U {Uyz;x ¢ C} intervalu [r, s] se podle pokryvaciho lemmatu vybere kone¢né pokryti {1, i}le.

Stejné jako pro J-primitivni funkce se najdou body yo, ..., yi tak, Ze dva sousedni body y;,y;+1 leZi v I;. V
pifpadg, Ze U; = Uy pro n€jaké x ¢ C, je [F(y;) — F(yi+1)| < e(yir1 — ;). Zbyvajici intervaly I;, ndlezi do
souboru {(an, by)} a tedy soulet Zi:il (Yi+1—Y:) < 6. Zabsolutni spojitosti vyplyva 3=, _; [F'(yi)—F (yi+1)| <
¢ a tedy dohromady

[F(r) = F(s)| <> |F(ys) — Flyig1)| <e(l+s—7).
g

Poznamky 4  Otazky 4

Cviceni 4
Uceni 4

K-INTEGRAL

DEFINICE. Necht jsou splnény nésledujici tfi podminky pro funkci f a interval (a, b):
1. funkce f mé na (a,b) K-primitivni funkci F;
2. existuji limity F'(ay ), F'(b—);
3. rozdil F(b—) — F (a4 ) md smysl.

Potom se definuje se K-integral funkce f:
b
(1) [£=Po) - Fla).
a

Podobng jako u predchozich integralii se definuji (K) ['= 0, (K) [;'= —(K) [ ;

Mnozina vSech funkci na intervalu (a, b), které maji vlastni K-integrél, se znali K (a,b) a prvky této mnoZiny se
nazyvaji K-integrovatelné funkce, nebo se fikd, Ze jejich K-integral konverguje (na rozdil od terminu existuje, kdy
miZe byt hodnota integralu nevlastni).

VETA. (Souhrn vlastnosti K-integrlu)
1. N(a,b) C J(a,b) C K(a,b).

2. K(a,b) je linearni podprostor prostoru vSech funkci na (a,b) a (K) /(i)]e linedrni zobrazeni K (a, b) do R.


aiob.J-korektnost

3. (a) Je-li (¢,d) C (a,b), je K(a,b) C K(c,d), kde posledn{ inkluzi se min{ zizen{ funkei.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je K(a,b) = K(a,c) N K(c,b).

4. Je-li f € K(a,b), je (K) [7f(t) dt K-primitivni funkce k f.

5. Je-li f nezédpornd funkce s.v. na (a, b), kterd tam md K-primitivni funkci, pak existuje ]ff > 0.

6. Je-li f € K(a,b), f f(z = nlgréo(K) ffg f(z)dx, kde a < ap < by < balima, =
a,limb,, = b.
7. Necht F, G jsou K-primitivni funkce k f, g resp., na (a,b). Potom ( f Fg= FG f fGdx,

jestliZze prava strana ma smysl a je vlastni.

8. Necht f md K-primitivni funkci na intervalu /. Potom (K) /j((nt)) f(x)dx = (K) ]Uj Flo(®)e'(t) dt,

je-1i jedna strana kone¢nd a ¢ zobrazuje ryze monoténné («, 3) do I.

DUSLEDEK. Necht funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b).
1. ]:f < ]:q pokud f,g € K(a,b), f(x) < g(x) s.v. na (a,b);

2. | [P f(x)dx| < [P |f(x)| dx, pokud f,|f| € K(a,b).

Poznamky 5  Otazky 5

KONVERGENCE A EXISTENCE K-INTEGRALU

Postup v této ¢asti je obdobny jako v prislusné ¢asti pro Newtonovy integraly.

VETA. (Kritéria konvergence K-integralu)

1. (Srovnavaci kritérium) Necht' f md K-primitivni funkci na (a, b). Jestlize existuji g, h € K(a, b) tak, Ze
g < f <hs.wv.na(a,b),pak f € K(a,b).
2. Necht funkce g je monoténni na [a, b).

(Dirichletovo kritérium) Jestlize f md omezenou K-primitivni funkci na (a,b) a 111;)1 g(x) = 0, pak
T—0_

(K) fa f(z)g(x) dx konverguje.
(Abelovo krlterlum) Jestlize f € K(a,b) a g je omezend, pak fg € K(a,b).

Diikaz. 1.Jsou-li F, G, H K-primitivni funkce k f, g, h na (a, b), je F' — G neklesajici a ' — H nerostouci. Odtud
a z existence vlastnich limit funkci G, H v krajnich bodech plynou i existence vlastnich limit v krajnich bodech
funkci F — G, F — H, a tedy i funkce F'.

2. ProtoZe g je monoténni, ma s.v. derivaci (viz Otdzky). Jsou tedy splnény predpoklady pro pouziti integrace
per partes:

b b
K)/f(w)g(fv) dx = [F(z)g(x)]} — (K)/F(x)g'(x) dx.

Bod a necini potize. ProtoZe je g monoténni a vZdy omezend, ma v b vlastni limitu.
V pfipadé Dirichletova kritéria je I' omezend a lim g¢(x) = 0 a tedy 111})1 F(z)g(x) = 0.
T—0_

r—b_

V piipadé Abelova kritéria existuje vlastni lim F'(z)atedyi lim F(z)g(x).
z—b z—b_


aine.existence integralu

Zbyva ukdzat konvergenci (K) [ ;F(x)g’ () dx. V obou pifpadech je F' omezend a tedy |Fg'| < Kld|
na [a,b). ProtoZe g je monoténni, neméni ¢’ znaménko a (K) [ : |¢' ()] dx konverguje pravé kdyZ konverguje
(K) f;’ g’ () dx. Posledn{ integral se rovnd g(b) — g(a).

Nasledujici disledky (prvni je disledkem srovnavaciho kritéria, druhy Abelova kritéria) uvadeji ekvivalence
pro konvergenci integrald.

DUSLEDEK.

1. (nelimitni) Necht' nezdporné funkce f, g maji K-primitivni funkce na [a,b). Jestlize existuji kladnd Cisla
K, L tak, Ze na [a,b) plati s.v. K f(z) < g(z) < Lf(z), pak (K) /ab f(x) dx konverguje pravé kdyz
(K) [(5) g(x) dx konverguje.

2. (limitni) Necht' f, g jsou nezdporné s.v. na [a,b) a maji tam K-primitivni funkce. Jestlize lim / (flf)

z—b 9(z) -

(0, 00), pak (K) /: f(z) dx konverguje praveé kdyz (K) f(ﬁ) g(x) dx konverguje.

DUSLEDEK. Necht na [a, b) jsou definovany funkce f, g, h, pfi¢emz g(x)/h(z) konverguje pro z — b_ mono-
ténné k nenulovému vlastnimu islu.Pak (K) ]ab f(x)g(x) dx konverguje pravé kdyz (K) j(? f(x)h(x) dx konver-
guje.

LEBESGUEUV INTEGRAL

Pro K-integril lze stejné jako pro Newtontiv integrdl definovat absolutni konvergenci a dokdzat stejné zakladni
tvrzeni.

DEFINICE. K-integrdl funkce f na (a,b) konverguje absolutné, jestlie f mé na (a,b) K-primitivni funkci a
|f| € K(a,b), a konverguje neabsolutné, jestlize f € K(a,b) a|f| ¢ K(a,b).

VETA. Absolutng konvergentni K-integrdl je konvergentni.

U K-primitivn{ funkce se miiZe hife zjist’ ovat, zda je absolutné spojita okolo néjaké nulové mnoziny.

Vv

Jednodussi mohou byt pripady, kdy je K-primitivni funkce absolutné spojitd na celém intervalu (a, b).
DEFINICE. Funkce F se nazyva L-primitivni k f na (a, b), jestlize

1. F'(x) = f(z) s.v.na (a,b);

2. F je absolutné spojitd na (a, b).

Ztejmé je kazda L-primitivni funkce i K-primitivni funkci, ale existuji funkce, které maji K-primitivni funkci
a nemaji L-primitivn{ funkci.

Podobné jako J-integral a K-integral se dd pomoci L-primitivnich funkci definovat L-integral a pfibuzné pojmy.
I tento integrdl ma podobné vlastnosti, jako ty pfedchozi.

VETA. f € L(a,b) pravé kdyz f,|f| € K(a,b).

DUSLEDEK. f € L(a,b) pravé kdyz f m4 absolutné konvergentni K-integral.
Podle predchoziho disledku se Lebesguetiv integral nazyvé absolutné konvergentni integral.

Otazky 7

Cviceni 7



