NEKTERA POUZITI INTEGRALU

V této kapitole budou ukdzany jednoduché aplikace integralu.
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GEOMETRICKE APLIKACE

OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU

Méfeni obecnych podmnozin Euklidovskych prostori je obtizné (a v nékterych piipadech nemozné). Touto
situaci a presnym matematickym ptistupem se zabyva teorie miry (viz kapitolu 30). Nékteré ne zcela presné C¢asti
této kapitoly budou upfesnény i v kapitoldch o funkcich vice proménnych.

Zde bude pojedndno o méfeni jednodussich a specidlnich mnozin, které vSak jsou zdkladem pro vétSinu pfipadd
objevujicich se v praxi.

Pro ,velikost" nékterych podmnozin R™ se pouZiva riznych termind, napf. délka pro intervaly v IR, obsah pro
geometrické obrazce v R2, objem pro télesa v R3.

Zacind se méfenim podmnoZzin R.

Mirou intervalu I na pfimce s koncovymi body a, b je jeho délka |b — a| bez ohledu na to, zda je to interval
otevfeny, uzavieny nebo polootevieny (tj, hranice tu nehraje Zadnou roli).

Stejny vzorec Ize pouZit i pro bod (degenerovany interval [a, a]), coZ znamend, Ze mira bodu (pfesné&ji mira
jednobodové mnoZiny) je 0.
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MnoZina se rozieZe rovnobéZnymi fezy na uzké prouzky, které se daji pfi jejich velmi malé Siice povazovat za
obdélniky a Ize tedy spocitat jejich obsah.

Secétenim ploch té€chto obdélnikt se dostane zhruba obsah obrazce.

Rozfezanim mnoziny na prouzky a seCtenim obsahl obdélnikd aproximujicich jednotlivé fezy se dostane
zhruba mira mnoziny A.

Pokud se bude $itka obdéInikd zuZovat, bude vysledné ¢islo miru 1épe vyjadfovat. V limité, tj. pro nekonecné
malou $ifku obdélniku, se dostane hledand mira.

v 3 o . v Ll v o o v
Oznati-li se A(t) mira priiku mnoZiny A s kolmici na osu z v bodé ¢, pak se mize [ A(x) dx povaZovat
za miru mnoZziny A, pokud v§e pouZité rozumné existuje.

Pro pochopeni sta¢i se omezit na jednodussi mnoZiny urcené kiivkami, jako napf. mnoziny bodd leZici mezi
grafy dvou funkci nebo vnitiky uzavienych kfivek.

Navic jen takové, Ze pouZité fezy jsou intervaly a body (moZna nékdy jejich sjednocenti).

Je-li f(x) > 0 prox € [a,b], je podle pfedchoziho postupu obsahem mnoZiny {(z,y);z € [a,b],0 < y <
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Obsah mnozZiny bodi leZicich mezi grafy dvou spojitych funkei f, g na intervalu [a, b] je

b
P=/a|f(w) — g(x)|dx.

ProtoZe nebyla uvedena zZadn4 definice obsahu rovinného obrazce, 1ze posledni rovnost chédpat jako definici obsahu
uvedenych mnoZin.

Pro mnoZinu uréenou parametricky zadanou kiivkou (x = ¢(t), y = 9(t) pro t € (a, b)) se pouZije predchozi
vzorec P = ffy dx(= f: f(z) dx) a dostane se

b
P= [ s de.



Vzorec b
p=| / $(0)e! (1) ]

vyjadfuje miru mnoziny bodd leZicich mezi kfivkou a intervalem na ose z, ktery obsahuje primét kiivky. Absolutni
hodnotou odstranime mozné zadporné znaménko.

Je-1i grafem jednoducha uzaviena kiivka (pro presnou definici viz kapitolu 22), udava vzorec

p=| / B0 () i

obsah vnitiku této kiivky.

U poldrné zadanych kiivek (r = p(t) pro t € («,3)) je proménnou dhel a hodnotou vzddlenost bodu od
pocatku.

Pfi velmi malé zméné dt Ghlu ¢ zména r vyplni ,kfivy" trojihelnik s vrcholem v pocatku, dhlem pfi vrcholu
rovnym dt a vyskou z pocétku na protilehlou stranu rovnou r.

Velikost protilehlé strany je, pro velmi maly tdhel dt, rovna r dt.

Obsah vzniklého trojihelnika je tedy roven (1/2) - r - rdt.

Soucet vSech té€chto obsahd, tj. integral

1 [P
P= 5/ pz(t)dt, pro0d <a< fp<2m,
[e%
ur€uje miru mnoZziny bodu leZicich mezi kfivkou a pfimkami prochédzejicimi pocatkem a svirajicimi s kladnou Casti
osy z uhly a, (3, resp.
Mira mnoziny A by samozfejmé neméla zaviset od jejiho posunuti nebo otoceni.

Nezavislost predchoziho pfistupu na posunuti se ukdze snadno (viz Otdzky).
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a pouZiji se miry B(u) fezi rovnobéZnych s osou z, tj. priniku A s kolmici na osu y v bodé w.

To znamenad, Ze integral
d
Py = / B(u)du
C
by se mél rovnat integralu

P, = /a "A(pyat

Poznamky 1  Pifiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1

OBJEM NEKTERYCH TELES

Nisledujici popis je opét vhodny pro velmi obecné podmnoZiny R3, ale je 1épe mit na mysli jen geometrickd
télesa.

Necht' A je podmnoZina prostoru R3, jejiZ primét na osu z le#i v intervalu (a, b). Necht' pro kazdé t € (a,b)
je A(t) mira priniku mnoZiny A s rovinou kolmou na osu x v bodé ¢. Pak mira mnoZiny A je

Vz/abA(x)dx.



Podobné jako u rovinnych obrazct je i v prostoru nékdy vhodnéjsi pouZit misto osy x jinou osu. Fubiniova
véta opét tvrdi, Ze se pro hezké mnoZiny dostane stejny vysledek.
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Je-li A rotalni téleso, je pocitani objemu jednodussi, protoZe je snadné spocitat plochu piislusnych fezi (tj.
kruhd).

Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy x. Pak jeho objem je ddn vzorcem
b b
V:w/y2dx: 7r/f2(x)dx.
a a

Je-li graf funkce zaddn parametricky (z = ¢(t),y = ¥(t), t € (a,b)), dostane se dosazenim za x, y do vzorce

b b
V:w/y2dx: 7r/f2(x)dx.
a a
parametricky tvar

b
V= W/w2(t)g0’(t) dt.

Ma-li rotaéni t€leso ,diru", tj, vznikne rotaci okolo osy x plochy lezici mezi grafy funkei |g| < |f], odelte se
od objemu pro funkci f objem pro funkci g:

b
V=r [(£@) - ¢*@)dx.

Uvedenému postupu pro ziskani predeslych vzorct se fikd metoda diski nebo mezikruzi a je odvozen z postupu
pro objem obecnych téles.

Pro rotaén{ télesa lze zvolit i jiny postup, tzv. metodu valct, kdy téleso chdpeme jako sjednoceni tenkych valca
s osou stejnou jako je rotacni osa télesa.

Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy x. Pak jeho objem je ddn vzorcem

d
2m /0 yp(y)dy,

kde d je maximum funkce | f| na (a, b) a p(t) je délka praniku pifmky y = ¢ s mnoZinou {(x,y); 0 <y < |f(z)|}.

Poznamky 2 Priklady 2  Otazky 2

Cviceni 2
DELKA ROVINNYCH KRIVEK

Délka L né&jaké kiivky (Cary) z bodu A do bodu B se zjisti setenim jejich velmi malych tsekd ds, které je
mozné povazovat za dsecky, tj.
B
L= / ds.
A

Usecka ds je preponou pravodhlého trojihelnika se stranami dx a dy.

ds =/ dx® + dy? = /1 + (%)2&(.

Podle zadani kfivky (jako funkce, parametricky, polarné) se za y nebo = dosadi ptislusné funkce a dostane se

Tedy je



1. L= fb de,je-liy = f(z),z € (a,b);
b
2. L= [/¢(t) +92(t) dt, je-li z = p(t),y = (t),t € (a,D);

B
3. L= [/p2(t) + p2(t) dt, jelir = p(t),t € (o, B).

Poznamky 3  Priklady 3  Cvileni 3

POVRCH ROTACNICH TELES

Podobné jako se odvodil obsah z délky nebo objem z obsahu, d4 se odvodit povrch télesa z délky kiivky.

Pro sitku ds se pouZiji vyrazy z ptedchozi ¢4sti o délce kiivek a dostane se:
b d
y
S=[1L d dy* =
[rwas= [t a? = [ (L)

Jestlize t€leso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a, b) kolem osy z, pak je jeho povrch dén vzorcem

b
2r [C 1@/ 1+ 20 dx

Je-li graf funkce zaddn parametricky (x = (t),y = ¥(¢),
t € (a,b)), pouZije se vzorec

b
2 / () 2(0) + 02(t) b

V pripadé poldrné zadané kiivky (r = p(t),t € («, 5)):
B
o / o) sin(t)y/p2(t) + p2(1) dt.
«

Poznamky 4  Piiklady 4 Cviceni 4

FYZIKALNI APLIKACE

V této kapitole bude uvedeno jen nékolik zdkladnich aplikaci v mechanice.

voews

V pozdéjsich kapitolach budou pfi riznych piilezitostech uvedeny dalsi aplikace integralu ve fyzice.

POHYB

Jestlize se bod pohybuje po pifmce (napf. po ose x) a zna¢i-li s(t) soufadnici bodu v Case ¢, je s’ (t) okamzitd
rychlost v(t) v ase t a v/(t) = s”(t) okamZité zrychlen{ v Case .

Je-li tedy dédna zdvislost rychlosti na ¢ase funkci v(t), neni

ujetd vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu.



Ujetd délka cesty od okamziku ¢ = a do okamziku ¢t = b se spocte integrdlem

/ab|v(t)| dt.

TEZISTE

Vv

Zhruba feceno, soustiedi-li se do tézZisté t€lesa hmotnost celého télesa, pak (tthové) momenty (vzhledem k

MV

N2

Podobné jako u vypoctu velikosti mnozin je i u zjist ovani tézist€ vhodné zacit u jednodimenzionalnich objektd
(tj. dratt) a postupné zvySovat dimenzi.

Vzhledem k pozdéjsimu snadnéjsimu piistupu pomoci integralu funkci vice proménnych a plo$nych integrald
bude zvySovani dimenze ukonceno u rovinnych desek.

Nejjednodussi je pripad, kdy drat je rovny — pak ho Ize umistit na kladnou osu z s jednim koncem do pocatku
a druhym do bodu d, kde d je délka dratu. Hustota h je funkce definovand na intervalu [0, d].

Vv

Vv

T f(flxh(x) dx
= Td N
Joh(x) dx
Necht’ je nyni drdt zahnuty, napf. je grafem funkce y = f(x) na intervalu (a,b). V bodé (z, f(x)) ma drét
hustotu h(z).

Hmotnost M drétu se opét spocte ,se¢tenim” hmotnosti jednotlivych dilkd ds a je tedy rovna [ ;h(a:) ds =

[on(z) /1 () dx.

vvew

Necht’ m4 t&Zisté soufadnice (77, T ) a ma hmotnost M. Jeho momenty vzhledem k osdm z, y budou momenty
dratu vzhledem k t€émto osdm.

Moment M, drétu vzhledem k ose x je soucet moment jednotlivych dilkd, tj. ffyh(x) ds = f;f(x)h(x) V14 f2(z)dx.
Moment M, vzhledem k ose y je roven fth(az)\/ 1+ f2(z) dx.

Porovnanim momentt M, a M, se dostanou vzorce

S @VIE @ A [ @)h(n) VTP ds
ST Py T Y i) VI () dx

Necht’ je nyni h = 1; pak je hmotnost dratu rovna jeho délce L.

Vyndsobite-li vzorec pro Ty jmenovatelem a dale Cislem 27, dostanete
2nTy.L =15,

kde S je povrch rotaéniho télesa vzniklého rotaci dratu okolo osy x.

Uvedend rovnost i1k, Ze tento povrch je rovny ploSe valcové plochy o poloméru Ty, a vySce L.

Tomuto vzorci se nékdy fikd Guldinovo pravidlo pro rotacni plochy:

VETA. Plocha rotacniho télesa vytvoreného rotaci rovinné kiivky C' kolem piimky p je rovna nasobku délky

kiivky C' a obvodu kruznice o poloméru rovném vzdalenosti t€zisté kiivky C' od p.

Tenkou rovnou desku (napf. plech) je mozné pokladat za mnoZinu v roviné, na kterém je definovdna funkce
h(z,y) uddvajici hustotu v bod& (x, ).



Zatim vSak neni definovan integral pfes mnoziny v roviné a tak je nutné postup rozdélit. Vypocet hmotnosti
je podobny vypoctu plochy. Udé€laji se fezy desky kolmé napf. na osu x a zjisti se jejich hmotnosti a ty se pak ,
,seCtou".

Je-li deska napf. mnoZinou bodi lezicich mezi grafy dvou funkei ({(z,y);z € (a,b),9(z) <y < f(x)}) a
hustota je ddna funkci h(x, y), pak hmotnost M je rovna

M= /ab( /gj:) h(z, y) dy) dx.

Stejnym zpdsobem se uréi momenty desky vzhledem k osdm z, y: ur¢i se moment vzhledem k ose x fezu desky
kolmého na osu z a tyto momenty se ,sectou".

b, rf(x)
M= [( [ uhtg)dy) ax.
a *Jg(x)

Dostane se

a podobné se vypoCte M.

My

T f(f( fg]z(;)) xh(zx,y) dy) dx - f;( fgf(%) yh(z,y) dy) dx
T b f(z) h d d ’ L b f(x) h d d

Necht je nyni h = 1; pak je hmotnost desky rovna jeho obsahu P.
Podobné jako u drétu se tpravou vzorce pro Tj, dostdva

b
27T, .P = 27r/(f2(x) — P2(x))2dx =V

kde V' je objem rotacniho télesa vzniklého rotaci plechu okolo osy .
Podobné jako u plochy rota¢niho télesa je tedy i objem pocitidn jako by byla zdkladni plocha, kterd rotuje,
Tomuto vzorci se nékdy tikd Guldinovo pravidlo pro rotani objemy:

VETA. Objem rotacniho télesa vytvoreného rotaci rovinné mnoziny A kolem piimky p, neprotinajici mnozinu A,

je rovna nasobku obsahu mnoziny A a délky kruznice o poloméru rovném vzdalenosti téZisté mnoziny A od p.

SILA, PRACE
Klasicky vzorec W = F'd vypocitava praci W vykonanou ptisobenim sily F' po draze délky d (sila pusobi ve
sméru drahy).

Necht’ ve sméru osy x pusobi sila velikosti F'(x) v bodé x. Jeji prace na iseku dx je rovna f(x)dx (na tak
malém udseku lze povaZovat silu za konstantnf).

W= /abF(x) dx.

Je-1i deska ponorena kolmo do kapaliny, ptisobi na maly dilek dx desky hydrostatickd sila hz dx (z jedné strany
desky), kde h je hustota kapaliny a z je vzdéalenost dilku od hladiny kapaliny.
Je-li I(x) délka mnoZiny bodi desky, které jsou vSechny vzddlené x od hladiny, je hydrostatickd sila ptisobici

na tuto mnoZzinu rovna hxl(z) dx a celkové hydrostaticka sila pisobici na jednu stranu desky je tedy |, ;hxl (z) dx,
kde a, b jsou nejmensi, resp. nejvetsi, vzdalenosti bodt desky od hladiny. Méni-li se hustota kapaliny s hloubkou,
misto h se pise h(z).

Piiklady 5  Cviceni 5
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