PARCIALNI DERIVACE

Jak derivovat redlné funkce vice proménnych, aby bylo moZné tyto derivace pouzit podobné jako derivace
funkci jedné proménné? Jestlize se okopiruje definice z jedné proménné, dostane se pro bod P z R™* n > 1, a

funkci f n proménnych limita
i P4 = 1(P)

h—0 h ’

coZ ma obecné smysl jen pro redlnd ¢isla h. V Citateli 1ze i chépat jako n-tici, kde jsou samé O kromé jedné
soufadnice rovné h. Takto definované operace se nazyvaji parcidlni derivace, protoZe pouZivaji vlastnosti funkce f
jen Castecné, jen v oné nenulové souradnici.

DEFINICE. Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v bodé€ (xq, yg) svého defini¢niho oboru
je derivace funkce jedné proménné f(z,yg) (resp. f(zo,y)) v bodé xq (resp. yo).
Znaci se
OF (0. w0) . resp. 2 (a0,0)
— (g, resp. — (x .
O 0,Y0) » P ay 0, Y0

Obcas se pouzivé znaceni f(x0,%0), resp. fy(zo,%0)-

Parciélni derivace g—ﬁ (0, yo) odpovidd obycejné derivaci funkce jedné proménné, kterou ziskime pomoci fezu
rovnobéZzného s osou z a z:

Parcidlni derivace % (20, yo) odpovidé obycejné derivaci funkce jedné proménné, kterou ziskdme pomoci fezu

v s

rovnobézného s osou y a z:

Moy

Pro existenci parcidlnich derivaci v bodé (z, yo) stali, aby funkce byla definovéna na ,ki{Zi" se stfedem v
(0, Y0), coz samoziejmé neni piili§ vhodné pro studium vlastnosti funkce.

ProtoZe se u parcidlnich derivaci jedna o derivaci funkce jedné proménné, plati pro aritmetické operace s
parcidlnimi derivacemi stejna tvrzeni jako pro derivace funkci jedné proménné (platnost nasledujicich rovnosti je
stejnd jako u jedné proménné, tedy ma-li smysl prava strana):

VETA.
dg
Ox’

f+g) Oof 09 If-g9) Of 4
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a(f/g) % g—f- ;T[,/
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U funkci jedné promé&nné méla existence vlastni derivace v bod¢ za nésledek spojitost funkce v onom bodé. U
funkci vice proménné nestaci pro spojitost v bod¢ ani existence vlastnich parcidlnich derivaci v okoli onoho bodu
(viz Pfiklady). Je nutné dodat dalsi predpoklad:

S PPN . 2 . . o . v . v
VETA. Ma-li funkce f : R — R omezené parcidlni derivace v okoli néjakého bodu, je v tomto bodé spojita.

Derivace redlné funkce f jedné proménné v bod€ x(y znamenala geometricky smérnici tecny ke grafu funkce v
bodé (o, f(20))-
Pislu$né rovnice te¢en maji rovnice (psané vektorové), kde oznatime zg = f(zo, yo):

(fE,y,Z) = (ZL’O,yO,ZO)+U(1,0,f$(1’0,y0)),u€R
(17,,%2’) = (xOJJO,ZO)+U(071’fy($0’y0))7vGR-

Linedrni kombinace vektord na pravych stranich rovnic ur€uje rovinu

z—20 = fz(x0,90)(x —20) + fy(20,%0) (¥ — Y0) -

Pokud by méla analogie s funkcemi jedné proménné platit i pro tento piipad dvou proménnych, uvedena rovina by
méla byt te¢nou rovinou ke grafu funkce f v bodé (xq, yo, z9). To znamend, Ze v néjakém okoli bodu (xq, yo, 20)
jsou body grafu blizko bodiim roviny a &im bliZe k (z¢, yo, o), tim bliZe jsou body grafu a roviny navzajem.



Takovyto vztah existoval, pravé kdyZ existovala vlastni derivace f/(x(), a proto pro funkce jedné proménné
nema velky smysl tento vztah specidlné pojmenovavat.

f(l"o + ha Yo + k) = f(anyO) + fil‘(x()yyO)h + fy(l'O;yO)k =+ |(h’a k)|<p(h7 k) s

kde i hk) = 0.
(h,/i‘r)n—>0 SO( )

Tuto dilezitou situaci je vhodné formalizovat a zavést jako vhodny pojem:

DEFINICE. Diferencidl v bodé (zg, yg) funkce f : R? — R je linedrni zobrazeni D : R? — R takové, Ze (pro
body (x + h,y + k) z n&jakého okoli bodu (zg, y0))

f(zo +h,yo + k) = f(x0,90) + D(h, k) + |(h, k)| (h, k),

kde i h k) = 0.
(h,/i:r)n—@ 80( )

Mai-li f v bodé (zg, yo) diferencidl, fikd se, Ze je diferencovatelnd v tomto bodg.
Vztah parcidlnich derivaci a diferencidlu poskytuje nasledujici tvrzeni.
VETA. Necht f(x,y) je je definovana v okoli bodu (zq, yo).
1. Pokud md f v (x0, o) diferencidl D, pak v tomto bod¢ existuji parcidlni derivace f(zo, o), fy(20,%0) a

linearni funkce D ma tvar
D(h,k) = fe(xo,y0)h + fy(xo,y0)k .

2. Pokud md f v (xg, yp) spojité parcidlni derivace, md f v tomto bodé diferencidl.

Jednoduchym diisledkem existence diferencidlu je spojitost. DokaZte nésledujici tvrzeni.

VETA. Mi-li f : RZ — R v bodg (20, yo) diferencidl (specidlné, ma-li v tomto bodé spojité parcidlni derivace),
je v tomto bodé€ spojita.

Dalsim tvrzenim, kde diferencidl pomiiZe, je parcidlni derivace sloZené funkce.

VETA. Necht f(z, y) ma diferencidl v bod¢ (zg, yo), funkce © = p(u,v),y = ¢(u,v) maji diferencial v bodé
(ug,v0) axp = p(uo, vo), yo = q(uo,vo)-
Pak F(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) ma diferencidl v bod& (ug, vg) a pro parcidlni derivace plati (vzorce jsou
uvedeny bez bodt (xg, yo), (ug, vo))
OF _0f v 0§ 0u OF _0f O, 0f 0

ou  dx Ou dy Ou’ Ov Oz Ov oy v’

Jestlize funkce p, ¢ zavisi jen na jedné promé&nné, napf. na u, pisi se ve vzorci pro F,, = I’ misto p, a g, derivace
p’aq, resp.

Misto ztiZzeni funkce na pfimky rovnobézné s osami lze derivovat (jako funkce jedné proménné) zizeni funkce
na libovolnou pfimku prochazejici danym bodem.

Smérem v roving je minén vektor v roviné o délce 1 (tj., bod na jednotkové kruZnici).

DEFINICE. Necht (u,v) jejednotkovy vektor v roving. Pak derivace ve sméru (u, v) funkce f dvou proménnych
v bod€ (xq, yo) je derivace funkce f(xg +t - u,yg + ¢ - v) jedné proménné ¢t v bodé t = 0.

VETA. Ma-li f v bod& (z0,yo) obé parcidlni derivace spojité, pak derivace f ve sméru (u, v) v bodé (xg, yo) je
rovna

of o of .
%(lo- Yo) - u + OT/(J/()‘ Yo) - v



Je-li o dhel, ktery svird vektor (u, v) s osou x, pak derivace f ve sméru (u,v) v bod€ (zg, yo) je rovna

of of .
8?(1:0’%) scosa+ Fy(xo’yO) sinc.

Funkce nemusi byt v néjakém bodé spojita i kdyZ v ném ma derivace ve vSech smérech (viz Priklady).

vy, (o3

Parcidlni derivace vys$sich fadu se definuji stejné, jako derivace vyssich fada pro funkce jedné proménné.

4
Napt. % znaci druhou parcidlni derivaci podle x z parcidlni derivace podle y z parcidlni derivace funkce
f podle x.
Tj., nejdiive derivujeme f podle z, pak vysledek podle y a pak vysledek dvakrat podle z.

V pripadé spojitych derivaci na poradi derivaci nezéleZi (viz nésledujici tvrzeni). Tj., v pfedchozim pfipadé by
bylo mozné napt. nejdiive derivovat podle y a pak tfikrat podle z.

i oucli parcidlng derivace o a OA <posieg < (o % rovnaii
VETA. Jsou-li parcidlni derivace 920y & Dydz SPOJItE V bodé (g, yo), pak se v tomto bodé rovnaji.

Mad-li funkce vice proménnych vSechny parcidlni derivace v néjakém bodé aZ do radu n spojité, pak u vsech parci-
dlnich derivaci v tomto bodé do Fddu n nezdleZi na poradi derivovdni.

V Otdzkdch je navod na funkci, kterd nema zdmeénné parcialni derivace.

Poznamky 1  Piiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1

Z mnoha piikladd implicitné zadanych kfivek vite, Ze Casto (skoro vzdy) je mozné takovou kfivku povazovat
za graf funkce na néjakych jejich ¢astech, napt. u kruZnice.

VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovdna v okoli bodu (zg, yo) a plati:
e f(zo,90) =0,
e f md v okoli bodu (g, yg) spojité parciélni derivace az do fadu n > 1,
. %(él‘u-yo) # 0.
Pak existuje interval U = I x J okolo bodu (zq, yo) a jedind funkce  definovana na I tak, Ze
1. ¢(z0) = o,
2. f(xz,o(x)) = 0provsechnaz € I
3. ¢ mana [ spojité derivace az do fadu n

4. derivace funkce ¢ je rovna

Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se pfevede po Cdstech na funkce jedné proménné, implicitni
funkce tfi proménnych (tj. f(z,y,2) = 0) se prevede na funkce dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni
derivace. Proto je tento piipad explicitné uveden (uz bez dikazu):

VETA. Necht' funkce f tif promé&nnych je definovana v okoli bodu (zq, 5o, z9) a plati:



e f(20.Y0,20) =0,
e f md v okoli bodu (zg, yg, 20) spojité parcidlni derivace az do fadun > 1,

o
~ (20,90, 20) # 0.

Pak existuje interval U = I x J x K okolo bodu (g, yo, z0) a jedind funkce ¢ definovand na I x J tak, Ze
1. (0, 90) = 20

2. f(z,y,o(x,y)) = 0 pro vSechna (x,y) € I x J

3. ¢ymdna I x J spojité parcidlni derivace aZ do fadu n

4. parcidlni derivace funkce ¢ jsou rovny

Poznamky 2 Priklady 2  Cvileni 2

Existuje jesté jedno duleZité pouZiti diferencidld, a to je obdoba Taylorovych polynoma a piislusnych aproxi-
maci:
VETA. Ma-li f spojité parcidlni derivace az do fadu n + 1 v intervalu I okolo bodu (a, b), pak pro (z,7) € I

plati

b .
fy) = Ejf (90)) 2, 9) = (@, b)F
7=0
f<n+1) (¢,d)

= '77?77(1,.)”1

kde féj) je j-ta derivace f ve sméru (z,y) — (a,b) a (¢, d) je bod leZici na dsecce mezi body (a,b) a (x,y).
n (hd +k8y) ' f(a, b)+

flathb+k)=>"

j=0

(hgy + kgp)™ 1 f(c.d)
(n+1)! ’

kde )
9 9 . I N s O

N\ — 11.]—1 ) — .

(ho +kay) fla,b) =) <Z>h 3 a0, (a,b)

=0
Jesté jedna moZnost zdpisu pomoci diferencidlu:

" (hdel f(a,b)  (hde™ 1 f(c,d)
> [ Y]

flathbtk)=
§=0

kde dje diferencial proménnych h, k.



VETA. Necht' f md spojité parcidlni derivace prvniho fadu v intervalu I okolo bodu (a,b). Pak pro (z,y) € I
existuje bod (¢, d) lezici mezi body (a,b) a (z,y) takovy, Ze
. ) of ) 0f o ;
) - @) = Liedy- @—a)+ Licay- w-1).
Ox Loy

Cviceni 2-5

U funkci jedné proménné znaci derivace geometricky smérnici te€ny ke grafu funkce v daném bodé.
Tyto teCny urcuji nadrovinu te¢nou ke grafu funkce — u funkce dvou proménnych se tedy jednd o te¢nou rovinu
k plose.

Ma-li f v bodé (zg, yo) spojité parcidlni derivace, 1ze rovinu danou rovnici

(2 = a0,90)) = (& = 20) 5L (0, 90) + (0 = w0) 5 (0,0

chépat jako te¢nou rovinu grafu funkce f.
Te¢nd rovina je tedy ddna bodem dotyku (xq, yo, f (20, y0)) a vektory (1,0, %(zo, ¥0)), (0,1, g—?];(xo, Y0))-
Tecny grafu f v libovolném sméru leZ{ v tecné roviné.

Vzorce pro tecny a te¢né roviny kfivek a ploch pouZit i pro kiivky a plochy zadané implicitné nebo paramet-
ricky.

1. Te¢na k¥ivky zadané implicitné rovnici f(z,y) = 0 je ve svém bodé (zg, yo), kde % # 0, ddna vektorem

(- %5’ g—f;) a jeji normdla vektorem (g—fg, %) Tato te¢na ma tedy rovnici

(x — z0) fz(70,y0) + (¥ — vo) fy(z0,90) = 0.

2. Te¢nd rovina plochy zadané implicitné rovnici f(x,y, 2)=0 je ve svém bodé€ (xq, yo, 20), kde % # 0, ddna
vektory (—%, 0, %), (0,—%, g—g),jejl’ norméla vektorem (%, %, %)

Tato te¢nd rovina ma tedy rovnici
(JJ - xo)f$(x07y07 ZO) + (y - yO)fy(x[)y Y0, ZO) + (Z - ZO)fZ(an Yo, ZO) =0.

3. Teéna kfivky zadané parametricky rovnicemi x = @(t),y = ¥(t),z = 7(t) je ve svém bodé (xq, yo, 20),
pro t = tg, ddna vektorem (¢’ (to), v’ (to), 7’ (t0))-

DEFINICE. Gradient funkce f(z1, ..., xn) v bod€ (a1, ..., ay) je vektor

gradf = (fzy(a1,...,an), .., fo, (a1, ...,an)).

grad bez proménné 1ze chapat jako operator (%, 8%) a potom je grad f hodnotou operatoru v bodé f (nebo
vysledek vyndsobeni vektoru grad skaldrem f).

Parcidlni derivace funkce f ve sméru (u,v) je v pfipadé spojitych parciélnich derivaci tedy rovna skaldrnimu
soucinu grad f - (u,v).

Operator gradje linedrni a na soucinech se chovd obdobné, jako derivace:

grad(f 4+ g) = gradf + gradg, grad(fg) = fgradg + ggradf .

Skalarni soucin grad- gradse znaci jako A, coz je Laplaceiv operator:

N

ANf = .
! Oz * 0y



Poznamky 3  Priklady 3  Otazky 3

Cviceni 3
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