EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. md v bodé C' € D(f) lokdlni maximum, resp. lokdlni minimum, jestlize
existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximdlni (resp. miniméln{ ) hodnota f na U N D(f).

Funkce f mad v C' lokdlni extrém, jestlize md v C' lokalni maximum nebo lokaln{ minimum.

Absolutni maximum funkce f na mnoziné A C D(f) je hodno ta max{f(z,y);(x,y) € A}. Podobné se
definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrémt slovo maximdlni slovem nejvétsi (resp. slovo minimdlni slovem
nejmensi ), dostdva se definice ostrych lokdlnich extrému.

VETA. Funkce f definovana na polooteviené mnoziné¢ A mize mit lokaln{ extrém pouze v nasledujicich bodech:
1. v hrani¢nim bodé€ A, patii-li do defini¢niho oboru;
2. ve vnitinim bodé A, ve kterém f nema nékterou z parcidlnich derivaci 1.f.;

3. ve vnitinim bodé A, kde ma f vSechny parcidlni derivace 1.f. rovny 0.

DUSLEDEK. Necht' v oteviené mnoZiné G mé funkce f vSechny parcidlni derivace 1.f. Ma-li f v bodé¢ C' € G
lokdln{ extrém, anuluji se v tomto bod¢ parcidlni derivace 1.f. (tedy i smérové derivace).

VETA. Necht mi funkce f(x,y) spojité parcidlni derivace 2.F. v oteviené mnoZiné G apro P € G je % (P) =
of _
oy (P)=0.

Oznacme F'(h, k) druhy diferencial (h% + ]{”()%)2]‘ (P), coz je kvadratickd forma proménnych h, k.
Potom

1. Je-li F pozitivné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.
2. Je-li F' negativné definitni, nabyva f v P ostré lokalni maximum.
3. Je-li F indefinitni, nenabyva f v P lokdlni extrém.

4. Je-li F' semidefinitni, nelze o lokdlnim extrému f v P pomoci F' rozhodnout.

Pomocny paraboloid hlidajici graf funkce zespodu ukazuje na lokdlni minimum:

VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je

1. pozitivné definitni pravé kdyz
f11(P) >0a f11<P) : fyy(P) > f?,/(P),

2. negativné definitni pravé kdyz
Jao(P) <02 fox(P) - fyy(P) > [3,(P);

3. indefinitni pravé kdyZz fpz(P) - fyy(P) < f:%y(P);

4. semidefinitni pravé kdyZ fp.(P) - fyy(P) = f%y(P);



DUSLEDEK. Necht m4 funkce f(x,y) spojité parcidlni derivace 2.F. v oteviené mnoZiné G apro P € G je %(P)

Jestlize fyz(P) - fyy(P) > ffy(l)), pak f md v bodé P ostry lokdlni extrém (maximum pro fr.(P) < 0,
minimum pro fy.(P) > 0).

Pozndmky 1  Pfiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1

1. Pfi zkoumani extrému na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v jednorozmérném piipadé.
Nejdiive se zjisti kritické body uvniti A.

2. Na rozdil od jednorozmérného pripadu, kde byly nejvyse dva hrani¢ni body u intervalu, ve vicerozmérného
pfipadu jsou hranice nekone¢né mnoZiny.

3. Nastésti vSak v praxi byvaji tyto hranice vétSinou kiivkami a tedy popsany spojitymi funkcemi jedné pro-
ménné. Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane funkce jedné proménné a pro ni lze zjistit kritické
body.

5. Je vSak nutné si uvédomit, Ze takto ziskané napf. lokdlni minimum je lokdlnim minimem pouze pro hranici
a nikoli pro mnoZinu A.

6. V nékterych specidlnich pripadech je mozné zkoumanim funkce v okoli takového lokalniho extrému vzhle-
dem k hranici ur¢it, zda je lokdlnim extrémem i vzhledem k A.

7. Nicméné, vZdy lze srovnanim hodnot na vSech ziskanych kritickych bodech zjistit absolutni extrémy.

VETA. Necht' A je polooteviend omezend mnoZina v roviné a jeji hranice patiici k A je grafem parametricky
zadané kiivky = = ¢(t), y = ¥(t),t € I.

Pak absolutni maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximalni (resp. minimaln{) hodnota
f na kritickych bodech f uvnitf A a na kritickych bodech funkce f(p(t),4(t)),t € I.

VETA. Necht A je grafem implicitné zadané kfivky g(x,y) = 0, funkce f je definovdna na néjaké oteviené
mnoziné U obsahujici A a plati:

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U,

2. pro kazdy bod (x,y) € A je bud’ S—?(? y) # 0 nebo Z—Z(I y) # 0.

Ma-li f v bodé P € A lokdln{ extrém, pak existuje realné Cislo A tak, ze

P)=0, .
ox (P) ' oy

(P)=0.

Dukaz.

Za predpokladi predchozi véty se funkce
F(z,y,A) = f(2,y) + Ag(z,y)
nazyva Lagrangeova funkce a parametr A Lagrangetv multiplikdtor.

Necht’ je A je grafem implicitné zadané kiivky g(z,y) = = + y — 2, funkce f(z,y) = 2 + 32 je definovana
na oteviené mnozing U = R?. Hleddme extrémy f na A.

Vidime, Ze plati:

_of
Oy



1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fddu na U;
2. pro kazdy bod (z,) € A je 94(x,y) # 0.

Ma-li f v bodé P € A lokdln{ extrém, pak existuje realné Cislo A tak, Ze

o(f +Ag) ([ +Xg)
Sty =0. SN =0, g(P)=0
Tedy hleddme bod P = (x,y) € A a X tak, aby
o(f +Ag) ([ +Xg)
——=(P) = ——=(P) = P)=0.
Gty =0, SR =0, g(P)=0
Tedy feSime soustavu
20+ A =
2y + A
r+y—1 =
Spolteme feSenixz = 1,y =1a )\ = —2.

Tedy bod, ktery je podezfely z nabyvani extrému f na A, je bod P = (1, 1). Vzhledem k tomu, Ze funkce f je
na A zdola omezend a neni zhora omezena, nasli jsme bod absolutniho minima.

Protoze derivace podle tfeti proménné funkce F'(x,y, A) v piislu§né kvadratické form& vypadnou, dostanou se
ndsledujici postacujici podminky:

VETA. Za predpokladii pfedchozi véty se oznadi H(h,k) = (h+ k)2F(P). V kvadratické formé H se nahradi
h nebo k druhou proménnou z rovnice h ;j—()}(P) +k %

proménné.

(P) = 0 a ziska se kvadratickd forma H(/) = at? jedné

1. Je-li a > 0, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.
2. Je-lia < 0, nabyva f v P ostré lokalni maximum.

3. Je-li a = 0, nelze o lokdlnim extrému f v P pomoci H rozhodnout.

Dikaz.
Necht’ napt. g—g(P) = 0. Potom h = —kgzgg a koeficient a z predchoz{ véty se rovnd
92(P) 92 (P)
fax = 2f, + fyy(P) :
T gy (P) Y g2 (P)

Zkoumd-li se funkce tfi proménnych, mohou pro vdzané extrémy nastat dvé zakladni situace. Postupy jsou
stejné, jako v predchozim piipadé a podrobnosti budou vynechany.

L. Pro extrémy funkce tif proménnych f(x, y, z) na mnoZiné A urené rovnici g(z, y, z) = 0 se hledaji extrémy
funkee F'(z,y,2,A) = f(z,y,2) + Ag(2,y, 2).

Pfedpokladem je nenulovost alespoii jedné z derivaci g, gy, g. v kazdém bodé A (tj., hodnost 1 matice gradg
v kazdém bodé A).

Postacujici podminky pak dava definitnost kvadratické formy H dvou proménnych, kterd vznikne z kvadratické
formy tfi proménnych H(h,k,1) = (h + k + 1)?F(P) dosazenim za jednu proménnou z rovnice h %(P) +
o) 0,
kg9 (P) +15L(P)=0.



IL. Pro extrémy funkce tff proménnych f(z,y, z) na mnoZiné A urené rovnicemi g(z,y, z) = 0, h(z,y, 2) =
0 se hledajf extrémy funkce

F(x,y,2,\ 1) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2) + ph(x,y, 2) .

Predpokladem je hodnost 2 matice s fadky gradg, gradh v kazdém bodé A.
Nutnou podminkou, aby bod P byl lokdlnim extrémem f na A, je tedy rovnost gradF' = 0.

Postacujici podminky pak dava definitnost kvadratické formy H jedné proménné, kterd vznikne z kvadratické
formy t¥f proménnych H (h, k,1) = (h + k + 1)?F(P) dosazenim za dv& proménné z rovnic

dg Jg 0 B
oh oh oh
h%(P)—i-ka—y(P)%-lg(P) =0
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