INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

V predchozich kapitoldch bylo uvedeno mnoho piikladli na pouZiti integrélu funkci
jedné proménné.

Pro funkce vice promennych nelze pouzit prlstup pomoci pr1m1t1vmch funkci, _geome-
tricky pristup vsak pouZit Ize. Jsou vsak 1 jiné moZnosti, napt. pomoci teorie miry nebo
pomoci rozSifovani jistych linedrnich zobrazeni na JIStyCh prostorech funkci.

V kapitole o aplikacich integralu byl uveden postup pro vypocet obsahu obsahu pod-
mnoZzin roviny nebo objemu objemu podmnozin prostoru, coZ lze chapat jako vypocet
integralu funkce dvou nebo tii proménnych, kterd je na dané mnoZziné identicky rovna 1
a jinde rovna 0. Tento postup lze snadno upravit pro obecné funkce.
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.obsah
.objem

INTEGRACE NA INTERVALECH

Oproti redlné primce je v roviné a prostoru vetsi variabilita mnoZzin, pres které je

vhodné integral definovat.

DEFINICE. Necht je dana funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) X (¢, d)
v rovin€. Pak se definuje integrél funkce dvou proménnych f na I jako

[repasar= ([ separ)as,

pokud ma prava strana smysl.

Jestlize [, f je konecny, fikd se, Ze [, f konverguje.

POZOROVANI.

1. Necht' [ ; J konverguje a g je funkce na I, ktera je totozna s f na vnitiku intervalu /.
Pak [, g konverguje a rovnd se [, f.

2. Necht' A C B jsou intervaly v roviné a funkce f definovand na B ma nulové hodnoty
na B\ A. Pak

/A f (@, y) dxdy = /B F(,y) dxdy

jakmile m4 jedna strana smysl.

Snadno se dokazi zdkladni vlastnosti integralu v roving. Nékteré vlastnosti obdobné
tém z funkci jedné proménné nelze prevést (napr. integrace po Castech), nékteré jsou
odloZeny na pozd€ji (napf. substituce).
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Rekneme, Ze dva intervaly v roviné se nepiekryvajf, jestlize jejich prinik neobsahuje
zadny interval v roving (viz téz Otdzky).

VETA. Necht' [ je interval v roving.
1. Integral na [ je linearni, tj. pro libovolné funkce f, g na I a pro libovolnad ¢isla a, 3 €

R plati
[lar+89=a[f+5 [,

jakmile m4 prava strana smysl.
2. Necht’ [ je sjednocenim neprekryvajicich se intervalt J, ..., J, a f je funkce defi-

novana na /. Potom
/If(x,y)dde=Z/J f(z,y) dxdy
i=1 Y Ji

jakmile m4 jedna strana smysl.
3. Jsou-li g, h funkce definované na I a h < g na [ pak

/hS/g,
I I

jakmile maji ob¢ strany smysl.

Pozndmky 1 Pfiklady 1 Otazky 1

Cviceni 1




Existence integralu

V casti o existenci Newtonovych integrall bylo ukdzano, ze integrdl z omezené spojité
funkce na omezeném intervalu konverguje, tedy existuje a je konecny.

Je-li ddna omezena spojita funkce f na omezeném intervalu / v roviné, mél by integral
z f pres I konvergovat. VSechny vnitini integraly fcd f(z,y) dy konverguji a rovnaji se
néjakému Cislu zavisejicimu na x, oznaci se g(x). Aby bylo mozZné opét pouZit uvedenou
existencni vétu pro funkce jedné proménné na fab g(x) dx, je nutné védét, Ze g je na (a, b)
spojitd a omezend. Omezenost je ziejma a spojitost je dokdzana v kapitole o

Vzhledem k monoténnosti integralu, plati i zde srovnavaci kritérium:
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Geometricky pristup

Necht' [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .

Pro kazdé z € [a, b] existuje y, € (c, d) tak, Ze [ f(z,y)dy = f(z,y.)(d — ¢).
Posledn{ soucin je spojitd funkce z (podle pfedchozi éasti) a [, f = (d—c) fab f(x,y,)dx.
Tedy existuje p € (a,b) tak, ze [, f = (d —c)(b—a)f(p, yp).

VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] X [¢, d], pak existuje
bod (p, ¢) lezici uvnitt I tak, ze [, f = f(p,q)(d — ¢)(b— a).
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Fubiniova véta

V definici integralu funkce dvou proménnych se nejdiive integruje podle proménné y
a potom podle proménné .

Neni dlivod, pro¢ pocitat integral zrovna v tomto poradi.
Vznika otazka, zda prehozenim poradi integrovani (tj. nejdiive podle x a potom podle
y) vyjde stejné Cislo.

Fubini
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INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Tak jako v ptipadé€ funkci jedné proménné, nebude se tento text zabyvat integraci na
co nejobecnéjSich podmnozinach roviny nebo prostoru.

V dalSim textu budou hlavné pouzivany spojité funkce na polootevienych mnoZzinach,
a to jesté v jistém smyslu hezkych.

Oteviené mnoziny realnych Cisel jsou sjednocenim nejvyse spocetné mnoha otevie-
nych intervalli. Integrdly pfes oteviené mnoziny na R se tedy daji popsat jako soucty
integrali pres intervaly.

S malymi rozdﬂy se da teoreticky postupovativ rovine a prostoru. Pro prakticky vypo-
cet vSak tento pristup neni vhodny, protoZe popis intervala v roving, jejichz sjednoceni
je dand oteviend mnoZina, byvéa obtizny.

Proto bude uvedena obdobna definice jako v predchozi Césti. Zakladni definice se
omezi na mnoiiny, které nazveme fypu a: polooteviend mnoZzina G v roviné je typu a,
jestliZe jeji projekce na osu x je interval (oznaci se Gx) a pro kazdé p € Gx je prinik
G s kolmici na osu z v bod€ p opét interval (oznaci se G)).

)% Gy X

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G' C R? typu a.
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Pak se definuje dvojrozmérny integral funkce f pfes mnoZinu GG rovnosti

[ asar= [ ([ swna)as,

existuje-li prava strana.
Jestlize [ f je konecCny, fikd se, Ze [, f konverguje.

POZOROVANI.

1. Necht' | ./ konverguje a g je funkce na G, kterd je totozna s f na vnitiku mnoZiny
G. Pak [, g konverguje a rovnd se [ f.

2. Necht G C H jsou mnoziny typu « a funkce f definovanid na H méa nulové hodnoty
na H \ G. Pak

/G f(z, y) dxdy = /H F(z, ) dxdy

jakmile ma jedna strana smysl.

Dvé mnoziny typu « se neprekryvaji, jestlize jejich prinik ma prazdny vnitrek.

VETA. Necht G je podmnoZina roviny typu c.
1. Integrél je linedrni, tj. pro libovolné funkce f, g na GG a libovolna Cisla o, 5 € R plati

/(a.f+8.q>:a f+,6/g,
G J G J G

jakmile ma prava strana smysl.
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Podobné jako pro intervaly lze nyni definovat dvojrozmérny integral na konecnych
sjednocenich neprekryvajicich se mnozin typu a:

Necht’ {G;}!_, je system neprekryva]zczch se mnozm typu o a A je jejich sjednocent.
Pak se definuje fA z,y)dxdy = > 1, fG x,y) dxdy.

JestliZze je mnozina GG sjednocenim spocetné mnoha nepiekryvajicich se intervald, je
integral funkce na GG souctem integralil této funkce na pokryvajicich intervalech?

Obecné to platit nemize, uz proto, Ze tuto (obecné nekonecnou) fadu nelze néjak

pfirozené uspofadat (na rozdil od intervald na pfimce). Rada tedy musi konvergovat
absolutné, dany integral vSak absolutné konvergovat nemusi.

Je proto nutné se omezit na funkce absolutné integrovatelné, tj. funkce f majici kon-
vergentni integraly [, f, [ |f].
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VETA. Ka?d4 oteviend podmnozina roviny je sjednocenim spocetné mnoha neprekry-
vajicich se kompaktnich intervald.

VETA. Necht G je mnoZina typu o a f je absolutn& integrovatelnd funkce na G. Potom
pro kazdé rozd€leni GG na intervaly {.J,,} plati

/f:cydxdy Z f:cydxdy,

kde fada na pravé strané absolutné konverguje.

Poznamky 3 Priklady 3 Cviceni 3 Uceni 3




Existence integralu

Nasledujici existencni véty pro integraly na mnoZinach typu « jsou stejné jako pro
integraly na intervalech.

V prvnim tvrzeni je vSak potfeba jeden dalsi predpoklad na mnoZinu G, totiZ Ze hra-
nice je v jistém smyslu spojita.

VETA. Necht ¢ < 1 jsou spojité funkce na omezeném intervalu (a,b) a G =
{(z,y);z € (a,b),p(z) < y < ¥(z)}. Pak [, f konverguje pro kazdou omezenou a
spojitou funkci na G.

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu [ a f < ¢ na I, pak |, f konverguje, jakmile
|; g konverguje.
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Fubiniova véta

V nésledujicim tvrzeni se predpoklddd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a priseciky mnoZiny G s kolmicemi na

osu y v bodech jsou intervaly G,,.

VETA. (Fubini) Necht G je mnoZina typu « vzhledem k osdm z i y. Je-li f spojitd na

(G a absolutné integrovatelnd, pak

;‘X Gy C 7}/' G}/

jakmile | f konverguje.

Poznamky 4 Priklady 4 CviCeni 4
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SUBSTITUCE

Nejdrive je nutné se podivat na transformaci mnozin. Na pfimce zobrazi spojita funkce

interval na interval. V roviné mize spojita funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj.
na mnoZinu bez vnitfnich bodt.

Je potreba, aby se oteviend mnozZina prevedla opét na otevienou mnoZinu a jeji hranice

na hranici nové mnoziny.

Stejné jako u jedné proménné musi byt transformacni zobrazeni prosté.

Zrejmée musi byt i spojité€ a, protoze se v transformaci funkce opé€t vyskytnou derivace,
mély by byt 1 parcidlni derivace transformace spojité.

Bude nutné pridat jesté jeden prirozeny poZadavek odpovidajici nenulovosti derivace.

Diikaz nasledujici véty je komplikovany a vyZzaduje jisté znalosti z geometrie roviny,
které jdou nad ramec tohoto textu. Proto diikaz uveden nebude.
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Uvedeny determinant se znaci J(ip, v) a nazyva Jacobiho determinant nebo stru¢néji
Jacobian. Zobrazeni ® majici uvedené tii vlastnosti predchozi véty se nazyva regularni
zobrazeni.

VETA. Necht (p,1) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité
zobrazeni na H. Potom (H je obraz (3)

/H f(z,y) dxdy = /G £l (at, 0), 9w, 0))| T (0, 9)] dut dw,

jestlize m4 jedna strana smysl.

Poznamky 5 Priklady 5 Otéazky 5
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TROJROZMERNE INTEGRALY

Trojrozmérny integral se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy
tii jednorozmérnych integralli) vzorcem

/Gf(x,y,z)dxdydz—/ab(/Hf(a:,y,z)dydz) e

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoZiny G na osu x a H je projekce mnoziny
GG do roviny yz.

Pro pouziti predchozi Casti je tfeba pozadovat, aby H byla typu a nebo konecné sjed-
noceni takovych nepfekryvajicich se mnozin a projekce GG do osy z byl interval nebo
konec¢né sjednoceni intervall. Tyto mnoziny se mohou také nazyvat typu « (nebo jsou
to sjednoceni kone¢né mnoha neprekryvajicich se mnozin typu «).

Pozorovani a zakladni vlastnosti jsou stejné.

Véta o rozdé€leni otevienych mnoZin na intervaly je stejna.

Stejny je i popis integrdlu pomoci souctu integralii pres néjaké rozdéleni na intervaly.
Stejné jsou 1 vety o existenci.

Trojrozmeérny integrdl spojité absolutné integrovatelné funkce lze pocitat v jakémkoli
poradi souradnic.
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2. Determinant

STISRIE
gleFleRie
§2

ow
je v kazdém bodé GG nenulovy.
3. Funkce ® = (p,%,7) : G — R3 je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyvé reguldrni a zobrazuje G na otevienou mnozinu. Uvedeny
determinant je Jacobiho determinant nebo Jacobidn a znadi se J(p, ¥, 7).

Plati tvrzeni

‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH
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DEFINICE. Necht je ddna funkce f(x,y) definovana na intervalu I = (a,b) X (¢,d) v
roving. Pak se definuje integral funkce dvou proménnych f na [ jako

[ o= ([ separ)as,

pokud m4 prava strana smysl.

Jestlize [, f je konelny, fikd se, ze [, f konverguje.

y,=d
Jy
) 53
J ] 5
Bz
Y= B
X~a X4 Xy x3=b

Integral z x + y na intervalu I = (1, 3) x (2, 5) se pocita podle definice

/I(:c+y)dxdy:/13(/25(a:+y)dy)dx:...
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Existence integralu

VETA. Je-li f spojitd omezend funkce na omezeném intervalu 7, pak [ ; J konverguje.

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu [ a 0 < f < ¢ na I, pak |; f konverguje,
jakmile [, g konverguje.




Geometricky pristup

Necht’ [ je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na .
Pro kazdé z € [a, b] existuje y, € (c, d) tak, Ze [ f(z,y)dy = f(z,y.)(d — ¢).

Posledni soucin je spojitd funkce z a [, f = (d — ¢) fab f(z,y,)dx.
Tedy existuje p € (a,b) tak, Ze [, f = (d —¢)(b— a)f(p, yp)-
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Fubiniova véta

VETA. (Fubini) Necht funkce f(z,%) je spojitd na intervalu I = [a, ] x [¢, d]. Potom

b d d b
/ (/ f(:zr,g)dy) <1}<—/ (/ f(x,y) dx) dy,

jakmile ma jedna strana smysl.

Funkce f je definovanana [ = (0,1) x (0, 1) predpisem

0, proy >
flz,y) = { L proy < .

0

Jde spocitat jen jednim smérem: fol f(z,y)dy =sinzatedy [, f =1— cos(1).

1,06 a
/ E 8 .
0o logzx

Takto integral
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b_xa:

lze spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si v§imnete, Ze pro x € (0, 1) je =
fab 2¥log x dy.

Potom
b+

1xb_xa 1 b b 1 b 1 1
dx = Ydy) dx = Ydx) dy = ——dy =1 :
T = L mras [ eraar= [y

Priklad. Uvazujte funkci

2 .2
f(x,y):ﬁ

definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom
podle proménné y.

1 L g2 _ 2 1 (- _ 1
/o </0 ($2+y2)2dx) W= /o </0 O <w2+y2) dx) dy__/o T+ ™
= —(arctan(1) — arctan(0)) = —%.

Nyni integrujme stejnou funkci ale v opacném poradi, tj. nejprve podle proménné y a

potom podle proménné .

1 1,2 .2 1 1 1
T —y 0 Y 1
—— 55 dy | do = dy | dox =

/0 (/0 (22 +9?)7 y) ’ /0 (/0 Ay (w2+y2) y) ’ /o 1+ a2

s

= (arctan(1) — arctan(0)) = T

dx =
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INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Polooteviend mnoZina G v roviné je typu a, jestliZe jeji projekce na osu x ]e interval
(oznaci se Gx) a pro kazdé p € Gx je prlunik (s kolmici na osu v bodg p opéet interval
(oznaci se G)).

y
G
P
G X LEKCE21-IVP
p X integral.interval
vlastnostil.int
vlastnosti2.int
existence.int
. / A P Ve 4 R
DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G C R* typu a.  Fubini
Pak se definuje dvojrozmérny integral funkce f pres mnoZinu G rovnosti integrdlobec

vlastnosti2.obec

interval-obec
/G f(z,y) dxdy = /G ( /G fl,y)dy) dx, S
X s

regularni zobr
substituce
1 e-li 51 integral v prostoru
GXIS'[U_]C li prava strana. ]
STANDARDY
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Existence integralu

VETA. Necht ¢ < ) jsou spojité funkce na omezeném intervalu (a, b) a G = {(z,y): z €
(a,0), o(x) <y < ¥(x)}. Pak [, f konverguje pro kazdou omezenou a spojitou funkci

na G a plati
, V@)
/Gfdxdyzf(/f(fc,y)dde-
a p(x)




Fubiniova véta

V nésledujicim tvrzeni se predpoklddd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhle-
dem k ose y: projekce GG na osu y je interval Gy a priseciky mnoZiny G s kolmicemi na

osu y v bodech jsou intervaly G,,.

VETA. (Fubini) Necht G je mnoZina typu « vzhledem k osdm z i y. Je-li f spojitd na

(G a absolutné integrovatelnd, pak

Gx /Gy Gy Gy

jakmile | f konverguje.
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SUBSTITUCE

VETA. Necht G je oteviend mnoZina v roviné a funkce u = o(x,y),v =1(x,y) jsou
definovany na GG. Necht’ jsou splnény nasledujici podminky:

1. Funkce ¢, v maji spojité parcidlni derivace na G.
2. Determinant

Q
BS

N|

€8

Q
<

je v kazdém bodé GG nenulovy.
3. Funkce ® = (¢, 1) : G — R je prosta.

Potom ¢ zobrazuje GG na otevienou mnozinu H.
Uvedeny determinant se znaci J(p, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo stru¢néji

Jacobian. Zobrazeni ® majici uvedené ti1 vlastnosti predchozi véty se nazyva regularni
zobrazeni.

VETA. Necht (v, 1) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné GG a f je spojité zob-
razeni na H. Potom (H je obraz G5)

/H F(a,y) dxdy = / F(60(u, v), (s, 0))] T (0, )] du o,

jestlize ma jedna strana smysl.
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Polarni souradnice.

Zaména
T Ccosa,y = Tsinq.

Spocte se, Ze jacobian J = r.

Toto zobrazeni je prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu
(a,a + 2m) atedy v celé roviné kromé bodl uzaviené polopiimky vychazejici z pocatku
a svirajici s kladnym smérem osy z thel a.

Tato mnoZina je mald ve smyslu, Ze zména hodnot funkce na této mnozin€ neovlivni
hodnotu integralu.

Takze

r, o za kartézské souradnice x,y je ddno vzorci x =

STD(q) = {(r,a) € R*|r € (0,00),a € (0,2m)} .

Takze 5
STD(:c,y) — {(xay) €ER ’ (y — O) = (SL’ < O)} .

2 2 cos o
/ (/ r dr) do .
0 0

Pifklad. Spo¢téte obsah mnoziny G' = {(z,y); 2z < y* < 3z, 1/y <z < 2/y}.
Uvedené nerovnosti davaji ndvod polozit u = zy, v = y?/x.

MnozZina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcidlni deri-
vace uvedenych zobrazeni.

Nyni vypoététe z obou rovnosti = a y: x = /u?/v,y = Juv (obé nové proménné
jsou také kladné).

Vypocet byl jednoznaény, coZ znamend, Ze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na
interval u € (1,2),v € (2,3). Zbyva spocitat jacobian: J = (3v)~!, coZ je na vySetfované
mnozin€ nenulové.
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Pokud spoctete jacobidn inverzniho zobrazeni, dostanete hodnotu 3y°/z, coZ je 3v a
tedy prevracend hodnota prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné.

Vysledny obsah je pak roven log(3/2)/3.

Laplaceuv integral L = fooo e~ dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

v o o 0,0 P _ 2 . L, . . o
Vzpomeiite si, Zze primitivni funkce k e™* nelze napsat zndmymi funkcemi a ze tedy

tento integral nelze spocitat obvyklym zptisobem.

Spoctéte
o0 2 >0 2 2,2
L? :/ e’ dx/ e Y dy:/ e” Y dxdy,
0 0 K
kde K je prvni kvadrant.
V poslednim integrélu zaved’te polarni souradnice a dostanete integral LEKCE21-IVP
Integral.interva
vlastnostil.int
/2 0 2 vlastnosti2.int
- st .int
da [ re™ dr, el
0 0 Fubini
integral.obec
G 0 Y, — 1 il.ob
ktery snadno spoctete. Vysledkem bude L = /7 /2. viastostil obee
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ANO

Kruh v roviné je H = {(z,y) : 2> + y* < 1}.
Zameéna polarnich soufadnic r, o za kartézské souradnice z, y dand vzorci

T =TCcosq,y =Tsina
s jacobidnem J = r nam dovoli (SUBSTITUCE) napsat kruh takto G = {(r,«) : 0 <

r<1,0<a<2r}
/1dxdy=/r du dv.
H @

tedy
Pomaleji: Nejprve nahradime mnoZinu A mnozinou H, ,y = H N ST D, ,, tedy
H(x,y) = {(x,y) € STD(x’y)LQ?Z a4 y2 < 1} .

Pak pfepiSeme H,,) na G|,y pouZitim polarnich soufadnic (substituce (z,y) <—
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(r, ), x = rcos o, y = rsin «r) a dostaneme
Gira) = {(r,a) € STD, o|r* < 1}.

Polarni souradnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro « z otevieného
intervalu (0, 27) a tedy v celé roviné kromé bodd uzaviené polopiimky vychazejici z
pocatku a svirajici s kladnym smérem osy z thel 0.

LEKCE21-1VP

integral.interval

a=0 vlastnostil.int

> vlastnosti2.int

a b a b existence.int
Riemann

" v, . . ~ ve v " Fubini

Vypocitejte integral funkce x + y namnoziné {1 < x +y <2, 3 <z —y < 4} integrdl.obec

vlastnostil.obec

S€ poO substituci x -+ Yy=u,r —Yy="v tvari vlastnosti2.obec

interval-obec

"Vypoditejte integral funkce « - |J| na mnoziné {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je  istenceobec

Fubini.obec

determinant 5 9 regulirn'l’ zobr
substituce
ou (u + U) ou (U — U) 7 integral v prostoru
o 0 . ’U) . integral

\ 4
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TROJROZMERNE INTEGRALY

Trojrozmérny integral se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy
tif jednorozmérnych integralli) vzorcem

/Gf(a:,y,z)dxdydz—/ab(/Hf(a:,y,z)dydz) i

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoZiny G na osu x a H je projekce mnoZiny

G do roviny yz.

Priklad. Urcete piislu$né meze v jednotlivych jednorozmérnych integralech pro |, al>
kde G = {(z,y,2);x >0,y > 0,2 > 0,x +y + 2z < 3}. | EKCEALIVD

Zieméje 0 < 2 <3 —x2—y,0<y <3—2,0<x <3, takze vysledkem je  megrdlinteral

vlastnosti2.int

3 3—x 3—r—y existence.int
Riemann
/ / / f(z,y,2)dzdydx. Fubini
0 0 0 integral.obec

vlastnostil.obec
vlastnosti2.obec

Necht’ jsou na oteviené mnoziné G definovany funkce u = p(z, ¥y, 2), v = ¥ (z, ¥y, 2), w = nevakobee

P op o0 o . exis.tepce.obec
T/x,y, z), které maji nasledujici vlastnosti: Fubini.obec
reguldrni zobr
substituce

1. Funkce ¢, v, 7 maji spojité parcidlni derivace na G. integral v prostoru
5 integral
2. Determinant STANDARDY
a_go 6_¢ or Pozndmky
g_g% 3_% a_g Priklady
v v QU 4
9% 9 & iy
ow Jw OJw Cvigen{

je v kazdém bodé G nenulovy. Ugeni



3. Funkce ® = (p,%,7) : G — R? je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyva reguldrni a zobrazuje G na otevienou mnoZinu. Uvedeny
determinant je Jacobiho determinant nebo Jacobidn a znadi se J(p, 1, 7).

(z,y,2) = (¢, ¥, 7)(u, v, w)
dxdy dz = |J(p, 1, 7)| du dv dw .

Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni souradnice pro dvé proménné
s nezmeénenou zbyvajici proménnou:

r=rcosa, Yy=rsina, z==2.

Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opét roven r jako u polarnich soufadnic a Ze toto
zobrazeni je prosté pror > 0,« € (a,a + 27), z € R, kde a je n¢jaké libovolné redlné
Cislo.

Tuto mnoZinu zobrazuje na celé R? kromé jedné poloroviny (podobné jako jedna po-
lopfimka u polarniho zobrazenti).

Sférické souradnice jsou obdobou polarnich soufadnic o jednu dimenzi vySe. Bod
(x,y, z) se promitne do roviny zy na bod (z',1’). Opét se oznaci r (resp. r’) vzdale-
nost bodu (z,y, z) (resp. (', y')) od pocatku a dale [ uhel, ktery svird spojnice bodu
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(z,y, z) s pocatkem s rovinou xy (tento uhel se bere v intervalu [—7/2, 7/2]). Potom
' = r'cosa,y’ = r'sin a, kde « je stejny thel jako u polarnich soufadnic. Vyjadienim
r’ pomoci r a [ se dostane

r=rcosacosf3, y=rsinacosfB, z=rsinpg,

Spodtéte jacobidn a dostanete —72 cos 3.
Sférické zobrazeni tedy bude regularni napf. na mnoziné r > 0,a € (0,27),5 €
(—m/2,m/2) a zobrazi tuto mnoZinu na cely prostor kromé uzaviené poloroviny uréené

osou z a kladnou osou z. Tato mnozina je op€t mald vzhledem k integraci a zmény
funkce na ni neovlivni vysledek integrace.

sféra
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