INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

V predchozich kapitolach bylo uvedeno mnoho piikladl na pouziti integrdlu funkci jedné proménné.

Pro funkce vice proménnych nelze pouZit ptistup pomoci primitivnich funkci, geometricky ptistup vSak pouZit
Ize. Jsou vsak i jiné moZnosti, napf. pomoci teorie miry nebo pomoci rozsifovani jistych linearnich zobrazeni na
jistych prostorech funkci.

V kapitole o aplikacich integrdlu byl uveden postup pro vypocet obsahu obsahu podmnoZin roviny nebo objemu
objemu podmnoZin prostoru, coZ lze chapat jako vypocet integrdlu funkce dvou nebo tfi proménnych, kterd je na
dané mnozin¢ identicky rovna 1 a jinde rovna 0. Tento postup Ize snadno upravit pro obecné funkce.

INTEGRACE NA INTERVALECH

Oproti redlné piimce je v roviné a prostoru vétsi variabilita mnoZin, pfes které je vhodné integral definovat.

DEFINICE. Necht je ddna funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) x (¢, d) v roviné. Pak se definuje
integral funkce dvou proménnych f na I jako

[semaxas= [ ([ rwmas)as

pokud m4 prava strana smysl.

Jestlize [; f je konecny, fiké se, Ze [ f konverguje.

POZOROVANI.

1. Necht' |, ; f konverguje a g je funkce na I, kterd je totoZnd s f na vnitiku intervalu I. Pak 1} 1 g konverguje a
rovnd se [ f.

2. Necht A C B jsou intervaly v roving a funkce f definovand na B m4 nulové hodnoty na B \ A. Pak

[ fevaxay = [ fy)axay
A JB
jakmile ma jedna strana smysl.
Snadno se dokdZ{ zdkladni vlastnosti integrdlu v roviné. Nékteré vlastnosti obdobné t€ém z funkci jedné pro-
ménné nelze prevést (napf. integrace po Castech), nékteré jsou odloZeny na pozdéji (napf. substituce).

Rekneme, 7e dva intervaly v roviné se nepiekryvaji, jestlize jejich prinik neobsahuje Zadny interval v roviné
(viz téZ Otdzky).

VETA. Necht [ je interval v roviné.

1. Integral na [ je linedrni, tj. pro libovolné funkce f, g na I a pro libovolna ¢isla o, 5 € R plati

'/[‘<~f+-m> —a »/}.Hg/]fa.

jakmile ma prava strana smysl.


.obsah
.objem

2. Necht' I je sjednocenim neprekryvajicich se intervall .Jq, ..., J,, a f je funkce definovana na /. Potom

/1 flz,y)dxdy = ; //Z flz,y)dxdy

jakmile ma jedna strana smysl.

3. Jsou-li g, h funkce definované na I a h < g na I pak

/hé /.q,
JI JI

jakmile maji obé strany smysl.

Pozndmky 1  Pfiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1

Existence integralu

V ¢asti o existenci Newtonovych integrdli bylo ukazéno, Ze integral z omezené spojité funkce na omezeném
intervalu konverguje, tedy existuje a je konecny.

Je-li ddna omezena spojitd funkce f na omezeném intervalu I v roviné, mél by integrél z f ptes I konvergovat.
Vsechny vnitfni integral fd f(z,y) dy konverguji a rovnaji se n&jakému ¢islu zdvisejicimu na z, oznadi se g(x)
y graly |, ,y) dy erguji a rovnaji se néjakému Cislu sej x, oznaci se g(x).

Aby bylo moZné opét pouZit uvedenou existenéni vétu pro funkce jedné proménné na | (f g(x) dx, je nutné védet, ze
gjena (a,b) spojitd a omezend. Omezenost je zfejma a spojitost je dokdzdna v kapitole o integrdlech s parametrem.

VETA. Je-li f spojitd omezena funkce na omezeném intervalu I, pak J; [ konverguje.

Vzhledem k monoténnosti integrélu, plati i zde srovndvaci kritérium:

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu I a 0 < f < g na I, pak 7 f konverguje, jakmile [; g konverguje.

Geometricky pristup
Necht’ T je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na I.
Pro kazdé z € [a, b] existuje y, € (c, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,yz)(d — ¢).

Posledni soucin je spojitd funkce « (podle pfedchozi Casti) a [, f = (d —¢) [, : [z, yz) dx.
Tedy existuje p € (a,b) tak, ze [, f = (d — ¢)(b— a) f(p, yp)-

VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a, b] X [c, d], pak existuje bod (p, ¢) leZici uvnitt I
tak, Ze [, f = f(p,q)(d —c)(b— a).

VETA. Necht' f je spojita funkce na kompaktnim intervalu I = [a, b] x [c, d] a pro kazdé n € N jsou zvolena
rozdéleni @ = z9 < 14 < ... < T, , = bintervalu [a,b] ac =y < Y1 < ... < Yp,,.n, = d intervalu [c, d]
takovd, Ze délky jednotlivych intervalti neptresahuji 1/n.



Pak pro libovolné zvolend Cisla p; 5, € [Ti—1 ns Tinl, @in € [Yj—1m,Yjn] i€

kn,ln

h,llll ‘ZI f(Pin; q{sz)(-I’i.u, - v"iflAn)(!/vj.u, - .U.jflAn) = // f(z,y)dxdy.
i,j

Je-li f > 0, pak f I f je roven objemu télesa kolmého na rovinu zy, s dolni podstavou rovnou I a s ,horn{
podstavou" rovnou grafu funkce f.

Fubiniova véta

V definici integrdlu funkce dvou proménnych se nejdiive integruje podle proménné y a potom podle proménné

Neni divod, pro¢ pocitat integral zrovna v tomto poradi.

2 ¥

Vznikd otazka, zda prehozenim poradi integrovani (tj. nejdiive podle x a potom podle y) vyjde stejné ¢islo.

VETA. (Fubini) Necht funkce f(z,y) je spojitd na intervalu [ = [a, b] x [c,d]. Potom

1 1

jakmile m4 jedna strana smysl.

Poznamky 2 Piiklady 2  Cviceni 2

Uceni 2

INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Tak jako v pfipadé funkci jedné proménné, nebude se tento text zabyvat integraci na co nejobecnéjsich pod-
mnoZinach roviny nebo prostoru.

V dals$im textu budou hlavné pouZivany spojité funkce na polootevienych mnoZinich, a to jesté v jistém smyslu
hezkych.

Oteviené mnoziny redlnych ¢isel jsou sjednocenim nejvySe spocetné mnoha otevienych intervalt. Integraly
pres oteviené mnoZiny na R se tedy daji popsat jako soucty integrdlt pfes intervaly.

S malymi rozdily se d4 teoreticky postupovat i v roviné a prostoru. Pro prakticky vypocet vsak tento piistup
neni vhodny, protoZe popis intervali v roving, jejichZ sjednocen{ je dand oteviend mnoZina, byva obtiZny.

Proto bude uvedena obdobnd definice jako v predchozi ¢asti. Zakladni definice se omezi na mnoZiny, které
nazveme typu «: polooteviend mnozina G v roving je typu «, jestliZe jeji projekce na osu z je interval (oznadi se
Gx) aprokazdé p € Gx je prinik G s kolmici na osu 2 v bodé p opét interval (oznaci se Gy).

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na polooteviené mnozingé G C R2 typu . Pak se definuje dvojroz-
mérny integrdl funkce f pies mnoZinu G rovnosti

Jpwpasay= [ ([ s,

JestliZze [, f je konecny, fikd se, Ze [ f konverguje.

existuje-li pravd strana.

POZOROVANI.



1. Necht' |, ¢ | konverguje a g je funkce na G, kterd je totoznd s f na vnitiku mnoZiny G. Pak fG g konverguje
arovnd se [ f

2. Necht G C H jsou mnoziny typu « a funkce f definovand na H mé nulové hodnoty na H \ G. Pak
/ f(a,y) dxdy = / [, y) dxdy
G H
jakmile ma jedna strana smysl.
Dvé€ mnoziny typu « se neprekryvaji, jestlize jejich prunik ma prazdny vnitek.

VETA. Necht G je podmnozZina roviny typu c.

1. Integral je linedrni, tj. pro libovolné funkce f, g na G a libovolna ¢isla «, § € R plati
/ (af + Bg) = « / f+ J/ g,
JG JG JG

2. Necht' G je sjednocenim nepiekryvajicich se mnozin G, ...,Gy, typu « a f je funkce definovand na G.
Potom

jakmile ma prava strana smysl.

[(1 y) dx dy —Z flz,y)dxdy

Ja,;
jakmile md jedna strana smysl.

3. Jsou-li g, h funkce definované na G a h < g na GG pak

//IS/.(L
JG JG

jakmile maji ob€ strany smysl.

Podobné jako pro intervaly 1ze nyni definovat dvojrozmérny integral na konecnych sjednocenich neptekryvaji-
cich se mnoZzin typu a:

Necht’ {G M, je systém nepFekryvajicich se mnoZin typu o a A je jejich sjednoceni. Pak se definuje | 4 [z, y)dxdy =
D) e f(z,y)dxdy.

Jestlize je mnoZina G sjednocenim spocetné mnoha neprekryvajicich se intervali, je integral funkce na G
souctem integrall této funkce na pokryvajicich intervalech?

Obecné to platit nemiiZe, uz proto, Ze tuto (obecné nekonecnou) fadu nelze néjak ptirozené uspotadat (na rozdil
od intervald na pfimce). Rada tedy musi konvergovat absolutné, dany integrdl v§ak absolutné konvergovat nemusi.

Je proto nutné se omezit na funkce absolutng integrovatelné, tj. funkce f majici konvergentni integraly |, als J. alfl-
VETA. Kazda oteviend podmnoZina roviny je sjednocenim spocetné mnoha nepiekryvajicich se kompaktnich

intervald.

VETA. Necht' G je mnoZina typu « a f je absolutng integrovatelna funkce na G. Potom pro kazdé rozd&leni G

na intervaly {J, } plati
/f (z,y d\dx*Z/ Sz, y)dxdy,

n=1

kde fada na pravé strané absolutné konverguje.



Poznamky 3  Priklady 3  Cvileni 3

Uceni 3

Existence integralu

Nasledujici existencni véty pro integraly na mnozinach typu « jsou stejné jako pro integraly na intervalech.
V prvnim tvrzeni je vSak potfeba jeden dalsi pfedpoklad na mnozinu G, totiZ Ze hranice je v jistém smyslu
Spojitd.

VETA. Necht ¢ < 4 jsou spojité funkce na omezeném intervalu (a,b) a G = {(z,y);z € (a,b),o(x) < y <
Y(x)}. Pak /( f konverguje pro kazdou omezenou a spojitou funkci na G.

VETA. Je-li f spojita funkce na intervalu [ a f < g na I, pak /1 f konverguje, jakmile fj g konverguje.

Fubiniova véta

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnozina G typu « je stejného typu i vzhledem k ose y: projekce G
na osu y je interval G'y- a priseciky mnoZiny G' s kolmicemi na osu y v bodech jsou intervaly G,.

VETA. (Fubini) Necht G je mnoZina typu o vzhledem k osam x i . Je-li f spojitd na G a absolutng integrova-

telnd, pak _ . . .
/ (/ flz,y) <ly> dx = / ( / flz,y) dx) dy,
Jax Na, Jay Nay,

jakmile [ f konverguje.

Poznamky 4  Piiklady 4 Cvieni 4

SUBSTITUCE

Nejdfive je nutné se podivat na transformaci mnoZin. Na pfimce zobraz{ spojitd funkce interval na interval. V
roviné muze spojitd funkce zobrazit interval napf. na kruznici, tj. na mnoZinu bez vnitfnich bodu.

Je potieba, aby se oteviend mnoZina pievedla opét na otevienou mnozinu a jeji hranice na hranici nové mnoziny.

Stejné jako u jedné proménné musi byt transformaéni zobrazeni prosté.

Ziejmé musi byt i spojité a, protoZe se v transformaci funkce opét vyskytnou derivace, mély by byt i parcidlni
derivace transformace spojité.

Bude nutné pfidat jesté jeden pfirozeny pozadavek odpovidajici nenulovosti derivace.

Duikaz ndsledujici véty je komplikovany a vyZaduje jisté znalosti z geometrie roviny, které jdou nad rdmec
tohoto textu. Proto diikaz uveden nebude.
VETA. Necht G je oteviend mnoZina v roviné a funkce u = ¢(x,y),v = 1 (x, y) jsou definovdny na GG. Necht
jsou splnény ndasledujici podminky:

1. Funkce ¢, ¥ maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant

QD

816
Q
s

ASRS)

e
<
D
<

je v kazdém bodé G nenulovy.



\ - 9 . .
3. Funkce ® = (¢,9) : G — R* je prosta.
Potom & zobrazuje G na otevienou mnozinu H.

Uvedeny determinant se znali J(p, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo struénéji Jacobian. Zobrazeni ¢
majici uvedené tfi vlastnosti pfedchozi véty se nazyvd regularni zobrazeni.

VETA. Necht' (¢, ) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité zobrazeni na H. Potom (H je
obraz (&)

/. flz,y)dxdy = | flo(u,v), ¥ (u,v))|J(p, )] du dv,
JH JG

jestlize ma jedna strana smysl.

Poznamky 5  Piiklady 5 Otazky 5

Cviceni 5

TROJROZMERNE INTEGRALY

Trojrozmérny integrél se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy ti{ jednorozmérnych

integralil) vzorcem
b
/f(z,yaz)dXdde:/ (/ f(.T,y,Z)dde)dX,
G a H

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoZiny G na osu x a H je projekce mnoZiny G do roviny yz.

Pro pouZiti pfedchozi ¢asti je tfeba poZadovat, aby H byla typu a nebo konecné sjednoceni takovych neptekry-
vajicich se mnoZin a projekce G do osy x byl interval nebo kone¢né sjednoceni intervaltl. Tyto mnoZiny se mohou
také nazyvat typu « (nebo jsou to sjednoceni konecné mnoha nepiekryvajicich se mnoZin typu «).

Pozorovéni a zdkladni vlastnosti jsou stejné.
Véta o rozde€leni otevienych mnoZin na intervaly je stejnd.
Stejny je i popis integralu pomoci souctu integralii pres n¢jaké rozdéleni na intervaly.

Stejné jsou i véty o existenci.
Trojrozmérny integrdl spojité absolutné integrovatelné funkce lze pocitat v jakémkoli poradi soutadnic.

Necht’ jsou na oteviené mnoziné G definovany funkce u = p(z,y, 2),v = ¥(z,y, 2),w = 7/x,y, 2), které
maji ndsledujici vlastnosti:

1. Funkce ¢, 1, 7 maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant

op o6 or
5 8% or
ow OJw Ow

je v kazdém bod¢ G nenulovy.

3. Funkce ® = (¢,%,7) : G — R3 je prostd.



Pak se zobrazeni ® nazyva regularni a zobrazuje G na otevienou mnozinu. Uvedeny determinant je Jacobiho
determinant nebo Jacobidn a znali se J (¢, ¥, 7).

Plati tvrzeni

VETA. Necht (¢, v, 7) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité zobrazeni na GG. Potom (H je
obraz (3)

/ flz,y,z)dxdydz = | f(o(u,v,w),v(u,v,w))|J(e, v, 7)| du dv dw,
JH JG

jestlize ma jedna strana smysl.

Priklady 6  Otazky 6

Cviceni 6

| STANDARDY z kapitoly |

INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

DEFINICE. Necht je ddna funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) X (¢, d) v roving. Pak se definuje
integral funkce dvou proménnych f na I jako

[semaxas= [ [ rwmas)as

pokud m4 pravd strana smysl.

Jestlize [; f je kone¢ny, fiké se, Ze [, f konverguje.

Integrdl z = + y na intervalu I = (1, 3) x (2, 5) se pocitd podle definice

/I(x—i—y)dxdy:/lg(/25(:c+y)dy>dx:...

Existence integralu

VETA. Je-li f spojitd omezend funkce na omezeném intervalu I, pak ']', f konverguje.

VETA. Je-li f spojitd funkce na intervalu I a 0 < f < g na I, pak 7 [ konverguje, jakmile [, g konverguje.
Geometricky pristup
Necht’ T je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na I.
Pro kazdé z € [a, b] existuje y, € (c, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,yz)(d — ¢).

Posledni souin je spojitd funkce z a [; f = (d — ¢) ff flz,yz) dx.
Tedy existuje p € (a,b) tak, Ze [; f = (d — ¢)(b—a) f(p, yp)-

VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a, b] X [c, d], pak existuje bod (p, q) leZici uvnitt T
tak, Ze [, f = f(p,q)(d —c)(b— a).



Fubiniova véta

VETA. (Fubini) Necht' funkce f(z,) je spojitd na intervalu I = [a, b] x [¢, d]. Potom

'/(j) (/({/ flx,y) <1,\'> dx = '/(;d < (‘b flx,y) (1X> dy,

1
jakmile m4 jedna strana smysl.
Funkce f je definovdnana I = (0,1) x (0,1) pfedpisem

|0, proy > x;
f(x’y)_{smx proy < .

x )

Jde spocitat jen jednim smérem: fol f(z,y)dy =sinzatedy [; f =1—cos(1).

1.b_ ,a
/ -2 o
o logx

1ze spoditat pomoci Fubiniovy véty, pokud si v§imnete, Ze pro x € (0, 1) je b — 20 = /! ; ¥ log x dy.

Potom

1.0 a 1 b b 1 b

- 1 b+1
/ T2 dx:/ (/ xydy)dX:/ (/ chdx)dy:/ ——dy =log i .
0o logz 0 a a 0 a Y+1 a+1

Priklad. UvaZujte funkci

Takto integral

22— 2
(22 + 42)2

definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné x a potom podle proménné y.

flz,y) =

ReSeni.

1 bty ! Lo —x 1
LY ) dy = O WA R U
/0 (/0 (22 + y2)2 33) y /0 (/0 o <x2+y2) x) y /0 o y
= —(arctan(1) — arctan(0)) = _%.

Nyn{ integrujme stejnou funkci ale v opacném poradi, tj. nejprve podle proménné y a potom podle proménné

1 1 $2—y2 1 1 ) y 1 1
/0 </0 (22 +y?)? y) ’ /0 </0 dy <r2+y2) y) ’ /0 T+a2 %
= (arctan(l) — arctan(0)) = %

INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Polooteviend mnoZina G v roving je typu «, jestlize jeji projekce na osu x je interval (oznaci se Gx) a pro
kazdé p € G x je prinik G s kolmici na osu 2 v bodé p opét interval (oznali se Gy).

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnozing G C R2 typu o Pak se definuje dvojroz-
mérny integrdl funkce f pies mnoZinu G rovnosti

Jpwpasay= [ ([ swar)e



existuje-li prava strana.
Jestlize [, f je kone¢ny, fikd se, Ze [, f konverguje.
Existence integralu
VETA. Necht' ¢ < 9 jsou spojité funkce na omezeném intervalu (a,b) a G = {(z,y);z € (a,b), p(z) < y <
Y (x)}. Pak j( f konverguje pro kazdou omezenou a spojitou funkci na G a plati

Y (x)
b .
fdxdy = / ( / flz,y)dy)dx.
JG Ja .
e(z)

Fubiniova véta

V nésledujicim tvrzeni se pfedpoklddd, Ze mnoZina G typu « je stejného typu i vzhledem k ose y: projekce G
na osu y je interval Gy a priiseCiky mnoZiny G s kolmicemi na osu y v bodech jsou intervaly G.

VETA. (Fubini) Necht' G je mnoZina typu o vzhledem k osam z i y. Je-li f spojitd na G a absolutn& integrova-

telnd, pak
/ ( flz,y) dy) dx = / ( f(z,y) dX) dy,
Jay Na, Jay Ny,

jakmile [ f konverguje.

SUBSTITUCE

VETA. Necht G je oteviend mnoZina v roving a funkce u = o(z,y),v = ¥(x,y) jsou definovdny na G. Necht’
jsou splnény ndsledujici podminky:

1. Funkce ¢, v maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant

Q| Q
1

je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (p, 1)) : G — R? je prosta.
Potom ® zobrazuje GG na otevienou mnozinu H.

Uvedeny determinant se znali J(p, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo stru¢néji Jacobidn. Zobrazen{ ®
majici uvedené tfi vlastnosti predchozi véty se nazyva regularni zobrazeni.

VETA. Necht (¢, 1) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoZiné G a f je spojité zobrazeni na H. Potom (H je
obraz GG)

/ flz,y)dxdy = ‘ flo(u,v), v (u,v))|J(@,9)| du dv,
JH JG

jestlize ma jedna strana smysl.

Polarni sourradnice.
Zaména polarnich soufadnic r, a za kartézské soutfadnice x, y je ddno vzorci z = rcosa,y = rsina.

Spocte se, Ze jacobidn J = r.



Toto zobrazeni je prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu (a, a + 27) a tedy v celé
roviné kromé bodi uzaviené polopiimky vychazejici z pocatku a svirajici s kladnym smérem osy « thel a.
Tato mnoZina je mald ve smyslu, Ze zména hodnot funkce na této mnoZiné neovlivni hodnotu integrilu.
TakZze
STD (o) ={(r,a) € R?|r e (0,00),a € (0,27)} .

Takze
STD(zy) = {(z,y) € R’ (y=0) = (2<0)}.

2 2cos
/ (/ rdr) do.
0 0

Pfiklad. Spoététe obsah mnoziny G' = {(x,y); 2z < y? < 3z,1/y < = < 2/y}.
Uvedené nerovnosti davaji navod polozit u = zy,v = y? /x.

Mnozina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcidlni derivace uvedenych zobrazeni.

Nyni vypo&téte z obou rovnosti z a y: x = 3/u2/v,y = J/uv (0bé nové proménné jsou také kladné).

Vypocet byl jednoznacny, coZ znamend, Ze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G na interval u € (1,2),v €
(2, 3). Zbyva spotitat jacobidn: .J = (3v) ™1, coZ je na vySetfované mnoZiné nenulové.

Pokud spoétete jacobidn inverzniho zobrazent, dostanete hodnotu 33> /x, coZ je 3v a tedy pfevracend hodnota
prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné.

Vysledny obsah je pak roven log(3/2)/3.

P . —x2 Ny . s <
Laplacetiv integral L = fooo e~ " dx Ize snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

e e 2 . oy . .
Vzpomeriite si, Ze primitivni funkce k e™*" nelze napsat znamymi funkcemi a Ze tedy tento integral nelze
spocitat obvyklym zptisobem.

o0 2 0 2 2,2
L2:/ e " dx/ e Y dy:/ e Y dx dy,
0 0 K

V poslednim integralu zaved’te poldrni soufadnice a dostanete integral

w/2 00 9
/ da/ re” " dr,
0 0

ktery snadno spoctete. Vysledkem bude L = /7/2.

Spoctéte

kde K je prvni kvadrant.

Kruh v roviné je H = {(z,y) : #? +y*> < 1}.

Zaména polarnich soutadnic r, a za kartézské soufadnice z, y dand vzorci

T =7rcosq,y =rsina

s jacobidnem J = r ndm dovoli (SUBSTITUCE) napsat kruh takto G = {(r,a) : 0 <r < 1,0 < a < 27}.

tedy
/1dxdy:/r du dv.
H G

Pomaleji: Nejprve nahradime mnoZinu H mnozinou H, .y = H N STD(Iyy), tedy

Hgqy ={(z,y) € STD(x’y)‘ﬁ F2<1).
Pak prepiSeme H. na G ouZitim polarnich soufadnic (substituce (z,y) <— (r,a), T =rcosa,y =
prep (x,y) (r,0) p p
rsin o) a dostaneme
2
Gra) ={(r.a) € STD (. o|r* <1} .
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Polérni soufadnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro « z otevieného intervalu (0, 27) a tedy v
celé roving€ kromé bodt uzaviené polopiimky vychdazejici z pocatku a svirajici s kladnym smérem osy x thel 0.

"Vypoditejte integrél funkce  + y namnoziné {1 <z +y <2, 3<a —y < 4}"
se po substituci x +y = u, ¢ — y = v tvafi

"Vypoditejte integrél funkce - |J| na mnozing {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je determinant

TROJROZMERNE INTEGRALY

Trojrozmérny integrél se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy tif jednorozmérnych

integrali) vzorcem
b
[ sewsaxayde= [ ([ ) dyds) ax,
G a H

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoZziny G na osu x a H je projekce mnoZziny G do roviny yz.

Pfiklad. UrCete piislusné meze v jednotlivych jednorozmérnych integralech pro [, f, kde G = {(z,y,2);z >
0,y>0,z2>0,x+y+ 2z <3}

Reseni. Zfejméje 0 < 2 <3 —x —y,0 <y < 3 — 2,0 < = < 3, takZe vysledkem je

3 r3—zx p3—x—y
/ / / f(z,y,2)dzdy dx.
0 JO 0

Necht’ jsou na oteviené mnoziné G definovany funkce u = p(z,y, 2),v = ¥(z,y, 2),w = 7/x,y, 2), které
maji ndsledujici vlastnosti:

1. Funkce ¢, v, 7 maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant

SeHEEe
Flesiese
T2

je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (p,1,7) : G — R3 je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyva reguldrni a zobrazuje G na otevienou mnoZinu. Uvedeny determinant je Jacobiho
determinant nebo Jacobidn a znali se J (¢, ¥, 7).

VETA. Necht’ (¢, 1, 7) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité zobrazeni na G. Potom (H je
obraz G3)

flz,y,2z)dxdydz = / flo(u,v,w), Y(u, v, w))|J (e, ¥, 7)| du dv dw,
JH JG
jestliZe ma jedna strana smysl.
(@,y,2) = (o, 0, 7)(u, v, w)

dxdydz = |J (¢, 9, 7)| du dv dw .
Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni soufadnice pro dvé proménné s nezménénou zbyvajici

proménnou:
r=rcosa, y=rsina, z==z.
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Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opé€t roven r jako u poldrnich soufadnic a Ze toto zobrazeni je prosté pro
r>0,a € (a,a+27), 2z € R, kde a je néjaké libovolné redlné Eislo.

Tuto mnoZinu zobrazuje na celé R3 kromé jedné poloroviny (podobné jako jedna polopiimka u poldrniho
zobrazeni).

Sférické souradnice jsou obdobou poldrnich souradnic o jednu dimenzi vySe. Bod (z,y, z) se promitne do
roviny zy na bod (2, 1’). Opét se oznalf r (resp. 7') vzdalenost bodu (z,, z) (resp. (2’,4")) od po&étku a déle
B thel, ktery svird spojnice bodu (z, y, z) s pocdtkem s rovinou zy (tento thel se bere v intervalu [—7 /2, 7/2]).
Potom z' = 7’ cos,yy’ = r'sin o, kde « je stejny tihel jako u poldrnich soufadnic. Vyjadienim r’ pomoci r a
se dostane

r=rcosacosf, y=rsinacosf, z=rsinf,

Spoctéte jacobidn a dostanete —r2 cos 3.

Sférické zobrazeni tedy bude reguldrni napf. na mnoZiné r > 0, € (0,27), 8 € (—n/2,7/2) a zobrazi tuto
mnozinu na cely prostor kromé uzaviené poloroviny urcené osou z a kladnou osou z. Tato mnoZina je opét mala
vzhledem k integraci a zmény funkce na ni neovlivni vysledek integrace.
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