KRIVKOVE INTEGRALY

Ma-li se spocitat napf. spotieba betonu na rovny plot s ménici se vyskou, staci spocitat integral z této vysky
podle zakladny plotu.

Co kdyz je ale zdkladnou plotu nikoli rovna dsecka, ale kiiva ¢ara?
Podobny problém vznikd, ma-li se spoCitat prace vykonand ptisobenim sily po néjaké kiivé draze.

Nejdfive bude nutné se podrobnéji podivat na pojmy tykajici se kfivek. Jsou to vétSinou pojmy z diferencidlni
geometrie a neni moZné v tomto textu vSechny potfebné pojmy podrobné probrat.

KRIVKY

Kfivka miiZze byt zaddna rGznymi zpisoby. Nejobvyklejsi zadani (a pokud nebude feceno jinak, pravé toto
zadan{ bude pouzito) je jako spojity obraz kompaktniho intervalu z R. Jednd se vlastné o parametrické zadani,
protoZe spojité zobrazeni @ : [a,b] — R"™ je n-tice spojitych redlnych funkci jedné proménné definovanych na
[a, b].

Kfivka v roviné je tedy popsédna spojitymi funkcemi ¢, : [a,b] — R jako mnoZina bodd {(¢(t), ¥ (t));t €
[a,b]}.

Kf¥ivka v prostoru je popsdna spojitymi funkcemi o, ¢, 7 : [a, b] — R jako mnoZina bodt {((t), ¥ (t), 7(¢t));t €
[a,b]}.

Pocéteéni bod kiivky je ®(a), koncovy bod je ®(b) (pokud neni orientace stanovena jinak — viz ddle). Kfivky,
u kterych pocatecni a koncovy bod splyvaji, se nazyva uzavriené.

Napt. elipsa, lemniskata (tj. ,leZatd osmicka"), obvod obdélniku jsou uzaviené kiivky.

Graf funkce jedné proménné nejsou uzaviené kiivky.

Necht’ jsou dény dvé k¥ivky C7, Cy definované funkcemi ® : [a,b] — R™ a U : [¢, d] — R™, pfi¢emz koncovy

bod kfivky C1 je poédtedni bod kiivky Co, tj. ®(b) = ¥(c). Spojenim obou kiivek se rozumi kiivka, znacend jako
C + Cy, definovand funkei T'(¢) na intervalu [a, b + d — ¢] pfedpisem

EIG) rot € [a,b];
T(t) = { U(t+c—b), grote [b,b+d— (.

Je zfejmé, jak se definuje spojent tif a vice kiivek.

V dal3im textu bude pouzivan pojem hladka kiivka. Je-li kiivka popsdna parametricky funkcemi ¢, 1), znamena
to:

1. funkce ¢, ¥ maji spojité prvni derivace;
2. pro kazdé t € [a, b] je aspon jedna z derivaci ¢/ (t), v’ (t) nenulové;

3. kazdy bod kiivky je obrazem jediného bodu z [a, b] s jedinou moZnou vyjimkou: pocéte¢ni a koncovy bod
mohou splyvat.

Napriklad oblouk, elipsa, graf spojité funkce majici spojitou derivaci na kompaktnim intervalu, jsou hladké
ktivky. Lemniskata nen{ hladkou kiivkou.

Po castech hladka krivka je kfivka, kterd vznikla spojenim kone¢né mnoha hladkych krivek.

Naptiklad lemniskata, asteroida, cykloida, obvod obdélniku, jsou po ¢astech hladké kfivky.

Pfiklad lemniskaty dava piiklad uzaviené kfivky, kterd vSak ma nepiijemny bod. V mnoha pripadech Ize tuto
nepifjemnost obejit, pro jednoduchost ji v§ak vylouc¢ime v definici jednoduSe uzaviené kiivky.

Necht je po ¢astech hladkd kiivka C' spojenim kiivek Cy, Co, ..., C}, v uvedeném pofadi. Kiivka C' se nazyva
jednoduse uzaviena, jestlize vSechny kiivky C; jsou navzdjem disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocatecni bod kfivky C'p splyva s koncovym bodem kfivky C,

e pocdtecni bod kiivky C;41 splyvd s koncovym bodem kfivky C; pro¢ = 1.n — 1.



Da se dokazat, podobné jako u kruznice, Ze jednoduse uzaviend kiivka C' déli rovinu na dvé Cdsti: omezenou,
tzv. vnitrek kiivky C' (znaceny (C') a neomezenou, tzv. vnéjsek.

V dal$im textu bude potfeba orientace kiivky, tj. urceni kladného a zaporného smeru kiivky. Je-li C orientovana
kiivka, znac¢i —C mnozinové tutéz kiivku s opacnou orientaci.

U kfivky zadané pomoci funkce ® na néjakém intervalu [a, ] je kladnd orientace ddna (pokud neni uréeno
jinak) timto intervalem. Kladnd orientace probihd od bodu ®(a) do bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

Kladnd orientace jednoduse uzaviené kiivky (pokud nebude feceno jinak) je proti sméru pohybu hodinovych
rucicek. Presnéji feceno: jdete-li po této kiivce v kladném sméru, mate jeji vnitfek po levé strané.

Tecny vektor u orientovanych hladkych kfivek bude oznacovan tucné, napf. d¢. Bude-li funkce f s hodnotami
v roving nebo prostoru chdpdna jako vektor, bude se téZ znacit tu¢né jako f.

Pozndmky 1  Pifklady 1  Otédzky 1

KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU

Tak jako u redlnych funkci na R dava integral z funkce identicky rovné 1 délku (miru) mnoZiny, pies kterou se
integruje, mél by kiivkovy integral z identické 1 pies kiivku C' davat délku kiivky C.

V kapitole o pouZitf integrdlu se délka kiivky vypogitala jako |, ¢ ds, kde ds symbolicky znacilo délku malické
Casti kiivky, kterd se dala povaZovat za tseCku, takze se spocitala z Pythagorovy véty pomoci dx, dy.

V souladu s timto znaCenim se bude integrdl funkce f podél kiivky C' znacit fc f(s) ds, kde s jsou body
kiivky C.
Zpusob, jakym byla délka kiivky pocitdna, naznaCuje, jak se bude poditat kfivkovy integral.

Za chvili bude probiran jiny piistup integrovani funkei podle kiivky. Oba zptisoby se odli$i v nazvu jako prvni
a druhy druh.

Nasledujici definice je vhodna pro vypolty v praxi se vyskytujicich pfipadd, ale pozaduje po Castech hladké
ktivky.

DEFINICE. Necht je ddna redlna funkce f na po Castech hladké kiivce v roviné zadané parametricky funkcemi
© a1 na intervalu [a, b]. Pak se definuje kiivkovy integral 1.druhu funkce f podél kiivky C' jako

b
/f(S) dSZ/ Fll(), 0(0)\ /(1) +¢2(t) dt.
C a

POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni nerovnost plati, pokud
existuje leva strana.

1. Jc(af(q) + Bg(s)) ds = ozfc f(s) ds+ B]C g(s) ds;
2. f01+02 f(s) ds = fcl f(s) ds + fcz f(s) ds;
3. [ o f(s) ds = [ £(5) ds;

4. | Jo f(s) ds| < L(C) maxsec | f(s)

,kde L(C) je délka kiivky C.



Poznamky 2 Piiklady 2  Otazky 2

Cviceni 2

KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU

V praxi se vyskytuji dlohy typu: spoctéte, jakd prace byla vykondna lokomotivou pfi jizdé vlaku po kiivé draze
proti vétru.

Zkusime roviny pripad.

Pocitame praci, tedy silu krat dréhu.

Sila i kfivka jsou v tomto piipadé ,dvojrozmérné”, sila je vektor a kiivka je popsdna svymi tenymi vektory
dt = (dx, dy).

Prace je skalarni soucin sily a te¢ného vektoru drahy.

V praxi je jasné, jaky ma vektor teny smér. V obecném piipadé to zfejmé neni a je nutné tento smér nejdiive
zadat, tj. kfivku je nutné orientovat.

Z uvedené motivace vypoctu prace se nabizi nasledujici definice.

DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po ¢dstech hladké orientovand kiivka C' funkcemi ¢, ¢ na intervalu [a, b] a
funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi ( f1, f2).

Pak se definuje kiivkovy integral 2.druhu funkce f podle kiivky C' jako
b
[ rrat= [ () st falw)dr) = [ (R0l 000 + holelt). vie)s/ (1) dr.

Prvni dva integrély jsou ekvivalentni formy zdpisu kfivkového integrdlu 2.druhu, tfeti integrl je jeho definice
pomoci obycejného integrilu redlné funkce jedné proménné na intervalu.

Nasledujici zdkladni vlastnosti kfivkového integralu 2.druhu se opét snadno dokazuji. VSimnéte si rozdilu
oproti kiivkovému integrdlu 1.druhu u predposledni vlastnosti.

POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany.
I Jo(af +Bg).dt =a [, f.dt+ 3 [~ g dt;
2. f01+02 f.dt = fCl f.dt + fCQ f.dt;

3. [Lofdt=— [f.dt;

Nasledujici tvrzeni uvadi vztah mezi obéma kfivkovymi integraly.

POZOROVANI.
| (hiemax+ fate)ds) = [ (i) eosats) + fols)sinas) ds.
kde «(s) je tihel, ktery svird te¢ny vektor k C' v bodé€ s s osou .

Necht' C, D jsou dvé rizné jednoduse uzaviené kladné orientované po ¢astech hladké kiivky, které se protinaji
v kiivee K. Pak C je spojenim dvou orientovanych kiivek C7, K1 a podobné D je spojenim dvou orientovanych
kiivek D1, Ko (v poradi podle orientace), kde K7 a K> je kiivka K s odlisnymi orientacemi. Spojeni C + D1 je
pak kladné orientovand uzaviend po ¢dstech hladka kiivka.



POZOROVANI. Je-li f funkce C' + D — R2, pak

/ fdt:/ Fdt.
C+D Cl+D1

Pozndmky 3  Pfiklady 3  Otdzky 3

GREENOVA VETA

Kiivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se asto znalf symbolem ¢ a chdpe se pfes kladnou orientaci
ktivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).

VETA. (Green) Necht H je oteviend mnozina v roviné obsahujici jednoduse uzavienou kiivku C' i s jejim
vnittkem ¢C' a f = (f1, f2) je funkce H — R2 majici spojité parcidlni derivace na H. Pak plati

ofy OfN, .

é(?‘l (z,y) dx + fo(z,y) dy) = /

e

JestliZe se v Greenové rovnosti misto funkce (f1, f2) vezme funkce (— fa, f1), dostdva se vzorec

7fc<f1<x,y>dy— fol, ) dx) = /ic (%+%_f;2) dxdy.

Zde je v levém integrélu skalarni soucin f a normaly k C, ktery se Casto znaci jako f.dn.

Poznamky 4  Piiklady 4  Otédzky 4

POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU

M

Podivate-li se nyni zpatky na popis délky kiivky nebo na postup pfi zjist ovani t€Zisté ktivky, zjistite, Ze vzorce
z kapitoly 15-iap se daji pfepsat pomoci kfivkovych integrld 1.druhu.

POZOROVANI.

1. Délka po &astech hladké kiivky C je rovna |, c ds.

2. Hmotnost tenkého drdtu majiciho tvar po ¢astech hladké kiivky C, ktery md v bodé€ s hustotu h(s), je rovna
Jo h(s) ds.

Vv

nice (7%, Ty), kde (mm znac¢i hmotnost drétu)

T, — fC xh(s) ds’ T, fC yh(s) ds.

m m



V integralech se musi za z, y, s dosadit prislusné vyrazy podle toho, jak je kfivka C' popséana.

Movew

vew v

Prvni dvé poloZky plati i v prostoru beze zmény. Pro t€ZisSté se pridd analogicky tfeti vyraz pro T}, coZ je
moment kiivky vzhledem k roviné xy.

Na zdkladé Greenovy véty lze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych rovinnych mnozin.

Necht G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven |, ¢ dxdy, 4. integrélu z funkce identicky rovné 1 na G.
Aby bylo mozné pouZit Greentiv vzorec, musi se vzit takové funkce f1, fo majici spojité parcidlni derivace na G,
b % Of2 =1
aby .- + .
Nabiz{ se nékolik moznosti, napt. f1(z,y) = x, fo(z,y) = 0, nebo naopak f1(z,y) = 0, fo(z,y) = y anebo
symetricky zvolené funkce f1(z,y) = z/2, fa(x,y) = y/2.

POZOROVANI. ' .
S@ = [ sdy=- [ yax=g [ @dy-ydo.
G G 2 Joc

Priklady 5 CvicCeni 5

STANDARDY z kapitoly

KRIVKOVE INTEGRALY

KRIVKY

Kfiivka je spojity obraz kompaktniho intervalu @ : [a,b] — R", ® je tedy n-tice spojitych redlnych funkci
jedné proménné definovanych na [a, b]. Kiivka v roviné je popsdna spojitymi funkcemi ¢, : [a,b] — R jako
mnoZzina boda {(¢(t),v(t));t € [a,b]}.

Kfivka v prostoru je popsdna spojitymi funkcemi o, ¢, 7 : [a, b] — R jako mnoZzina bodt {(x(t), ¥(t), 7(t));t €

[a, 0]}

Pocéteéni bod kiivky je ®(a), koncovy bod je ®(b) (pokud neni orientace stanovena jinak — viz ddle). Kfivky,
u kterych pocatecni a koncovy bod splyvaji, se nazyva uzavrené.

Necht’ jsou dény dvé kiivky C7, Cy definované funkcemi ® : [a,b] — R™ a ¥ : [¢,d] — R™, pfi¢emZ koncovy
bod kiivky C1 je poate¢ni bod kiivky Cs, tj. ®(b) = ¥(c). Spojenim obou kiivek se rozumi kfivka, znacend jako
C1 + Cy, definovand funkei 7'(¢) na intervalu [a, b + d — ¢] pfedpisem

() = D(t), prot € [a,b];
"l Y(t+c—0b), prote[bb+d—cl
Je-1i kiivka ¥ popsdna parametricky funkcemi ¢, ¢, fekneme, Ze W je hladka kiivka, kdyz:
1. funkce ¢, ¥ maji spojité prvni derivace;
2. pro kazdé t € [a, b] je aspofi jedna z derivaci ¢’ (t), ' (t) nenulova;

3. kazdy bod kfivky je obrazem jediného bodu z [a, b] s jedinou moZnou vyjimkou: pocdteéni a koncovy bod
mohou splyvat.

Po castech hladka krivka je kfivka, kterd vznikla spojenim kone¢né mnoha hladkych krivek.

Necht’ je po ¢astech hladka kiivka C' spojenim kiivek C', Cs, ..., Cy, v uvedeném poradi. Kfivka C' se nazyva
jednoduse uzavtend, jestlize vSechny kiivky C; jsou navzajem disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocatecni bod kfivky C'p splyva s koncovym bodem kfivky Ci,

e pocatecni bod kfivky C; 1 splyvd s koncovym bodem kfivky C; proi = 1..n — 1.



Da se dokazat, podobné jako u kruznice, Ze jednoduse uzaviend kiivka C' déli rovinu na dvé Cdsti: omezenou,
tzv. vnitrek kiivky C' (znaceny (C') a neomezenou, tzv. vnéjsek.

V dal$im textu bude potfeba orientace kiivky, tj. urceni kladného a zaporného sméru kfivky. Je-li C orientovana
ktivka, znac¢i —C mnozinové tutéz kiivku s opacnou orientaci.

U kiivky zadané pomoci funkce ® na néjakém intervalu [a, b] je kladnd orientace ddna (pokud neni uréeno
jinak) timto intervalem. Kladn4 orientace probihd od bodu ®(a) do bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

Kladnd orientace jednoduse uzaviené kiivky (pokud nebude feceno jinak) je proti sméru pohybu hodinovych
rucicek. Pfesnéji feceno: jdete-li po této kiivce v kladném sméru, mate jeji vnitfek po levé strané.

Piiklad. Jakou prostorovou kfivku pfedstavuje parametrické zadani

p(t) =sint,¥(t) = cos(t),7(t) =t,t € [0,27]?

KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU

Necht’ je ddna redlnd funkce f na po Castech hladké kiivce v rovin€ zadané parametricky funkcemi ¢ a v na
intervalu [a, b]. Pak se definuje kiivkovy integrdl 1.druhu funkce f podél kiivky C' jako

b
/C £(s) ds = / F(o(0), b0/ 92(t) + (1) .

Oznatme 7(t) = (¢'(t),9'(t)) teCny vektor kiivky v bodé. Pak substituujeme (velikost te¢ného vektoru je
néco jako Jacobidn):

s = (p(t),¥(t))

ds = [(¢'(t), ()| dt = |r(t)] dt

b
[ 766 as = [ seton o) o) .
C a

Pro prostorové kiivky se pracuje se tfemi sloZkami

b
L1 as = [ st 0. 70) 0+ 020+ 200 de.
a
Priklad. Spoctéte kiivkovy integrdl 1.druhu funkce = +y pfes obvod trojihelnika s vrcholy (0, 0), (1,0), (1, 1).

Priklad. Necht' je déna redlnd funkce H na hladké kiivee C' = [0, 1] (jde o jednotkovy interval na redlné ose).
Necht’ jsou ddny dvé parametrizace ¢ : [o, 5] = C' a f : [a,b] — C s rostoucimi funkcemi ¢ a f.

Pak
/C H(s) ds = / " Hpr /() dr / " Hio(r) &'(r) dr.
b b
/C H(s) ds = / H( )1/ 120 dt = / H(f(1)) /(1) dt.

Dokazte, Ze se jednd o stejny vysledek pii obou parametrizacich.

Podobné

PouZijeme substituci 7 = ¢~ 1(f(t)). Pak

B8
/ H(o(r) /() dr =



b
=/1HU@»f@ﬁM
A je to.
KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU

DEFINICE. Necht' je ddna rovinnd po Céstech hladkd orientovand kiivka C' funkcemi ¢, ) na intervalu [a,b] a
funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi (f1, f2).

Pak se definuje kiivkovy integral 2.druhu funkce f podle kiivky C' jako
b
/Cf($)~ dt = /C (filz,y) dx+ fo(w,y)dy) = / (f1(e(®), 0 ()& (1) + fa((t), (1) (1)) dt.

Prvni dva integrély jsou ekvivalentni formy zdpisu kfivkového integrdlu 2.druhu, tfeti integrdl je jeho definice
pomoci obycejného integrilu redlné funkce jedné proménné na intervalu.

Bude-li funkce f s hodnotami v roving€ nebo prostoru chiapana jako vektor, bude se téZ znacit tu¢né jako f.

Pro kiivku uvaZujeme bod kiivky jako vektor ¢(¢) = (x(t), y(t)). Pak formalng ziskdme vektor dt = ( dx, dy).
Zde dx/dt = ¢/(t) a dy/dt = ¢/(t), odtud vyjadiime dx a dy a pouZijeme nasledné& substituci ve tvaru

dt = (dx, dy) = (¢'(t), 9/ (t))dt = 7dt .

Tedy
t = (o(1),¢(1))

dt = (¢'(1), ¢'(1)) dt = 7(t) dt

b
/ f(s).dt = / F((p(t), (8)).r (1) ds.
C a

POZOROVANI. Pokud mé smysl prava strana tak plati.

/ f.dt:—/f.dt.
-C C

POZOROVANI. Je-li f funkce C' + D — R2, pak
/ fdt = / fdt.
C+D C1+Dq

Pfiklad. Spoététe kiivkovy integrél 2.druhu z funkce (—y?, zy) po obvodu étverce s vrcholy (0, 0), (1,0), (1,1), (0, 1).
Piiklad. Spo¢téte integral [ (y dx + zdy + x dz) pfes vhodnou kiivku.
Priklad. Zintegrujte konstantni vektorové pole pfes uzavienou kfivku na obrazku.

GREENOVA VETA

b
/ f'(2) de = f(b)— f(a).

Kiivkovy integrdl 2.druhu po uzaviené kiivce se asto znacf symbolem ¢ a chdpe se pfes kladnou orientaci
kiivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).



VETA. (Green) Necht' H je oteviend mnoZzina v roviné obsahujici jednoduse uzavienou kiivku C'i s jejim vniti-
kem .C a f = (f1, f2) je funkce H — R? majici spojité parcialni derivace na H. Pak plati

o ‘ ) e N ' dfo 0f1 e
%C(f] (z,y) dx + fa(z,y) dy) = ./,,(: ( o oy > dxdy .

Greenovu vétu lze psat
fs 0N
f.dt:]{ z,y)dx + fo(x,y)d :/ —= — —— ) dxdy.
frat= 4 (neaxe peaa = [ (G250 )axay

Na levé strané se integruje ve skutecnosti skaldrni souéin funkce f a te€ného vektoru 7 = (dx, dy) ke kfivce C.
Na pravé stran€ se integruje rotace vektorové funkce.

JestliZe se Greenova rovnost pouZije na pomocnou funkci (— fa, f1), dostdva se vzorec

jgf.dn:]é(fl(x,y)dy—fg(m,y)dx):/ic(%—kaa—?)dxdy.

Na levé strané se integruje ve skutenosti skaldrni soucin funkce f a normdly n = (dy, — dx) ke kfivce C,
znacime analogicky f.dn. Na pravé strang€ se integruje divergence vektorové funkce.

VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

Necht' GG je oteviend souvislda mnozina, kterd ma za hranici kone¢né mnoho disjunktnich, jednoduse uzavie-
nych kfivek a H oteviend mnozina obsahujici G U 0G.

Necht' f = (f1, fo) je funkce H — R? majici spojité parcidlni derivace. Pak plati
: 9t Of
¢ (hiowder ey = [ (G220 ) axay.
oG Ja \ Ox oy

Stejné jako u zdkladni verze Greenovy véty Ize vzorec psat ve tvaru

$ (nemay - paepa = [ (452 axay.

Pfiklad. PouZijte Greentiv vzorec na mezikruzi {(z,y);r < x? + 3% < R}, kde 0 < r < R pro funkci

(ﬁ’ z iy )
POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU

POZOROVANI.
1. Délka po ¢éstech hladké kiivky C je rovna [ ds.

2. Hmotnost tenkého drétu majiciho tvar po Castech hladké kiivky C, ktery méd v bodé€ s hustotu h(s), je rovna
S h(s) ds.
C

Vv

nice (7%, Ty), kde (m znaci hmotnost drétu)

B Jo xi;(j) ds T, - Jo y/;(j) ds .

Ty

V integrélech se musi za x, y, s dosadit pfislu$né vyrazy podle toho, jak je kiivka C' popsana.

Movew

Movew

moment kfivky vzhledem k roviné xy.



Na zdkladé Greenovy véty lze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych rovinnych mnoZzin.
Necht' GG je jednoduchd mnozina. Jeji obsah je roven fG dx dy, tj. integrélu z funkce identicky rovné 1 na G.
Aby bylo mozné pouzit Greenilv vzorec, musi se vzit takové funkce f, fo majici spojité parcidlni derivace na G,
b of1 + Of2 =1
Y B Ty T -
Nabizi se nékolik moznosti, napt. f1(x,y) = z, f2(x,y) = 0, nebo naopak f1(x,y) = 0, fo(z,y) = y anebo
symetricky zvolené funkce f1(z,y) = z/2, f2(x,y) = y/2.

POZOROVANI. ‘
/ (zdy —ydx).
JoG

N |

S(G) = /OGJ:dy:f/aGde:

Priklad. Spoctéte plochu elipsy pomoci kiivkového integrélu.

Pomoci Greenovy véty uréime obsah |G| plochy G uvnitf elipsy

2 2
x
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Elipsu budeme parametrizovat modifikovanymi polarnimi soufadnicemi
x=(t) =acost, y=1(t)="bsint, te[-mmnl.

Zvolme funkci f = (f1, f2), kde funkce jsou dény vztahy f1(x,y) = —y, fo(z,y) = .
Podle Greenovy véty dostavame

o af2(m7y) 8f1(33,y) _
/E)Gfl(%y)dfﬂJer(%y)dy—/G( (00 Ohis )dazdy—2/dedy.

Gl = [ asa,
G

7T
|G| = 1/ —ydr+ady = 1/ ((—bsint)(—asint) + (acost)(bcost)) dt = mab.
2 Joa 2)-x

Jelikoz

hledany obsah |G| pak bude roven

Priklad.
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