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VEKTOROVA POLE

Je-li A podmnozZinaroviny a f je zobrazeni A do R?, které je dano soufadnicemi fi, fo,

t., f(xv y) - (fl(xv y)7 f2($7 y)) pro (33', y) S A’ lze Chépat dVOJICI <f1(SC, y)a fg(.fU, y))
jako vektor s pocate¢nim bodem (z,y). Tim uréuje zobrazeni f tzv. vektorové pole na
mnoziné A.

Vektorovému poli Ize dat prirozené interpretace. Napf. si lze predstavit, ze vektor

udava smeér a rychlost proudéni kapaliny v daném bod€. Stejnou predstavu lze mit i v
prostoru.
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Greenova veéta

V Greenové vété se prvni integrdl v prvni verzi, tj. §, f(2). dt, Casto nazyva cirkulace
vektorového pole f po kiivce C' a znamend téZ praci vykonanou danym vektorovym
polem po dané ktivce.

Je to integral ze skalarniho soucinu vektorového pole s tecnym polem kiivky.

kiivka

~ . . , ~ v oo LEKCE24-VEK
Ve druhé verzi Greenova vzorce se integral na levé strang, tj. §.(f1(x, y) dy— fo(2, y) dx) vekiorové pole

nazyvé tok vektorového pole f kiivkou C. Je to integral ze skaldrniho soudinu vektoro- = (iesence |
vého pole a normalového pole krivky. divergence 2
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Funkce %f 2 %’;1 z integrdlu na pravé strané v prvni verzi se znaci rot f (Cte se rotace

f). Fyzikdln€ znamend smér a rychlost otaceni viru okolo daného bodu.

Funkce af L4 af 2 7 integralu na pravé stran¢ ve druhé verzi se znaci div f (Cte se diver-

gence f). Fy21kalne si 1ze predstavit divergenci v daném bod¢ plochy jako zfidlo (je-li
divergence kladnd) a odtok (je-li divergence zdpornd).

Greenovy vzorce lze pak psat ve tvaru

j{f.dt:/ rot fdxdy, Y{f.dn:/ div f dxdy
C C C C
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Gaussova-Ostrogradského véta

Na levé strané je integrdl ze skaldrniho soucinu vektorového pole f a normdlového
pole plochy P a tedy opét znamena tok pole f plochou P.

Na pravé strané se funkce %’;1 + %’;2 + %];3 v souladu s polem v roviné znaci div f a Cte

se divergence funkce f. V daném bodé€ opét vyjadfuje ziidlo nebo odtok a mnoZstvi
pritékajici nebo odt€kajici kapaliny.
Gausstuv—Ostrogradského vzorec ma pak tvar

ffdn:/ divf dx dy dz.
P LP

Tento vzorec tedy 1ikd, Ze mnoZzstvi kapaliny, které proteCe uzavrenou plochou P se
rovnd mnoZzstvi kapaliny vzniklé ve zfidlech uvnitit P po odeCteni mnozstvi kapaliny,
kterd odtece odtoky uvnitt P. Je-li divf = 0 uvnitf P, je mnoZstvi kapaliny, které do
vnittku P vteCe, stejné jako to, které vytecCe. LEKCE24-VEK
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Stokesova véta

Na levé strané je integrdl ze skaldrniho soucinu vektorového pole f a tecného pole
kiivky C' a znamena opét cirkulaci pole f podél kiivky C'.
Vektorové pole v integralu na pravé strané Stokesova vzorce

(af:% _0fy 0K Ofs af2_8f1)
oy 0z 0z 0Ox dx Oy

se znaci rot f a Cte se rotace pole f. Podobné jako v roviné znamend rychlost a otdCeni
viru v daném bod¢.

Stokestiv vzorec ma pak tvar

j{ f.dt:/rotde,.
oP P

Fymkallnovyznam Je opet stejny: cnkqlgcg proudéni kapaliny uzavienou kfivkou je souc- ypxepavek
tem sméru a rychlosti vSech viru uvniti kiivky. vektorové pole
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POTENCIALNI POLE V ROVINE

Jestlize jsou dany dvé kiivky v roviné majici spoleCny pocatek i spoleCny konec, mo-
hou byt integraly dané funkce pres tyto dvé kiivky riizné.

Této situaci se 1ikd, Ze integral z dané funkce zavisi na cest¢.

Zopakujeme, Ze jednoduchd oteviend mnoZina GG je souvisld oteviena mnozZina, kterd
nema diry, tj., je-li C' jednoduse uzaviena ktivka lezici v GG, pak 1 jeji vnitrek lezi v G.

DEFINICE. Necht je ddna jednoducha oteviend mnozina A a funkce f = (fi, f2)

A — R2. Vektorové pole dané funkci f se nazyva potencidlni na A, jestliZe integrace f
podle hladkych kiivek lezicich v A nezavisi na cesté.

-4 . , . , A / v oo > > D
VETA. Necht’ je dana jednoducha oteviend mnozina GG a funkce f = (fi, f2) : G — R~
mayjici spojité parcidlni derivace na GG. Pak nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

1. Vektorové pole dané funkci f je na G potencidlni.

2. 36( f.dt = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou kfivku C' leZici v G.

3. Rotace f v GG se rovna 0.
4. Existuje funkce F': G — R tak, Ze gradF' = f na G.

Funkce F' z predchozi véty se nazyva potencial vektorového pole f.
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tlakova vyse

1zobary

vitr
> tlakova nize

Pro potencidlni pole na G lze pak kiivkovy integrdl 2.druhu [ f dt psat jako | PQ fdt,
kde P, () jsou krajni body ktivky C'.

Je-li zndm potencidl F' pole f, pak f]? fdt = F(Q)— F(P).
Priklady 2 Otazky 2

CvicCeni 2 Uceni 2
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POTENCIALNI POLE V PROSTORU

Podobné tvahy jako v roviné o nezavislosti integrovani na cesté vedou k nasledujici
definici a charakterizacim, se stejnymi poznamkami jako v rovinném ptipade¢.

DEFINICE. Necht' je ddna jednoduchd oteviend mnozina GG v prostoru a funkce f =
(f1, fo, f3) : G — R3. Vektorové pole dané funkci f se nazyva potencidlni na G, jestlize
integrace f podle kiivek lezicich v G nezdvisi na cesté, tj. | Cy f=] Cy f jakmile kfivky
C1, Cy lezi v G a maji stejny pocatecni a stejny koncovy bod.

VETA. Necht je dana jednoducha otevfend mnoZzina G v prostoru a funkce f =
(f1, f2, f3) : G — R’ majici spojité parcidlni derivace na G. Pak nasledujici vlastnosti

jsou ekvivalentnt:

1. Vektorové pole dané funkci f je na GG potencidlni. ST

vektorové pole

2. 35( f(2).dt = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou hladkou kiivku lezici v G. rotace 1

divergence 1

; 0 di 2
3. Rotace f v GG se rovna 0. G

- o o . potencidlni pole 1
4. Existuje funkce I : G — R tak, Ze gradF' = f na G. potencidl 1

potencidlni pole 2
potencial 2
o . L . 8 . ., N solenoidalni pole
Dukaz je obdobny jako dukaz charakterizace potencidlniho pole v roviné.  potencidlnt vekior
e / . / v A4 / 7/ / A . / o [¢] POZn,
Potencidlnimu poli se také n€kdy rika nevirové pole, ze zfejmych duvodu. Pozndmky -
Priklady
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SOLENOIDALNI POLE V PROSTORU

V predchozich dvou ¢astech byla zkouména nezavislost kiivkovych integralii 2.druhu
na ceste.

Nezavislost kiivkovych integrdli na cesté znamend zdvislost jen na kraji kiivek (v
poradi daném orientaci).

Prirozend obdoba této situace pro ploSné integraly znamend jejich zavislost jen na
kraji ploch, orientovanych souhlasné s orientaci ploch.

DEFINICE. Vektorové pole f na oteviené podmnoZziné prostoru se nazyva solenoidalni,
jestlize plosny integral 2.druhu z f v A zavisi jen na kraji, tj.,

/fdn:/fdn
Py Py

pro libovolné dvé hladké plochy P, P, které lezi v A, maji stejny kraj a jsou souhlasné
orientovany vzhledem k tomuto kraji.

VETA. Necht je déna jednoduchd oteviend mnozina G v prostoru a funkce f : G — R3
majici spojité parcidlni derivace na GG. Pak ndsledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

1. Vektorové pole dané funkci f je na GG solenoidalni.
2. [»f(2). dn = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou plochu P lezici v G.

3. divf v G se rovna 0.
4. Existuje funkce I : G — R’ tak, Ze rot ' = f na G.
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Funkce F' se nékdy nazyva potencidlnim vektorem pole f a solenoiddlni pole se obCas
nazyva nezridlové pole.

Kazdé ,hladké" vektorové pole f se tedy da rozlozZit na funkci g s rotg = 0 a funkci A
s divh = 0.
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VEKTOROVA POLE

Je-li A podmnoZinaroviny a f je zobrazeni A do R?, které je déno soufadnicemi fi, fo,

g., f(z,y) = (filz,y), fo(z,y)) pro (z,y) € A, lze chépat dvojici (fi(z,y), f2(z,y))
jako vektor s pocate¢nim bodem (z,y). Tim uréuje zobrazeni f tzv. vektorové pole na
mnoZziné A.
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Greenova veéta

V Greenové vété se prvni integrdl v prvni verzi, tj. §, f(2). dt, Casto nazyva cirkulace
vektorového pole f po kiivce C' a znamend téZ praci vykonanou danym vektorovym
polem po dané ktivce.

Je to integral ze skalarniho soucinu vektorového pole s tecnym polem kiivky.

kiivka

~ . . , ~ v oo LEKCE24-VEK
Ve druhé verzi Greenova vzorce se integral na levé strang, tj. §.(f1(x, y) dy— fo(2, y) dx) vekiorové pole

nazyvé tok vektorového pole f kiivkou C. Je to integral ze skaldrniho soudinu vektoro- = (iesence |
vého pole a normalového pole krivky. divergence 2
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Funkce %f 2 %’;1 z integrdlu na pravé strané v prvni verzi se znaci rot f (Cte se rotace

f). Fyzikdln€ znamend smér a rychlost otaceni viru okolo daného bodu.

Funkce af L4 af 2 7 integralu na pravé stran¢ ve druhé verzi se znaci div f (Cte se diver-

gence f). Fy21kalne si 1ze predstavit divergenci v daném bod¢ plochy jako zfidlo (je-li
divergence kladnd) a odtok (je-li divergence zdpornd).

Greenovy vzorce lze pak psat ve tvaru

j{f.dt:/ rot fdxdy, Y{f.dn:/ div f dxdy
C C C C
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Gaussova-Ostrogradského véta

Na levé strané je integral ze skaldrniho soucinu vektorového pole f a normdalového
pole plochy P a tedy opét znamena tok pole f plochou P.

Na pravé strané se funkce %’;} + %’;2 + %J;?’ v souladu s polem v roviné znaci div f a Cte

se divergence funkce f. V daném bodé opét vyjadiuje ziidlo nebo odtok a mnoZstvi
pritékajici nebo odtékajici kapaliny.
Gausstiv—Ostrogradského vzorec ma pak tvar

]{fdn:/ div f dxdy dz.
P LP

Tento vzorec tedy fikd, Ze mnozstvi kapaliny, které proteCe uzavienou plochou P se
rovnd mnozstvi kapaliny vzniklé ve zfidlech uvnitt P po odecCteni mnoZzstvi kapaliny,
kterd odteCe odtoky uvnitt P. Je-li divf = 0 uvnitf P, je mnoZstvi kapaliny, které do
vnitiku P vteCe, stejné jako to, které vytecCe. LEKCE24-VEK
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Stokesova véta

Na levé strané je integrél ze skaldrniho soucinu vektorového pole f a tecného pole
kiivky C' a znamena opét cirkulaci pole f podél kiivky C'.
Vektorové pole v integralu na pravé strané Stokesova vzorce
(3f3 B dfy Ofi B dfs 0fa B df1 )
oy 0z 0z 0Ox Ox Oy

se znaci rot f a Cte se rotace pole f. Podobné jako v roviné znamend rychlost a otdCeni

viru v daném bodé.
% f.dt = / rot f dS, .
oP P

Stokestiv vzorec ma pak tvar
Fyzikalni vyznam je opét stejny: cirkulace proudéni kapaliny uzavienou kiivkou je souc-
tem smérd a rychlosti vSech virh uvnitt kiivky.

LEKCE24-VEK

b 9, 0, 9 ATn1 di 1311 A vektorové pol
(&£ % 9 pole
Oznacne V = ( 9% O 82) formalni diferencidlni operator. clorove
divergence 1
Pak divergence 2
grad f = Vf rota_c,el .
. otencialni pole
div f = Vf . potenciélpl
potencialni pole 2
rot f =V X f potencidl 2
. v . P . P w - solenoidalni pole
kde jde postupné o jednoduchy, skalarni a vektorovy soucin. potencidlni vektor
v . . g 20 Yy g STANDARDY
SloZky rotace vektorového pole ( f1, fo, f3) jsou vskutku subdeterminanty pfisluSnymi  Poznimky
k 7, 7, k v nasledujicim determinantu: Priklady

Otéazky

Cviceni

pngtSy ST
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POTENCIALNI POLE V ROVINE

Jestlize jsou dany dvé kiivky v roviné majici spoleCny pocatek i spoleCny konec, mo-
hou byt integraly dané funkce pres tyto dvé kiivky rizné. Této situaci se fik4, Ze integral
z dané funkce zavisi na ceste.

Zopakujeme, Ze jednoduchd oteviend mnoZzina G je souvisld oteviend mnoZina, ktera
nema diry, tj., je-li C' jednoduse uzaviend ktivka lezici v GG, pak i jeji vnittek lezi v G.

DEFINICE. Necht je ddna jednoducha oteviend mnoZina A a funkce f = (fi, fo)

A — R2. Vektorové pole dané funkci f se nazyva potencidlni na A, jestliZe integrace f
podle hladkych krivek lezicich v A nezavisi na ceste.

Kdyz |, ¢ I. dt zavisi jen na pocateCnim a koncovém bodé€ kiivky C, Ize (jednoznacn€)

definovat
(z,y)
F(az,y):/ f.dt,
(a,b)
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kde (a, b) je pevné zvoleny bod z G. Snadno se ukaze, ze gradF' = f.
Funkce F' z predchozi véty se nazyva potencial vektorového pole f.

tlakova vyse

izobary

vitr
> tlakova nize

LEKCE24-VEK
vektorové pole

Pro potencidlni pole na G lze pak kfivkovy integral 2.druhu [, f dt psat jako [ ]9 fdt, rotacel

kde P, Q jsou krajni body kfivky C. Giversence 2
Je-li zndm potencidl F pole f, pak [ 152 fdt = F(Q)— F(P). potencidet pele 1

potencialni pole 2

Piklad. Ukazte, Ze vektorové pole f = (z* —y*, 5 — 2zy) je potencialni a najdéte jeho _ potencidl2

solenoidalni pole

(1,2) potencidlni vektor
<2 ¢ v,V STANDARDY
potencidl. Poté spoététe [ (2% — y?) dx + (5 — 2xy) dy. Pozngmky
(0,0) Piiklady
Zkontrolujeme divergenci. Otizky

Pro nalezeni potencidlu hleddme ptimo F' tak, Ze grad F' = f postupnou integraci a Cviceni
overime vysledek nalezenim potencialu prfimo vySe uvedenym postupem. Utent



Priklad. Vektorové pole f = ( = ) je definovano vSude kromé bodu (0, 0).

224920 22442
Ukazte, Zze pokud jednodusSe uzaviena krivka obsahuje uvnitf pocatek, neni integral z
f ptes tuto kiivku roven 0.
Pokud je pocatek vné jednoduse uzaviené kiivky, je integral roven 0.
Existuje jeho potencial?
Maé-li funkce F' : G — R spojité parcidlni derivace na oteviené podmnoZiné GG roviny,
plati rot (grad F') = 0.

Priklad. Vypoctéte kiivkovy integral
/(w2 —yz)dzr + (y* — z2) dy + (2% — 29) dz,
L

kde kfivka L = (cost,sint, 3-) je dina parametricky s parametrem ¢ € (—, 7).

Pii vypoctu bychom radi vyuzili pfedchozich vét, proto doplnime kiivku L kiivkou
M tak, aby ktivka L. — M byla hranici plochy S.

Podle Stokesovy véty je
/ F-dt:/rotF-dS.
S S

2 2

Spoé&itdame tedy rotaci funkce F(x,y, 2) = (22 — yz,y? — vz, 2° — x1).
Pifimym vypoctem zjistime, Ze

rotF =V x F = (0,0,0).

/ F-dt=0,
L—-M

Odtud dostavame
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neboli

[Fode= [ Fea.
L M

Staci tedy spocitat integral na pravé strane.
Kfivka M ma parametrizaci

11
M(t)=(-1,0,t), te(—=, o).
(1) = (-1,0,8), te(=35)
Proto jeji derivace bude
: 11
M(t)=(0,0,1), te (—5, 5)

Potom

| =

2
2 2
F . dt = (1,t/(2m),t/(477)) - (0,0,1) dt = - - - LEKCE24-VEK
M 1 vektorové pole
2 rotace 1
divergence 1
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SOLENOIDALNI POLE V PROSTORU

DEFINICE. Vektorové pole f na oteviené podmnozme prostoru se nazyva solenoidalni,
jestlize plosny integral 2.druhu z f v A zavisi jen na kraji, tj.,

/fdn:/fd'n,
P P

pro libovolné dvé hladké plochy P, P, které lezi v A, maji stejny kraj a jsou souhlasné
orientovany vzhledem k tomuto kraji.

VETA. Necht je ddna jednoduchd oteviend mnozina G v prostoru a funkce f : G — R?
mayjici spojité parcidlni derivace na GG. Pak nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

1. Vektorové pole dané funkci f je na G solenoiddlni.

2. [ k(2
3.divfv G se rovna 0.

4. Existuje funkce I : G — R’ tak, ze rotF’' = fna G.

). dn = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou plochu P lezici v G.

Funkce F' se nékdy nazyva potencidlnim vektorem pole f a solenoiddlni pole se obCas
nazyva nezridlové pole.

VETA. Necht' je déna jednoduchd oteviena mnoZina G v prostoru a funkce [ =
(f1, fo, f3) : G — R3 majici spojité parcidlni derivace na G. Pak existuje potencidlni
pole g a solenoidélni pole A na G tak, ze f = g + h.

Kazdé ,,hladké" vektorové pole f se tedy da rozloZzit na funkci g s rot g = 0 a funkci
hsdiv h = 0.
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