STEJINOMERNA KONVERGENCE

Zatim nebylo v téchto textech vénovano prili§ pozornosti konvergenci funkci, at” jako limita posloupnosti nebo
soucet fady.

| Nevsiml jsem si. I

Jedinou vétsi vyjimkou byly Taylorovy fady, kde
byla i zminka o stejnomérné konvergenci.

Jinak byla konvergence posloupnosti funkci nebo fady brdna jako bodova konvergence.

To je samoziejmé zdkladni pojem konvergence, ale v mnoha pripadech je prili§ obecny a nestaci na dokazovani
nékterych uzitecnych tvrzeni.

| Obecné se pfipravte na zajimavou matematiku :-) I

POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

Pred uvedenim rtiznych konvergenci posloupnosti nebo fad funkci je vhodné rozvést nékteré zdkladni pojmy
definované drive.

Neni nutné se soustfedit jen na funkce jedné proménné a ani na redlné funkce.

Ale ani nenf nutné probirat téma v tiplné obecnosti.
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Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-tice (f1, ..., fm) funkei
vice proménnych s hodnotami v R.

Protoze zakladni vlastnosti funkce f jsou urCeny vlastnostmi funkci f; a konvergence v R™ je konvergence po
soufadnicich, staci probirat piipady redinych funkci vice proménnych R™ — R a omezit se nan < 2.

Obecné si malujte obrdazky vSude tam, kde se
néco k nécemu blizi.

Nicméné, vzhledem k zjednoduseni zdpisu budou nékteré pojmy zavedeny nebo probirdny obecnéji.

Znéte tento vtip? Fyzik prednasi o interakcich v
deviti-rozmérném prostoru. Mezi posluchaci ve-
dle sebe sedi inZzenyr a matematik. Zatimco inZer-
nyr je zoufaly, matematik spokojené ptikyvuje.
InZenyrovi to nedd a zeptd se matematika, jak
miZe pojmout tak nepredstavitelné véci: ,Je to
jednoduché, neprve si vSe predstavim v n dimen-
zich, a pak za n dosadim 9!"

DEFINICE. Necht' M je mnozina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost { fy,} konverguje bodové
na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, fy,(x) = f(z) pro kazdé x € M, tj.

VeVe e M3k e NVn >k (|fn(z) — f(z)| <e).
Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f,, — f.

Bodovy soucet fady zobrazeni se mtize definovat jako bodova limita posloupnosti ¢dste¢nych souctd fady, nebo
rovnosti (Y fn)(z) = 3 fn(w) (ukaZte, Ze se dostane tentyZ pojem).

Jak je obvyklé z teorie fad Eisel, i fady funkcei nebo jejich soucet se znali > fp.
VETA. Pro bodovou konvergenci na mnoziné M plati:
1. limy (fn + gn) = limy, fn, + limy, g, ma-li pravd strana smysl.

2. limy,(frngn) = limy, fp limy, gn,, ma-li prava strana smysl.



3. lim, (fn/gn) = limy, frn/limy, gn, mé-li pravé strana smysl.

Pro fady lze uvést jen linearitu, protoZe ndsobeni
(nebo podil) ¢astecnych soucti nedava castecny
soucet prislusnych soucini (podild, resp.).

DUSLEDEK. Yonlafn+bgn) =ay., fn+b>., gn, mi-li pravd strana smysl, kde a, b jsou redlnd &isla.

Pozndmky 1:
V definici bodové limity jsou funkce definovany na néjaké nespecifikované mnoziné M. O té neni nutné viibec nic
znét, protoZe konvergence probihd v oborech hodnot funkci, tedy v R.

Ani v uvedenych tvrzenich nenf tfeba o mnozin€ M védét vice, protoze sCitani, nasobeni a déleni je op€t provadéno
v R.

Misto R lze vzit jakoukoli strukturu, kde je definovdna konvergence a uvedené algebraické operace, napt. mnoZinu
raciondlnich ¢isel, nebo mnoZinu vSech redlnych funkci na R se stejnomérnou konvergenci (viz dal$i sekci pro
definici).

Pozor: v mnoZiné raciondlnich ¢isel nebude kon-
vergovat vse, co konverguje v R (tedy Cauchyov-
ské posloupnosti). HA!

V uvedenych tvrzenich o linearité limity nebo souétu jsou koeficienty brany z R. Pokud se zkoumaji funkce do R2,
Ize za koeficienty brat komplexnf ¢isla s pfisluSnym ndsobenim (nikoli tedy ndsobeni po soufadnicich).

Baireovy tfidy funkcf a ja.

>kBaireovy tridy funkci
V této &asti se bude jednat jen o redlnych funkcich definovanych na néjakém kompaktnim intervalu, napt. na [0, 1].



Jednoduché piiklady ukazuji, Ze bodové limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojitd (napt. f,(z) =
™). Nicméné, tyto limity jsou v jistém smyslu blizko spojitym funkcim a maji nékteré pékné vlastnosti. Rika se
jim funkce (Baireovy) 1.tfidy.

Napiiklad zde je jeden kandidat.

A
! 2 lim x
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Neni divod, pro¢ nepokracovat déle. Funkce se nazyva funkce (Baireovy) 2.tfidy, jestlize je bodovou limitou
posloupnosti funkcfi 1.t¥idy.

Obecné lze dat nésledujici definici (stéle se jednd o funkce na [0, 1])
DEFINICE. Funkce se nazyva funkci 0.tfidy, jestliZe je spojita.
Pro ordindlni ¢islo & > 0 se funkce nazyva funkci £-té tfidy, jestliZe je bodovou limitou posloupnosti funkei
mensSich tfid.
V néekterych textech se funkce nazyva funkci £-té tfidy, jestlize je funkci &-té tfidy v praveé definovaném smyslu,
ale nenf funkci 7)-té tiidy pro zadné n < &.
Daji se snadno ukézat nasledujici tvrzeni:
1. Je-li & < 1, je kazda funkce £-té tiidy zaroven funkei n-té tiidy.
2. Pro ¢ > wq je kazda funkce £-té tfidy zaroven funkei wq-té tiidy.

3. Soucet, soucin a podil funkei £-té tiidy je opét funkei &-té tiidy.

Na prvnim nespocetném ordindlnim &isle wy se tedy proces zastavi. Otazkou je, zda se uZ nezastavi diive. Ze se
tento proces zastavi opravdu az na w1, dokazal Lebesgue a dikaz pfesahuje ramec tohoto textu.

Funkce &-té tiidy se daji charakterizovat bez pomoci limit, podobné jako je charakterizovdna spojitost pomoci
vzord mnozin.

2 (N2

Funkce je spojita (tj. 0.-té tfidy) pravé kdyz vzor kazdé uzaviené mnoZiny je uzaviend mnoZina.

Funkce je 1.tfidy prave kdyz vzor kazdé uzaviené mnoZiny je prinikem spocetné mnoha otevienych mnozin. Nebo
ekvivalentné: jeji ziZeni na libovolnou uzavienou mnoZinu mé bod spojitosti.

To znamend, Ze funkce 1.tfidy maji mnoho bodd
spojitosti.

Da se dokazat, Ze pro funkci f libovolné £-té tfidy vzdy existuje K-integral jol f. Existuji vSak funkce f, pro néz
tento integral existuje a které nejsou ze zadné £-té tiidy.

* Polospojité funkce



Konec poznamek 1.

| =) I
Ptiklady 1:

1. Vypoctéte bodovou limitu posloupnosti {z"} na intervalu (0, 1) a na [0, 1].

2. Vypoctéte soucet Fady Y > ( na R.

_a?
1+z2)n
3. Vypoctéte bodovou limitu posloupnosti {%} na R.

4. Vypottéte bodovou limitu posloupnosti {n?z(1 — 22)"} na intervalu [0, 1].

Konec prikladu 1.

Otazky 1:
1. Ukazte, Ze funkce je spojita praveé kdyz je shora a zdola polospojita.

2. Charakteristicka funkce uzaviené (nebo oteviené) mnoZziny je shora (resp. zdola) polospojita.

| Co kdyZ mnoZzina je jednobodova? I

| Budeme si hrat na tridy. I

3*. Dokaite, Ze funkce na [0, 1], ktera ma nenulovou hodnotu pravé v jednom bodé intervalu, je funkce
1.tridy.
4*. Pfedchozi tvrzeni lze zobecnit na funkci, ktera se rovna jedné na uzavieném podintervalu [0, 1] a jinde

vvvvvvv

5*. Dokaite, Ze Dirichletova funkce je funkei 2.tfidy. UvaZte dvojnou posloupnost cos>™

poradi limit podle n a m.

(nlmz) a vhodné



Je Dirichletova funkce funkci 1.tridy? Zkuste

pouZzit ekvivalentni definici.

6*. Dokazte tvrzeni 1,2 a 3 z Pozndmek.

7*. Dokazte indukcti, Ze je-li f funkce £-té tFidy a g funkce 7)-té tFidy, ktera zobrazuje [0, 1] do [0, 1], je sloZeni
f o g funkce & + n-té tridy.

8*. Ukazte, Ze kazda monotonni funkce je funkci 1.tFidy.

Obecnéji, kazda funkce s nejvyse spocetné mnoha body nespojitosti je 1.tridy.

| Hraje si se mnou jesté nékdo? I

STEJNOMERNA KONVERGENCE

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojita (napriklad x™) a jsou i dalsi vlastnosti, které
bodova konvergence nema.

Konec otazek 1.

Je proto vhodné pridat néjakou dalsi podminku na konvergenci, aby se vyloucily ony Spatné situace.
Takovou jednoduchou podminkou je stejnomérnost konvergence:

DEFINICE. Necht’ M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost {f,} konverguje
stejnomérné na M k zobrazeni [ : M — R, jestlize

Vedk e NVz € MVn > k|fp(z) — f(z)| <e.

Obvyklé znaceni je f, = f.

Pokud dokazujete stejnomérnou konvergenci,
musite pro dané epsilon najit jedno %, aby pak
nepritel nemohl predhodit =, kde bude rozdil
velky. (Zatimco u konvergence hledate & aZ po
té, co nepritel vybere epsilon i x.)




| Ja nemam nepratele. I

DEFINICE. Rada funkei >, [n konverguje na M stejnomérné k funkci f, jestlize posloupnost ¢astecnych

n
soucta { >~ f;} konverguje na M stejnomérné k f.
i=1

Rady i posloupnosti jsou zajimavé. Lépe se

maluji posloupnosti, protoze ¢leny rady rychle
mizi.

KdyZ namaluju radu, stejné nic nevidim ...

POZOROVANI.
1. Konverguje-li posloupnost { f,,} k f stejnomérné na M, konverguje na M k f i bodové.

2. (Bolzanova—Cauchyova podminka) Posloupnost { f;,} konverguje na M stejnomérné k néjaké funkci
pravé kdyz plati:
Vedk € NV € MVm,n > k|fn(x) — fm(z)] <e.

3. Rada > n fn konverguje na M stejnomérné pravé kdyz plati:

oo
Vedk e NVz € M| fulz)| <e.

n=~k

Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci irad lze téz prepsat pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-
minky:

m
Vedk e NV € MVYm > 1>k (an(x)|<5> .
n=I[



U téch rad jsou jasné vidét takzvané ''malé

ocasy''.

Nasledujici kritéria jsou jednoducha ale
ucinna.

VETA.
1. Posloupnost { f,,} konverguje na )/ stejnomérné k funkci f pravé kdyz plati

lim sup |fp(z) — f(x)] =0.
n ..

b xeM

2. Jestlize > f,, ma na M majorantni stejnomérné konvergentni radu (tj., existuje stejnomérné konver-

gentni fada > g, na M takova, Ze | f,,(z)| < gn(x) pro kazdé n a kazdé = € M), pak > f,, konverguje
na M stejnomérné.

3. Necht’ |f(x)| < ¢, prokazdé z € M a > ¢, konverguje. Pak > f,, konverguje na M stejnomérné.

Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci se ¢asto nazyva Weierstrassovo kritérium.

V kapitole o ¢iselnych radach byly, kromé kritérii pro absolutni konvergenci, dvé dalsi kritéria pro konver-
genci, a to Dirichletovo a Abelovo (Leibnizovo kritérium je specialni pripad Dirichletova kritéria).

Podivate-li se na dikaz téchto dvou kritérii
pro pripad, Ze se jedna o rady funkci, uvidite,
Ze dava nasledujici tvrzeni:
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VETA. Necht’ {f,},{gn} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu /. Rada > f, g, konverguje na |
n=1

stejnomérné, jestlize { f,} je monoténni a bud’

(a) fr, konverguje stejnomérné k 0, { g, } ma stejné omezené castecné soucty (Dirichlet)
nebo .
(b) {fn} je omezena a fada > g, konverguje stejnomérné na I (Abel),

n=1

° » oo
DUSLEDEK. (Leibniz) Necht’ { f,,}, {gn} je posloupnost nezapornych funkci na intervalu /. Rada > (—1)"f),
n=1
konverguje na I stejnomérné, pokud { f,,} je monotonni a f,, konverguje stejnomérné k 0 na /.

Ja jim rikam soucinova kritéria.

Ja to radéji nepovim ...

Poznamky 2:
Vsimnéte si u definice stejnomérné konvergence piehozeni kvantifikatoru oproti bodové konvergenci. Toto
prehozeni znamena, Ze vybér & € N pro body = z bodové konvergence nezavisi na x, tj. vSechna tato & lze
vzit stejna.
Casto se stava, Ze bodova konvergence na mnoziné M je stejnomérna jen na néjaké podmnoziné K C
M. V nékterych pripadech (napr. pokud za K lze brat oteviené intervaly), i tato ¢astecna stejnomérna
konvergence sta¢i k dukazu nékterych vlastnosti limitni funkce (viz dale ¢ast o spojitosti limitni funkce).

Ve vété charakterizujici stejnomérnou konvergenci pomoci limity suprem funkci neni nutné brat suprema,
ktera se nékdy obtizné pocitaji. Pro jednu implikaci staci vzit horni odhady (viz Otdzky).

Weierstrassovo Kkritérium je formulovano pro horni meze funkci, protoze u tohoto Kkritéria nemuze jit o
ekvivalenci. Samoziejmé, ¢im mensi horni meze vezmete, tim vétsi je nadéje na jejich konvergenci.

Nejlepsi z matematického hlediska je proto vzit supréma funkci f;, na dané mnoziné. Prakticky to vSak neni

vvvvvvvvvv



Aha.

Konec poznamek 2.

Priklady 2:
1. UkaZte, Ze ani jedna z konvergenci z predchozich Piikladii neni stejnomérna.
2. Zkoumejte stejnomérnou konvergenci pro nasledujici posloupnosti a rady:

x cos(nx) cos(nx)
{1+nx2}naR’ ;naz", Z nyn -’ Z enr

n n

3. Poutzijte Abelovo kritérium na stejnomérnou konvergenci rady > % na intervalu [0, 1).

4. Pomoci Dirichletova kritéria zjistéte stejnomérnou konvergenci rad

Z sin(nz)/n, Z cos(nx)/n.

Misto 1/n vezméte obecné koeficienty a,
— co je nutné od nich pozadovat, aby
fady > apsin(nz),> ap cos(nz) konvergo-
valy stejnomérné?

Konec priklada 2.
Otazky 2:

1. Dokazte uvedena Kkritéria stejnomérné konvergence vyplyvajici ze srovnavaciho kritéria pro ciselné rady.

1. Ovérte, ze dukaz Dirichletova a Abelova kritéria pro ¢iselné rady lze s formalni modifikaci pouzit pro

stejnomérnou konvergenci funkci.

3. Necht’ {a,} je nerostouci posloupnost reilnych ¢isel konvergujici k 0. Ukaizte, Ze ¥ada ) a, cos(nx)
konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu neobsahujicim zadny cely nasobek cisla 27. Totéz

pro sinus misto kosinu.

Ja si myslim, Ze jsem to uz nékde vidél. Teda
tu omezenost ¢asteénych souétu sinnx. A byl
tam teleskop jak vrata.
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Konec otazek 2.

VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE

Dalsi text nyni ukaZe, pro¢ byva stejno-
mérna konvergence vhodnéjsi nez pouha bo-
dova konvergence.

Pro stejnomérné Kkonvergentni nekonecné
rady totiz plati podobna tvrzeni jako pro ko-
necné soucty, napr. zachovani spojitosti, inte-
grace a derivace souctu.

Prestoze lze nasledujici tvrzeni o spojitosti a limitach dokazat i pro funkce vice proménnych, pro jednodu-
chost budou v této casti uvazovany funkce jedné proménné, tj. definicni obor )/ bude podmnozinou realnych
Cisel.

Spojitost

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci
nemusi byt spojita, napr. lim,, " na intervalu
[0, 1].

VETA. Necht {fn} je posloupnost (stejnomérné) spojitych funkci na M, ktera na M konverguje stejno-
meérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojita funkce na M.

| Stejnomérné ale neni zadarmeo ... I

11



Dukaz. Nejdrive pro spojitost. Bud’ p € M a ¢ > 0. M4 se najit okoli U bodu p takové, ze pro z € M NU je

|f(z) = f(p)| <e.
Existuje k& € N tak, Ze | f,(x) — f(x)| < £/3 pro vSechna = € M. Protoze [ je spojita v p, existuje okoli U
bodu p tak, ze pro x € M NU je |fi(x) — fr(p)| < &/3.

Nyni se tyto odhady daji dohromady a dikaz bude dokoncen

[f (@) = ()| < [f(x) = fr@)| + | fr(x) = fu@)] + [fe(p) — fF(P)| <3e/3=¢.

Pro stejnomérnou spojitost je dikaz skoro
stejny — proved’te ho.

To je jednoduché, k epsilonu musi byt f
vSude blizka k f (epsilon/3) a f;, mi Fekne na
jakym delta ma uzZ rozkmity malé (mensi nez
epsilon/3).

{7

<

DUSLEDEK. Necht fada > fn (stejnomérné) spojitych funkei na M konverguje stejnomérné k funkci f.
Potom je f (stejnomérné) spojita na M.

Existuje situace, kdy lze predchozi vétu obratit.

12



Monotonni posloupnost funkci f;, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj, napf. v prvnim pri-
padé, pro kazdé x z defini¢niho oboru funkei f, je fr(x) > frni1(x).

VETA. (Dini) Necht’ posloupnost spojitych funkci konverguje monoténné ke spojité funkci na kompaktni
mnoziné. Pak je tato konvergence stejnomeérna.

Dukaz. Necht’ M/ je kompaktni mnoZina a rostouci posloupnost spojitych funkei f,, konverguje na M ke
spojité funkci f.

Bud’ ¢ > 0. Pro k € N se definuje G, = {z € M;|fr(z) — f(x)] <e}.

Ziejmé je kazda mnoZina G, oteviena (protoZe fj., f jsou spojité), G, C Gy 1 (protoZe { f,} je monoténni)
aJ, Gy = M (protoze f, — f).

Protoze M je kompaktni, musi existovat k takové, ze G, = M. Jinak by existovala posloupnost z:;, € M\ G,
ta musi mit hromadny bod v M, ktery musi leZet v néjakém G ., coZ neni mozné.

Rovnost G;. = M ale znamena stejnomérnou konvergenci f,, k f. &

Stejnomérna konvergence je v podstaté kon-
vergence prvku, ale v prostoru spojitjch
funkci. Ale to az nékdy jindy.

Poznamky 3:
Podivate-li se na dikaz véty o spojitosti stejnomérné limity spojitych funkei, uvidite, Ze sta¢i poZzadovat
méné, a to stejnomérnou konvergenci jen v néjakych okolich jednotlivych bodu. Takova konvergence se
nazyva lokalné stejnomérna konvergence.

Plati tedy tvrzeni, Ze lokdlné stejnomérnd limita spojitych funkci je spojitd funkce.

Uvedené tvrzeni lze zformulovat jen pro jednotlivé body: Konverguje-li {fn} stejnomémé v okoli bodu x a
skoro vSechny funkce fy, jsou spojité v bodé x, pak limitni funkce je spojitd v x.

Stejnomérna konvergence zachovava i stejnomérnou spojitost, ale lokalné stejnomérna limita stejnomérné
spojitych funkci nemusi byt stejnomérné spojita (viz Ordzky a Priklady).

V Prikladech najdete situace, kdy monoténni posloupnost spojitych funkci konverguje k nespojité funkci a
kdy spojité funkce konverguji ke spojité funkci nestejnomérné.

Da se dokazat, ze funkce je shora (nebo zdola) polospojita praveé kdyz je limitou neklesajici (resp. nerostouci)
posloupnosti spojitych funkci.

Pokud polospojita funkce neni spojita, nemuze byt uvedena konvergence lokalné stejnomérna.

Konec poznamek 3.

Priklady 3:
Funkce f,,(z) = 22 pro |z| < na f,(z) = n? pro |z| > n tvoii posloupnost stejnomérné spojitych funkci na
R, ktera konverguje lokalné stejnomérné k nestejnomeérné spojité funkci. Ovérte.
Sestrojte podobny piiklad na omezeném intervalu.

Lze takovy priklad sestrojit na kompaktni mnoziné?

Konec prikladu 3.

Otazky 3:
1. Dokazte, Ze stejnomérna konvergence zachovava stejnomérnou spojitost.
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2. Uvédomte si, Ze uvedené diikazy jsou nezavislé na tom, v jaké dimenzi se pracuje. Zkuste ovérit, Ze dukazy
(a tedy i tvrzeni) jsou spravné i v prostoru.

3. Je konvergence posloupnosti {z"} k 0 na (0, 1) stejnomérna?

Nékdo nam vyhodil ten protivny bod. Usmé-
jeme se, nebo se zasméjeme?

| Ja jsem vysmata. I

Stejnomérna konvergence a limity

Konec otazek 3.

Pokud f,, — fa li_r>n fn(x) = pp, nastava otazka, zda lim,, p,, = liLn f (), tj., zda lze prehodit limity
X a X a

hﬁn ;1_1% fn(x) = %1_1% 117rln fn(x).

Je ten
diagram
komutativni ?

Pro stejnomérnou konvergenci je situace priz-
niva. Dokonce velmi prizniva.

14



| A to neni posledni dobré kouzlo. I

Maim stejnomérné razové Saticky a to je dobra
zprava.

VETA. Necht {fn} je posloupnost funkci na M, ktera na M konverguje stejnomérné k funkci f. Pro
libovolny hromadny bod ¢ mnoZiny M plati

lim lim f,(x) = lim lim fy(x),

n r—a r—a n
existuje-li prava strana.
Dikaz. Necht’ lim f,,(z) = pp, limy, pp, = p. M4 se ukazat, Ze lim f(z) = p. Bud’ ¢ > 0.
Tr—a Tr—a

Plati
|f(@) = pl < [f(z) = fal@)| + [falz) = pnl + [Pn — D]

Existuje n tak, Ze prvni a posledni ¢len na pravé strané jsou nejvyse ¢ pro vSechna x € M.

Pak existuje okoli U bodu z tak, Ze i druhy ¢len je nejvyse ¢ pro z € UNM, takze pro tato z je | f(z)—p| < 3e,
coZ se mélo dokazat. &

DUSLEDEK. Necht’ fada > fn spojitych funkei na M konverguje stejnomérné. Potom pro libovolny bod

a€lje
2, fula) = i, Dl

existuje-li jedna strana.

| Ta komutativita opravdu plati a je hezka. I
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| Jsem hezka. I
Poznamky 4:

Problém zmény poradi limit je velmi dileZity a pouziva se v mnoha vypoctech i teoretickych postupech.

Formulace v textu byla uvedena pro limity funkci, ale 1ze uvést ekvivalentni formulaci pro limity dvojnych
posloupnosti. To vyplyva z toho, Ze limita funkce je charakterizovana limitou posloupnosti.

Dvojna posloupnost ma dva indexy probihajici spocetnou mnozinu, tj {a,, }, kde n € N,m € N. Dvojna
posloupnost je vlastné nekonecna matice

ail aiz2 ai3
az1 azz2 a23
azyr az2 as3

Kdy plati lim lim a,, », = lim lim ay, y,?
n o m ’ m n ’

V Otdzkdch je uvedeno presné znéni véty z textu pro tento pripad.
Roli tam hraje stejnomérna konvergence pro posloupnosti: lim a,,, = p,, stejnomérné vzhledem k m,
n

jestliZe pro kazdé = > 0 existuje k& € N takové, Ze pro vSechna | > k je |a;,,, — pm| < € pro vSechna m.
Konec poznamek 4.
Priklady 4:

1. Ukaite, Ze nelze zaménit limitu a soudet u fady funkei 22 /(1 + 22)".

2. Lze zaménit limity u dvojné posloupnosti lim,, lim, am »?
Konec priklada 4.

Otazky 4:
1. Ovérte, zZe definice stejnomérné konvergence lim a,,,, = p,,, vzhledem k m je specialni pripad definice
n

stejnomérné konvergence pro funkce f,, na mnoziné N.

2. Dokaizte tvrzeni: Necht’ {anm} je dvojnd posloupnost redinych Cisel a necht’ im apy, = pm stejnomérné
n

vzhledem k m, a lim any, = qn. Potom lim py, = lim q, pokud jedna strana md smysl.
m m n
3. Ukazte pomoci tvrzeni z predchoziho bodu vétu o zaméné limit uvedenou v textu.

4. Ukazte, Ze ve vété o zaméné limit nestaci poZadovat lokalné stejnomérnou konvergenci.

Lezi-li vS§ak limitni bod v mnoZiné, na které posloupnost nebo rada konverguje lokalné stejnomérné, ziménu
limit Ize provést — ukazte to.

5. Pomoci véty o zaméné limit dokaZte tvrzeni o spojitosti (lokalné) stejnomérné limity funkci.

Konec otazek 4.

Stejnomérna konvergence a integral

Opét se daji najit jednoduché priklady, Ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové konvergence.
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| Jde to, ale musite jit nahoru nebo daleko. I

Co tfeba f,(z) = (n+1)z" na [0, 1)? Nakres-
lete si a vypoctéte. To je opravdu neuvéritelné.

Ja to délam z trojihelniku u nuly nebo u ne-
konecna a taky to jde.

Koukam, Ze si ¢lovék muze vybrat, kde to déla,
neni-liz pravda?

17



| Ja to délam do noc¢nicku. I

U stejnomérné konvergence prohozeni inte-
gralu a limity mozné je.

VETA. Necht’ {fn} je posloupnost funkci na omezeném intervalu / v R, ktera na I konverguje stejnomérné
k funkci f. Je-li { £}, } posloupnost primitivnich funkci k f,, na I, ktera konverguje alespon v jednom bodé z
I, pak {F, } konverguje stejnomérné k primitivni funkci k f na I.

Dukaz je dopiedu prokouknutelny. Jiny

vlastné byt nemuze, Ze?

Diikaz. Necht’ {F}, } konverguje v bodé a € I.

To, ze { F,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy podminky) z odhadu

[Fn(z) — Fm(z)| = [Fa(2) — Fu(a) + Fp(a) — Fin(a) + Fin(a) — Fn ()
< |(Fn(z) = Fm(z)) — (Fn(a) — Fm(a))| + [Fn(a) — Fm(a)]
< |fule) = fm(o)llz — al + [Fn(a) — Fm(a)|.

V posledni nerovnosti je pouzita véta o stiedni hodnoté pro funkci F,, — F),, ¢ je potom vnitini bod intervalu
s koncovymi body a, x.

Oba posledni ¢leny budou od urcitého k£ malé nezavisle na x.
Bud’ F limita posloupnosti { F, }. Zbyva dokazat, 7e F’ = f na I:

F(x +h)— F(z) Fo(z+h) — Fu(x)

b h = jim, i h = lim lim ) = lim fu () = f(2),
kde zaména obou limit vyplyva z predchozi véty. &
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DUSLEDEK. Necht’ > fn je fada funkci na omezeném intervalu [ v R, ktera na I konverguje stejnomérné
k funkci f. Jsou-li F;, primitivni funkce k f,, na I takové, zZe fada > _ F,,(x) konverguje alespon v jednom
bodé x z I, pak > F), konverguje stejnomérné k primitivni funkci k f na /.

Ano.

Piedchozi vétu a jeji disledek lze pouZit pro urcité integraly:
VETA. Necht’ {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I.

1. Jestlize { f,,} konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval [a, b] C I plati

b b
flz)dx =1lim [ fn(z)dx.
n a

Ja

2. Jestlize > fy, konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval [a, b] C I plati

b b
flx)dx = Z / Jn(x)dx.

Stejnomérna konvergence a derivace

Derivace stejnomérné konvergentni posloup-
nosti nemusi konvergovat.

Nasledujici tvrzeni je ipravou véty pro stej-
nomérnou konvergenci primitivnich funkci a
nikoho neprekvapi.
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VETA. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu 7, ktera konverguje alespon v
jednom bodé z I a {f/,} konverguje na I stejnomérné k funkei g. Potom { f,,} konverguje na I stejnomérné
k néjaké funkei f a [/ = g.

To jsme se nedozvédéli nic nového. Jenom se
na sebe koukame z jiné strany. Hezky.

Poznamky 5:
Protoze primitivni funkce jsou urceny az na konstantu, je mozné zvolit tyto konstanty tak, Ze prisluSna
posloupnost nebo fada primitivnich funkci konvergovat nebude. Proto je v tvrzeni piredpoklad o konvergenci
aspon v jednom bodé.

ProtozZe urcity integral nezavisi na hodnotach funkce v krajnich bodech, da se oc¢ekavat, Ze tvrzeni o zaméné
integrace a konvergence plati i pro podminku (a,b) C I - viz Otdzky.

Je dobré si uvédomit, Ze stejnomérna konvergence dava podminku pro zaménu integralu s konvergenci, ale
neni to nutna podminka. Snadno se daji najit posloupnosti nebo rady funkci, které nekonverguji stejno-
mérné a zameéna se da provést.

| Prijdete na néjakou? I

Toho, Ze stejnomérné konvergentni iada spojitych funkci ma za soucet spojitou funkci, ale derivace uz ne-
museji byt v Zzadném vztahu, lze vyuzit ke konstrukci spojitych funkci, které nemaji derivaci v zadném
bodé.

Weierstrass uvedl kolekci takovych funkei vzorcem
oo
f(z) = Z a” cos(b ),
n=1

kde 0 < a < 1,ab=1ab je liché.
Cesky matematik Lerch uvedl jiny takovy piiklad:

fla) = Z cos(nlmz) .

n!

Konec poznamek 5.
Priklady 5:

1. Ukaite, Ze posloupnost funkei {sin(nx)//n} konverguje ke spojité funkci na R, ale posloupnost jejich
derivaci nekonverguje.
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2. Ukaite, Ze posloupnost funkei {n?z(1 — )"} konverguje ke spojité funkci na [0, 1], ale limita jejich
integralu se nerovna integralu z limitni funkce.

3. Najdéte radu funkci, konvergujici stejnomérné, jejiz rada derivaci konverguje, ale nikoli stejnomérné.
Konec prikladua 5.
Otazky 5:

1. DokazZte pomoci véty o konvergenci primitivnich funkci vétu o zaméné integralu a konvergence.

2. Dokazte vétu o zaméné integralu a konvergence i pro podminku (a,b) C I. Je tieba pouZit vétu o zaméné
limity a konvergence?

3. Rozmyslete si, zda véta o zaméné integralu a konvergence plati i pro neomezené intervaly. Uved’te pri-
klady.

4. Ukatzte, Ze Dirichletova funkce na [0, 1], ktera nema integral, je sou¢tem hezkych funkci s kone¢né mnoha
body nespojitosti, které maji zobecnény Newtonuv integral.

5. Dokazte vétu o zaméné derivace a konvergence z véty o ziméné integrace a konvergence.

6. Dokazte nasledujici modifikaci véty o derivaci posloupnosti a uved’te jeji tvar pro derivace rad:
Necht’ {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, kterd konverguje k funkci f na I a {f},}
konverguje na I lokdlné stejnomérné k funkci g. Potom f' = g.

Konec otazek 5.

MOCNINNE RADY

Specialni pripad rad funkci, tzv. mocninné rady, se probiral v kapitole o Taylorovych radach funkeci.
Nékteré podrobnosti 0 mocninnych radach budou nyni uvedeny, dalsi budou probrany v kapitolach o kom-
plexnich funkcich.

Na rozdil od probiranych Taylorovych rad se obecné mocninné rady budou definovat v roviné (tj., pro
komplexni cisla).

Budeme pouzivat absolutni hodnotu komplex-
niho ¢isla a v odhadech |z — a| < ¢ se ani ne-
pozna, zda jde ¢i nejde o realna cisla.

DEFINICE. Mocninni ada je fada S a,(z — 29)", kde ay, 29, 2z € R
n=0
Bod z( se nazyva stred konvergence mocninné rady.

Zrejmé kazda mocninna rada konverguje ve
svém stiedu konvergence. Nasledujici tvrzeni
ukazuje, Ze pro mocninné rady je obor kon-
vergence velice hezka mnozina a osvétluje na-
zev stied konvergence.
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o

VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) ay,(z — 20)" existuje ¢islo p € [0, +oo] takové, Ze Fada konverguje
n=0

na mnoziné {z; |z — zg| < p} a diverguje na mnoziné {

Plati p = (limsup V|an|)~

> pl.

a ¥ fada diverguje
fada konverguje w

[e.°]
Diikaz. Prvni tvrzeni vyplyne z nasledujici iivahy: pokud fada Y a,(z — 20)" konverguje v bodé u, kon-
n=0

2|12 — 20

verguje v kazdém bodé z, pro ktery je |z — zg| < |u — zg|.

(oo}
Pak totiZ staci poloZit p = sup{|ul|; fada > a,(z — z9)" konverguje v bodé u}.
n=0
Dukaz této iivahy je snadny, protoze

nEZjO lan(z — 20)"| = nEZjO Jan (u — ZO>”|(|'z:jg'|) <K Z (é = z?”)

kde K je horni mez &isel |a,, (u — z9)"| (ta existuje vzhledem ke konvergenci Fady § an(u — 29)™).

n=0
Zbyva dokazat vzorec pro ¢islo p. Je-li |z — zg| > (limsup T\‘/m)_l, pak pro nekonec¢né mnoho indexi n
je lan(z — 20)™| > 1, takze Fada v bodé z nemuze konvergovat.
Je-linaopak |z—z| < (limsup /|ay,|) ™!, pak existuje &slo ¢ € (0, 1) tak, Ze i |2—20|/q < (limsup ¥/]an])™
coZ znamena, Ze pro skoro vSechna n je V/|an(z — z9)"| < g < 1 a fada v bodé = konverguje podle odmoc-
ninového kritéria. <&

Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné rady.
Z dukazu véty vyplyva nasledujici tvrzeni:

DUSLEDEK. Je-li q € (0, p), kde p je polomér konvergence rady Z an(z—z0)™, pak tato rada konverguje
n=0
stejnomérné a absolutné na mnoziné {z; |z — zg| < ¢}.

DUSLEDEK. Souétem mocninné Fady je funkce spojitd na mnoZziné {z; ]z — 20

konvergence rady.

< p}, kde p je polomér

ProtoZe mocninna rada konverguje stejnomérné na uzavirenych kruzich uvnitf kruhu konvergence, lze po-
uzit predchozi véty o integraci a derivaci rad.

Je vSak nutné se nyni omezit na realna cisla.

Tam umime derivovat a integrovat. ANO!!!

- S 1 7 v g . .
VETA. Necht’ mocninna fada > a,(z — x0)" ma soucet f(x) na intervalu (xg — p,xg + p), kde p je
n=0
polomér konvergence rady. Potom na intervalu (xg — p, zg + p) plati
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oo
1. f'(z) = Y nan(xz — 29)" ! a polomér konvergence této ady je p.
n=1

2. > sz =) *+1 je primitivni funkce k f a polomér konvergence této Fady je p.
n=0

Z druhého tvrzeni vyplyva, Ze pro (a,b) C (zg — p,zo + p) je

b 00
faydx=3" 2 ((b— 20)" ! = (a — o)™ ).
/a nz:%n—kl 0 0

DUSLEDEK. Necht’ funkce f je na otevieném intervalu / souc¢tem mocninné rady. Pak f ma derivace
vSech fadu na /.

. 0
DUSLEDEK. Necht’ funkce [ je na otevieném intervalu / sou¢tem mocninné fady > a,(z —xg)". Potom
n=0

£ (z0)

Qn = |
mn.

jsou Taylorovy koeficienty funkce f v bodé x.

o0
Diikaz. Pro n = k staéi do rovnosti f*)(z) = 3" n(n—1)...(n — k4 1)an(z — 20)"* dosadit za  &islo .

O
Na hranici kruhu konvergence miiZze a nemusi
mocninna rada konvergovat.
A je lepsi, kdyz tam konverguje, nebo obra-
cené?.
. 0
VETA. (Abel) Necht’ mocninna fada ) a,(z — z¢)" ma soucet f(x) na intervalu (zg — p, zg + p), kde p
n=0

je polomér konvergence rady. Tato mocninna rada konverguje v bodé x( + p (nebo xy — p) pravé kdyz tato

mocninna rada konverguje na [zq, zg + p) (resp. na (zg — p, zo]) stejnomérné.

To nastane pravé kdyz konverguje > a,p"; tento soucet se pak rovna  lim > ap(x—xz0)". (Obdobné
n=0 TTO+HP— =0

pro —p.)
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o0 o0
Diikaz. Pokud fada > a,p" konverguje, pak fada >  a,(x —xo)" konverguje na [zg, 2o + p) stejnomérné
n=0 n=0

podle Abelova kritéria (monoténni omezeny faktor je (x_p#).

o0
Pokud naopak fada > a,(x — xg)" konverguje na [z, zo + p) stejnomérné, pak podle véty o ziméné limit

n=0
je
[e.9]
no__ : _ n __ : _ n
> anp" = Zxﬁlzl(r)r—lf—p, an(z —zo)" = lim > an(a —z0)",
n=0 n n
o0
a posledni limita existuje (viz vétu o derivaci fady), protoze soucet >  an(x — xg)" je na [xg, zg + p) stej-
n=0
nomeérné spojity. O
Tato véta oddéli zrno od plev. Kdo ji nebude
pouzivat spravné, bude ostatnim pro zabavu.
Poprvé to bylo nejkrasnéjsi.
Poznamky 6:

Ve vzorci pro polomér konvergence se musi 1/0 chapat jako +oo. Uvédomte si, Ze se hleda lim sup nezapor-

nych ¢isel.

Ve vétsiné béznych pripada existuje lim V/|ay| a touto limitou lze nahradit lim sup. V téchto pfipadech

vlastnost poloméru konvergence vyplyva z limitniho tvaru odmocninového Kkritéria pro konvergenci cisel-

nych rad.

Jak bylo uvedeno u ¢iselnych rad, moznost pouziti odmocninového kritéria implikuje moznost poziti podilového Kritéria,
které je v nékterych pripadech jednodussi. Pak lze vyjadrit polomér konvergence pomoci limit podili — viz

Otdzky.

Vzpomeiite na 4triky'" pri zjist’ovani Taylorovych fad raznych funkci. Nyni jsou tyto postupy legalizovany
predchozimi tvrzenimi o derivaci a integraci mocninnych rad — viz Ordzky.

Abelova véta o limité mocninnych rad dava moznost zjist’ovat konvergenci na hranici konvergence (nyni
pouze u realnych bodu, v priStim semestru na celé kruznici).
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Na hranici konvergence sidli "lvi''. Tedy o
hranici mluvte radéji s ictou a bazni. Chyba
se nemusi vyplatit.

Konec poznamek 6.
Priklady 6:
1. Najdéte poloméry konvergence rad (pozor u posledni rady)

2

St Tt Tyt Xt L
’ ’ ' gn(n+1)’ 2n+1 7 n -
2. Prozkoumejte konvergenci nasledujicich rad v realnych hrani¢nich bodech —p, p, kde p je prislusny po-

lomér konvergence:
n n
T T
E 5 E -, E nl‘n .
n n

3. Najdéte Taylorovu radu arctg x nebo log(x + 1) pomoci rozvoje derivace téchto funkci.

4. Pomoci Abelovy véty o limité mocninnych rad ukazte, Ze Taylorav rozvoj funkce log(x + 1) je platny i pro
x = 1 (nikoli pro x = —1).
Podobné prozkoumejte platnost Taylorova rozvoje funkce (z + 1)P v krajnich bodech konvergence —1,1 —
platnost bude zaviset na p.

5 Najdéte Taylorovu Fadu primitivni funkce k %.

| Zacinam tomu prichazet na chut’. I

| Ja chci taky lizatko. I
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Otazky 6:
(o)
1. Ukaite, 7e polomér konvergence p mocninné fady > a,(z — z9)" je roven (lim,, ¥/|a,|) !, pokud tato

0 . 0 . 77/:0
limita existuje.

Pokud existuje limy, |ay,|/|an+1], je rovna p.

Konec otazek 6.

Cviceni 6: Priklad. Vypocitejte polomér konvergence nasledujici rady

—+00 !
!

n=1

Reseni. Jedni se o fadu se ¢leny aj, = % pro k =n!, n € Naa; = 0 pro ostatni k& € N.

Va

Limes superior posloupnosti

bude rovno limité posloupnosti

coZ je 1.

| Uméli byste to jesté zduvodnit? I

= (=)"

Polomér konvergence tedy roven 1.
Piiklad. Sectéte nasledujici fadu

(]

2n+3°

n=1

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podle znamého Dirichlet-Abelova kriteria z fada konverguje.

| Predpoklady tohoto Kkriteria si ovéiime? I

Pri vypoctu souctu této ciselné rady vyuzijeme poznatky o radach funkci.

Budeme uvazovat Fadu

3

+o00
S(L) _ Z %x2n+37

n=1
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prox € (0,1).

| Polomér konvergence vidim. I

Derivaci této rady ziskame radu

+0oo +o0
S/(;rj) = Z(,l)TLTQW#*Z _ Z(imn(mZ)n’
n=1 n—>2

kterou jiz snadno secteme.

Bylo derivovani legalni? I
+o0o

Z(—l)”’(:lrQ)” =—1+2°

_l’_ [
2
- 1+

Pro primitivni funkce tedy plati rovnost

1
S(x) =—x+ §:r3 + arctan x.

Vite, jak jsme urcili, Ze na pravé strané ma byt
pravé tato primitivni funkce?

Podle Abelovy véty je hledany soucet roven limité
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Znovu si promyslete jednotlivé kroky a ovéite
jejich korektnost.

Piiklad. Spoététe s presnosti 102 nasledujici integral

-1

.2
/ e ¥ dzx.
JO

X v . v . T, . p Voo . e 3w
Reseni. ProtoZe nezname primitivni funkci k e=*" | vyuZijeme teorie mocninnych rad.

JelikoZz rada vystupujici v argumentu in-
tegralu konverguje stejnomérné v intervalu
[0,1], (ja vim pro¢) miZeme zaménit sumu a
integral:

.1 too 2 2 +o00
(— 1)n n )a2n o (—=1)"
/U Z dle/ dliZ(?nnLl)n!'

n=0 n=0 n=0

Nyni jiz staéi vzit dostateény pocet séitanci
z fady na pravé strané predchozi rovnosti,
abychom zjistili hodnotu integralu s pozado-
vanou presnosti.

ProtoZze napriklad

400 1 400 1

Yoo <> —=210<107?
| = n ’

et (2n + 1)n! =2
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dostavame vysledek

1 . 1\n
-1
/ (7,7'1‘2 dr = g S (=1) T
Jo - (2n + 1)n!

Koukam, Ze si sice zapocitam, ale musim mi-

mojiné i zamyslit ...

Konec cviceni 6.

| STANDARDY z kapitoly |

STEJNOMERNA KONVERGENCE

POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-tice (f1, ..., fim)
funkeci vice proménnych s hodnotami v R.

Protoze zakladni vlastnosti funkce f jsou urceny vlastnostmi funkci f; a konvergence v R je kon-
vergence po souradnicich, staci probirat pripady redinych funkci vice proménnych R" — R a omezit se
nan < 2.

DEFINICE. Necht’ M je mnoZina a pron € N je f,, zobrazeni M/ — R. Posloupnost { f,,} konverguje
bodové na M k zobrazeni [ : M — R, jestlize lim,, f,(z) = f(z) pro kazdé « € M, tj.

VeVe e M3k e NVn >k (|fn(z) — f(z)| <e).
Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

Bodovy soucet Fady zobrazeni se muze definovat jako bodova limita posloupnosti ¢aste¢nych souéta
fady, nebo rovnosti (>° f,)(z) = Y fu(z) (ukaite, Ze se dostane tentyZ pojem).

Jak je obvyklé z teorie Fad Cisel, i f'ady funkci nebo jejich soucet se znaci > f,.

Bodova limita spojitych funkei f,,(x) = 2™ na intervalu [0, 1] neni spojita.

RN

Bodovym limitam spojitych funkci se rika funkce 1. Baireovy tiidy. Funkce spojité jsou formalné
0.tridy.

STEJNOMERNA KONVERGENCE

DEFINICE. Necht’ M je mnozina a pron € N je f,, zobrazeni M/ — R. Posloupnost { f,,} konverguje
stejnomérné na M k zobrazeni [ : M — R, jestlize

Vedk e NVo € MVn > k|fn(z) — f(z)| <e.
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Obvyklé znaceni je f,, = f.

DEFINICE. Rada funkci > fn konverguje na ) stejnomérné k funkci f, jestliZe posloupnost ¢as-
n
tecnych souctd { > f;} konverguje na M stejnomérné k f.
i=1

POZOROVANI.
1. Konverguje-li posloupnost {f,,} k f stejnomérné na M, konverguje na M k f i bodové.
2. (Bolzanova—Cauchyova podminka) Posloupnost { f,,} konverguje na )M stejnomérné k néjaké funkci

pravé kdyz plati:

Ve 3k € NVz € MVYm,n > k|fn(z) — fm(x)] <e.
3. Rada >, fn konverguje na M stejnomérné pravé kdyz plati:
oo
Vedk eNVz € M| fulz)| <e.

n=~k
Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci rad lze téz prepsat pomoci Bolzanovy—Cauchyovy
podminky:
m
Vedk e NVoz € MVYm > 1>k <|an(a:)|<5> .
n=l

Ak r_‘_r—'_’—»—‘!_‘—‘
S—

HH

<eg

VETA.

1. (o podminka.) Ozna¢me

on = sup |fn(x) — f(x)].

xeM

Posloupnost { f,, } konverguje na M stejnomérné k funkcei f pravé kdyz plati
limoy, =0.
n
2. (Majoranta.) Jestlize > f, ma na M majorantni stejnomérné konvergentni fadu (tj., existuje stejno-

mérné konvergentni fada > g, na M takova, Ze |f,(z)| < gn(z) pro kazidé n a kazdé x € M), pak
> fn konverguje na M stejnomérné.

3. (Weierstrass. M-test.) Necht’ | f,(z)| < ¢, pro kazidé x € M a > ¢, konverguje. Pak > f,, konverguje
na ) stejnomérné.

oo
VETA. Necht’ {f,}, {gn} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu /. Rada ) f, g, konverguje na
n=1
I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

(a) fn, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené ¢astecné soucty (Dirichlet)
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nebo
o0

(b) {fn} je omezena a Fada Z gn konverguje stejnomérné na I (Abel),
n=1

DUSLEDEK. (Leibniz) Necht’ {fn},{gn} je posloupnost nezipornych funkci na intervalu I. Rada
o0
> (=1)™f,, konverguje na I stejnomérné, pokud { f,,} je monoténni a f,, konverguje stejnomérné k

n=1

Onal.

VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE
Spojitost
VETA. Necht’ {fn} je posloupnost (stejnomérné) spojitych funkci na M, ktera na M konverguje
stejnomérné k funkci /. Potom je f (stejnomérné) spojita funkce na M.

Diikaz. Nejdiive pro spojitost. Bud’ p € M a ¢ > 0. Ma se najit okoli U bodu p takové, Ze pro
xeMNUjelf(x)— f(p)| <e.

Existuje k € N tak, ze | f(z) — f(z)| < £/3 pro vSechna = € M. ProtoZe f; je spojita v p, existuje
okoli U bodu p tak, Ze pro x € M NU je |fr(z) — fr(p)| < /3.

Nyni se tyto odhady daji dohromady a diukaz bude dokoncen

[f (@) = F(P) < [f (@) = fe(@)| + [fr(2) = fe@)| + [ fe(p) — f(p)] <3e/3=¢.

Pro stejnomérnou spojitost je to podobné.

le
i }5} 3¢
e

P X

DUSLEDEK. Necht’ fada > fn (stejnomérné) spojitych funkei na M konverguje stejnomérné k
funkci f. Potom je f (stejnomérn€) spojita na M.

Pro monoténni funkce Ize vétu obratit.

Monotonni posloupnost funkei f,, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj, napf. v prvnim
pripadé, pro kazdé x z defini¢niho oboru funkci fy, je fr(z) > fr41(z).

VETA. (Dini) Necht’ posloupnost spojitych funkei konverguje monoténné ke spojité funkci na kom-
paktni mnoziné. Pak je tato konvergence stejnomérna.

Stejnomérna konvergence a limity

Pokud f,, — fa li_r>n fn(z) = pn, nastava otazka, zda lim,, p,, = li_r)n f(x), tj., zda lze pFehodit limity
xT a X a

hrlznggiama fn(z) = %gna h}Ln fn().

Je ten
diagram
komutativni ?
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Jak ukazuje priklad f,,(z) = " na [0, 1] a a = 1, pro bodovou konvergenci tato zaména limit platit
nemusi.

VETA. Necht’ {f,} je posloupnost funkci na M, kters na )/ konverguje stejnomérné k funkci f. Pro
libovolny hromadny bod ¢ mnoziny )M plati

R 2y nle) = Jig Bp ful2).

existuje-li prava strana.

DUSLEDEK. Necht’ Fada > fn spojitych funkci na M konverguje stejnomérné. Potom pro libovolny
bod a € I je

Jiy ) = Jiy 37 (o).
n

n

existuje-li jedna strana.

Stejnomérna konvergence a integral

Opét se daji najit jednoduché priklady, Ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové konvergence.
Napiiklad f,,(z) = (n+ 1)z™ na [0, 1).

U stejnomérné konvergence prohozeni inte-
gralu a limity moZné je.

VETA. Necht’ {f,,} je posloupnost funkci na omezeném intervalu I v R, ktera na I konverguje stej-
nomérné k funkci f. Je-li { F,,} posloupnost primitivnich funkei k f,, na I, ktera konverguje alespon
v jednom bodé z I, pak {F},} konverguje stejnomérné k primitivni funkci k f na I.

Diikaz. Necht’ { F}, } konverguje v bodé a € 1.
To, ze {F}, } konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy podminky) z odhadu

[Fn(z) — Fm(z)| = [Fa(2) = Fu(a) + Fa(a) — Fn(a) + Fin(a) — Fn ()
< |(Fa(z) = Fp(2)) — (Fn(a) = Fn(a))| + [Fu(a) — Fn(a)]
< |fnle) = fm(o)l|z — al + |Fu(a) — Fin(a)] .

V posledni nerovnosti je pouzita véta o stredni hodnoté pro funkci F,, — F},, c je potom vnitini bod
intervalu s koncovymi body a, x.

Oba posledni ¢leny budou od urcitého k£ malé nezavisle na x.
Bud’ F limita posloupnosti { ), }. Zbyva dokazat, 7e F' = f na I:

F(z+h)— F(x) Fo(x+ h) — Fp(x)

li = lim li =
B0 h s h
. . Fn($+h) _Fn(x) BT o
= lim lim o = lim fn(2) = f(2),
kde zaména obou limit vyplyva z predchozi véty. O
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DUSLEDEK. Necht’ > fn je Fada funkci na omezeném intervalu 7 v R, ktera na / konverguje
stejnomérné k funkci f. Jsou-li F;, primitivni funkce k f,, na I takové, Ze fada > _ F},(x) konverguje
alespon v jednom bodé x z I, pak > F}, konverguje stejnomérné k primitivni funkci k f na I.

VETA. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu /.

1. Jestlize { f,,} konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval [a, b] C I plati
b b
/ flx)dx =1lim [ fn(z)dx.
Ja n Ja

2. Jestlize > f,, konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval [a, b] C I plati

b b
flx)dx = Z/ fn(x)dx.

Stejnomérna konvergence a derivace

VETA. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I/, ktera konverguje
alespoii v jednom bodé z [ a {f/,} konverguje na I stejnomérné k funkei g. Potom {f,,} konverguje
na [ stejnomérné k néjaké funkei f a f/ = g.

| Jde o preformulovani véty o integraci. I
Priklad. Porovnejte na [0, 1] konvergenci

fo(@) =2", gn(z)=a" — 2" | hp(z) = 2™ — 22"

Priklad. (Trik nz.) Pro danou funkei g(z) zkoumejte chovani f,,(z) = g(nx).
Priklad. (Trik x/n.) Pro danou funkci g(z) zkoumejte chovani f,, (z) = g(x/n).
Priklad. (Trik z".) Pro danou funkci g(z) zkoumejte chovani f,(x) = g(«™).
Priklad. (Trik {/z.) Pro danou funkci g(z) zkoumejte chovéni f,(z) = g( V).

MOCNINNE RADY

[e.°]
DEFINICE. Mocninni Fada je Fada S ay,(z — 29)", kde ay,, 2, z € R2.
n=0
Bod z( se nazyva stied konvergence mocninné rady.
o oo
VETA. Pro kazdou mocninnou fadu > a,(z — 20)" existuje ¢islo p € [0, +oc] takové, Ze Fada

n=0
konverguje na mnoziné {z; |z — z9| < p} a diverguje na mnoziné {z; |z — zg| > p}.

Plati p = (limsup ¥/]an|) 1.
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Q ¥ fada diverguje
fada konverguje m

Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné rady.

° o0
DUSLEDEK. Je-li ¢ € (0, p), kde p je polomér konvergence fady > a,(z — z9)", pak tato rada
n=0
konverguje stejnomérné a absolutné na mnoziné {z; |z — 29| < ¢}.

DUSLEDEK. Sou¢tem mocninné Fady je funkce spojitd na mnoziné {z;|z — zo| < p}, kde p je
polomér konvergence rady.

. 00
VETA. Necht’ mocninna fada > an(x — 20)"™ ma soucet f(x) na intervalu (xg — p,zo + p), kde p
n=0
je polomér konvergence rady. Potom na intervalu (zg — p, zg + p) plati

o
. f!(x) = 3 nan(z — x9)" ! a polomér konvergence této rady je p.
n=1

oo
. > 9 (g — 2)"t! je primitivni funkce k f a polomér konvergence této ady je p.
n=0

Z druhého tvrzeni vyplyva, Ze pro (a,b) C (z¢o — p,zo + p) je

b o0
flayde =Y (b — 20)™! — (a— z0)"H).
/a nz::On—kl 0 0

DUSLEDEK. Necht’ funkce f je na otevieném intervalu / sou¢tem mocninné rady. Pak f ma deri-
vace vSech Fadu na /.

° [e.e]
DUSLEDEK. Necht’ funkce f je na otevieném intervalu / sou¢tem mocninné fady > ap(z —xg)™.
n=0
Potom

£ (o)

anp — ]
n:

jsou Taylorovy koeficienty funkce f v bodé x(.

oo
VETA. (Abel) Necht’ mocninna fada > ay,(x — z¢)" ma soucet f(z) na intervalu (zg — p, xg + p),
n=0

kde p je polomér konvergence rady. Tato mocninna Fada konverguje v bodé zg + p (nebo xy — p)
pravé kdyz tato mocninna Fada konverguje na [z, xg + p) (resp. na (zg — p, o)) stejnomérné.

[e.e] o0
To nastane pravé kdyz konverguje > a,p™; tento soucet se pak rovna  lim > ap(z — x0)™
n=0 T=TO+P— n=0

(Obdobné pro —p.)

Priklad. Pomoci mocninnych iad sectéte (tam, kde to jde)
‘,L.Tl,
>

Priklad. Pomoci mocninnych iad sectéte (tam, kde to jde)
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Z(n + 1)z

Priklad. Najdéte Taylorovu radu arctg x pomoci rozvoje derivace.
Priklad. Najdéte Taylorovu Fadu log(x + 1) pomoci rozvoje derivace. Pomoci Abelovy véty o limité
mocninnych Fad ukazte, Ze Tayloruv rozvoj funkce log(x + 1) je platny i pro « = 1.

Priklad. Sectéte nasledujici Ffadu
o (D"

on+3

n=1

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podle Dirichlet-Abelova kriteria z Fada konverguje.
Budeme uvazovat Fadu

J’_

S(l‘) _ = (71)TL x2n+3,

12n—|—3

n

prox € (0,1).
Derivaci této rady ziskame radu

“+oo +00
§'(2) = (=) = 3 (1)),

n=1 n=2

kterou jiZ snadno secteme.

+00

D) =—1+a%

n=2

1+ 22
Pro primitivni funkce tedy plati rovnost
L 3
S(r) =—x+ 3% + arctan .
Podle Abelovy véty je hledany soucet roven limité

v Vi
i — 1414 T
S S(z) Tt

Piiklad. Spoététe s piesnosti 102 nasledujici integral

1
.2
/exdx.
0

> ., v . e e s . 22 Ve . . . -
Reseni. ProtoZe nezname primitivni funkci kK e =%, vyuZijeme teorie mocninnych rad.
, VY

1 1 too n,.2n
-1
/ e—xzdx:/ Z%dx
0 0 7—0 .

JelikoZ rada vystupujici v argumentu in-
tegralu konverguje stejnomérné v intervalu
[0, 1], miZeme zaménit sumu a integral:
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1"‘OO )n 221 n 22n +0oo (—1)"
/ dx_Z/ dx:;)@nﬂ)n!'

+00 1 400 1

> <> =21<10"
n

711(271—1-1) n:112

dostavame vysledek
1 10 (_1)71
e T dr =
/o nz::o (2n + 1)n!
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