INTEGRALY S PARAMETREM

V kapitole o integraci funkci vice proménnych byla potieba spojitost funkce g(z f f(z,y) dy promé&nné

Spojitost funkce g(z) = |, ; f(x,y) dy proménné x znamend vlastné prohozeni limity a integralu

b
lim fxydy /hmfmy
T=p

Integralu na levé strané se fikd integrdl s parametrem z a vysledkem jeho integrace je funkce proménné z.

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na soucinu M x I, kde M C R a I je interval v R. Funkce g(y) se
nazyva integrovatelnd majoranta funkce f, jestlize

o |f(x,y)] < g(y) provsechnaz € M,y € I;

e [; 9(y) dy konverguje.

Podle diivéjsi dmluvy jsou uvedené integraly chapany jako zobecnény Newtondv integral.

POZOROVANI. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I konvergujici stejnomérné.
Pokud existuje libovolné velky index n pro ktery konverguje integral f 7 Jn» potom mé posloupnost { fy, } integro-
vatelnou majorantu na /.

VETA. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na intervalu I konvergujici bodové k funkci f. Jestlize
posloupnost { f,, } md integrovatelnou majorantu na I, pak

lim /1[,,(1) dx = /1[(1) dx,

pokud prava strana existuje.

DUSLEDEK.

1. Necht’ f je spojita funkce definovana na intervalu I x J v roviné a [] f(z,y) dy existuje pro kazdé x € I.
Ma-li f(x,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x .J, pak funkce [; f(z,y) dy je na I spojitd.

2. Necht’ f je omezena spojita funkce definovand na omezeném intervalu I x J v roviné. Pak f/ flx,y)dyje
na [ spojita.

ProtoZe derivace je definovdna pomoci limity, d4 se uvedend véta pouZit i na vypocet derivaci integrdlu s
parametrem. Vysledkem je tvrzeni o zdméné derivace a integralu.

VETA. Necht f je spojita funkce definovand na intervalu I x J v roviné a ], f(x,y) dy existuje pro kazdé = € I.

Ma-li %(J y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak

d [, o [of ,
= ,/, [z, y)dy = ,/,, o (z,y) dy

nal.



Poznamky 1  Piiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1

GAMA A BETA FUNKCE

Gama funkce

V této Casti bude zkoumadna tzv. Gama funkce, kterd méd vztah k n! a jeji pouziti je velmi §iroké nejen v
teoretické matematice, ale hlavné v praktickém pouZiti, napt. ve fyzice a ve statistice.

Funkce bude nyni definovana pro redlna ¢isla, bude pozdéji rozsifena na komplexni Cisla.

DEFINICE. Funkce Gama je definovdna rovnosti

o0
I(x) :/ e 1 de.
0

1. Defini¢ni obor.

Na intervalu (0, 1) m4 e~! hodnoty mezi e~ 1 a 1; funkce e *t* 1 se tedy z hlediska konvergence integralu
chovi jako %1 (tj., t*71 /3 < e ~1 < t*~1 prokazdé t € (0, 1). Integrél fol t*~1 dt konverguje pravé kdyz
z > 0.

Navic se pro > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e~*#*~! na (0, 1).

Sta&f se nynf omezitnaz > 1. Prodané z > 1 existuje p > 0 tak, Ze e " tt*~1 < e=*/2 prot > p (ukaZte to). Na
[1, p] je funkce e~ tt*~1 proménné ¢ spojitd a omezend, takze ke~t/2 je (pro néjakou konstantu k) integrovatelna
majoranta funkce e ~/t*~! na (1, c0).

Defini¢nim oborem funkce T je interval (0, 00); na celém defini¢nim intervalu je T'(x) > 0.

Spojitost a derivace. Parcidlni derivace podle x funkce e tgr—1 je rovna et Llogt.

Pro z > 0 se vezme a € (0,z) a parcidlni derivace se prepiSe do tvaru e ~¢t4~1(t*=%log t).

Posledni funkce v zdvorce je spojitd a omezend na (0, 1) a tedy funkce e~tt*~1logt ma (aZ na vyndsobeni
né&jakou konstantou) stejnou integrovatelnou majorantu na (0, oo) jako funkce e 1%~ 1

TotéZ plati pro parcidlni derivace vys§sich fadi funkce e~ t¢%~1
parametru nyni plyne:

podle z. Z véty o derivaci integrdlu podle

Funkce Gama md derivace vSech rdadii a je tedy spojitd.

Protoze I''(z) = [° e 't !log? t dt, je druh4 derivace kladn4 a tudiZ
funkce Gama je ryze konvexni.

Nyni se pouZije integrace po ¢astech na I'(z + 1):

(e.0) o0
D(z+41)= / e U dt = [—e ]P0, —|—x/ e L dt.
0 0

Prvni vyraz na pravé strané se rovnd O pro z > 0. Vysledkem je rovnost
I'z+1)=2al'(x) proz>0.
Snadno se vypocte I'(1) = 1, takze I'(2) = 1,T'(3) = 2.1, ... aindukci I'(n 4+ 1) = nl.

Z konvexity vyplyva, Ze minimum funkce T leZ{ v intervalu (1,2) a Ze 1i_>m I(z) = oc.
X (o)



Dile je
r 1
lim I'(z) = lim e+l =00.
wﬁo_i_ 14)0_;,_ €T

Pomoci vzorce I'(z) = I'(x+1) /x 1ze dodefinovat funkei I' na intervalu (—1, 0), potom na intervalu (—2, —1),
atd. azna R\ {0,—1,-2,-3,...}.
Beta funkce

Beta funkce md uzky vztah ke Gama funkci a proto je stejné duleZita.
DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
B(x,y):/o 1 — )yl de.

Pomoci substituce ¢ = u/(u + 1) se dd funkce Beta vyjadfit integrdlem pfes neomezeny interval:

z—1

B(w7y)=/ooo(u du,

w4 1)+y

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz Ze B(z,y) = B(y, ).

Snadno se zjisti, ze B(z,y) je definovdna v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0.

NapiSe se soucin I'(z)I'(y) a do vzniklého dvojrozmérného integrélu se dé substituce v = t+u, w = y/(x+y):

oo o
D(z)(y) = /O /0 e T Lyy =1 At du

1 roo
/ / ve U (vw)* Y1 —w)? ! do dw
0 JO

1 roo
/ / e V™Y ()11 —w)¥ " dv dw = T(x + y)B(z, y) .
0 JO

Odtud plyne hledany vzorec

Jestlize se v predchozim vzorci ddy = 1 — x pro € (0, 1), dostane se po substitucich u = (1 — ¢)~! do
prvniho integrdlu a v = ul — 1) do predposledniho integrilu

1 ﬁac—l 00 ua:—l
(2)I'(1 —x) /0 e dt /0 T u du

1,z-1 oo ,,x—1 1,z-1 1 -z
:/ 4 du+/ a du:/ 4 du+/ Y dv.
o 14+u 1 14w 0o 14+u 0o 14w
Zlomek H—% je soucet geometrické fady s kvocientem —u, kterd se dd integrovat clen po ¢lenu (fada konverguje
stejnomérné na [0, 1] podle Abelovy véty):




/l(uﬂfl N u~r ) q /1( x71+ 7;1;) i(fl)n " du =

— 2:_1n nt+x—1 n—r) j 2:_1n( ):
0( )/O(u tu ) uo( ) n+x+n—x+1
1 i 2z
o n? —z2’
n=1

Posledni fada bude sectena v kapitole o Fourierovych fadéch (rozvoj funkce cos(zt) pro ¢ € (—m, 7)) a dostane
se dilezity vzorec

z)P(1—x) = proz € (0,1).

sin(mx)

Stirlinguv vzorec

Gama i Beta funkce lze vyjadfit mnoha zpisoby, napt. jako soucet nekonecné fady, soucin nekonecné posloup-
nosti, limity posloupnostf, ...

VSechna tato pfesnd vyjddfeni jsou nekonecné procesy, které se aZ na vyjimky nedaji pfesné v jednotlivych
bodech spoditat.

Proto je nékdy vyhodnéjsi nahradit uvedené charakterizace jednodu$sim vzorcem, ktery aproximuje danou
funkci.

Nasledujici postup miiZete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(x N 1) _ / e_ttx qt :/ emlogt—t dt u:éfx (g)w/ emlog(l—i—u/x)—u/x du
0 0 T
U:u:/\/E \/5<£)x/ e;zlog(l-l—v/ﬁ)—v/ﬁ dv ~ /2ﬂ_x(£)z,
e VT €

kde v poslednim kroku byla pouZita rovnost lim [*° e’ log(1+v/vZ)=v/VT qy = \/27.
T—00

Vztah f(x) ~ g(z) tedy znamend, Ze xlgréo f(z)/g(z) = 1.

Tim se dostava aproximacni Stirlingiiv vzorec

xT

Pz+1) =~ 27Tx(g)m

a jeho verze pro faktoridl

n! ~ 27m(ﬁ)n .
e
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INTEGRALY S PARAMETREM

Spojitost funkce g(z) = [ ; f(x,y) dy proménné = znamend vlastné prohozeni limity a integrdlu
b b
lim x,y)dy = lim f(z,y)dy.
/a f(z,y)dy /a i f(z,y)dy

T—p

4



Integralu na levé strané se fikd integrdl s parametrem x a vysledkem jeho integrace je funkce proménné x.

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na soucinu M x I, kde M C R a I je interval v R. Funkce g(y) se
nazyva integrovatelnd majoranta funkce f, jestlize

o |f(z,y)| < g(y) pro viechnax € M,y € I;

e [; 9(y) dy konverguje.

POZOROVANI. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I konvergujici stejnomérné.
Pokud existuje libovolng velky index n pro ktery konverguje integrél | 7 Jn» potom md posloupnost { f,, } integro-
vatelnou majorantu na /.

VETA. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na intervalu I konvergujici bodové k funkci f. Jestlize
posloupnost { f,, } md integrovatelnou majorantu na I, pak

lim /] Fal2) dx:/[. f(z) dx,

pokud prava strana existuje.

DUSLEDEK.

1. Necht' f je spojita funkce definovana na intervalu / x J v roviné a f] f(z,y) dy existuje pro kazdé = € I.
Mé-li f(z,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x .J, pak funkce [; f(z,y)dy je na I spojita.

2. Necht’ f je omezena spojita funkce definovand na omezeném intervalu I x J v roviné. Pak ]] f(z,y)dy je
na [ spojita.

ProtoZe derivace je definovdna pomoci limity, d4 se uvedend véta pouZit i na vypocet derivaci integrdlu s
parametrem. Vysledkem je tvrzeni o zdméné derivace a integralu.

VETA. Necht f je spojita funkce definovana na intervalu I x J v roviné a fJ f(x,y) dy existuje pro kazdé = € I.

Ma-li ﬂ(l y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak

oz
1 0
L/.f’(ﬂﬁ,y) d.v=/ %f(m,y) dy
dx J; j Ox

na /.
Piiklad. PouZzitim véty o zdméné limity a integralu ukazte, Ze
1 1
. . nw
hm/ xndX:O,hm/ —55dx=0
n Jo n Jog 14+ n*x

oo 1 n oo
lim/ +—x2dx: 1, lim e sinydy =0.
n Jg 14az°m

T—00 0

1.b_ ,.a
/ -2 .
o logx

Piiklad. Vypocitejte integral

proa,b > 0.



VyuZijeme tvaru integrované funkce

1.b_ .a 1 y 1b 1 b
/x z dx:/ {x } dx:/ /:Eydy dz.
o logx o Llogz], 0 a
1 b b 1
/ / ¥dy | dz = / (/ g dm) dy.
0 a a 0
Potom jiZ snadno dostdvame

b 1 b
1 1+0
/ </ acyd:z:> dy = ——dy = log +
a 0 a 11y 1+a

Priklad. Vypocitejte integral

*° arctan ax — arctan bz
J :
proa,b > 0.
Derivujeme podle parametru a, majorantu W najdeme pro a € [p,o0) pro p > 0. Po integrovani

hleddme integraéni konstantu C'(b), pouZijeme a = b a dostaneme vysledek
T @
2 %%
GAMA A BETA FUNKCE

Gama funkce

DEFINICE. Funkce Gama je definovana rovnosti

1. Defini¢ni obor.

Na intervalu (0, 1) mé4 e~! hodnoty mezi e~ 1 a 1; funkce e~ 't* 1 se tedy z hlediska konvergence integralu
chovi jako %1 (tj., t*71/3 < e 1* =1 < t*~1 prokazdé t € (0, 1). Integral fol t*—1 dt konverguje pravé kdyz
x> 0.

Navic se pro = > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e~*#*~1 na (0, 1).

Sta&i se nyni omezit naz > 1. Pro dané z > 1 existuje p > 0 tak, ze e " t* 1 < e~t/2 prot > p (ukaZte to). Na
[1,p] je funkce e~ #*~1 proménné ¢ spojitd a omezend, takze ke~t/2 je (pro néjakou konstantu k) integrovatelna
majoranta funkce e ~*#*~! na (1, o0).

Defini¢nim oborem funkce T je interval (0, 00); na celém defini¢nim intervalu je T'(x) > 0.

Funkce Gama md derivace vSech rdadii a je tedy spojitd.

Protoze I'(z) = [° e 't* !log? t dt, je druh4 derivace kladn4 a tudi?

funkce Gama je ryze konvexni.

Nyni se pouZije integrace po astech na I'(z + 1):

oo [o.¢]
D(z+1) = / e dt = [—e ]P0 + :c/ e 1 at.
0 0

Prvni vyraz na pravé strané se rovnd O pro z > 0. Vysledkem je rovnost

IMxz+1)=2al(x) proz>0.



Snadno se vypocte I'(1) = 1, takze I'(2) = 1,T'(3) = 2.1, ... aindukci I'(n + 1) = nl.

Z konvexity vyplyva, Ze minimum funkce I leZi v intervalu (1,2) a Ze hgn I'(z) = co.
Tr—r00
Dale je
I(z+1)

lim I'(z) = lim —— =o0.
z—04 z—04 T

Pomoci vzorce I'(z) = T'(z+1) /x 1ze dodefinovat funkei I' na intervalu (—1, 0), potom na intervalu (—2, —1),
atd. aznaR\ {0,-1,-2,-3,...}.

Beta funkce

DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
B(z,y) :/O 1 =)yt de.

Snadno se zjisti, Ze B(x,y) je definovdna v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0.

Pomoci substituce ¢ = u/(u 4 1) se dd funkce Beta vyjadfit integrdlem pfes neomezeny interval:

00 um—l
l} = —_—m
(z,9) /0 e

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz Ze B(x,y) = B(y, x).

_ @)y
UziteCny vzorec
s
Mz)'(l—=z)= Sin(m2) proz € (0,1).

Stirlinguv vzorec
Vztah f(z) ~ g(x) znamend, Ze xlgréo f(x)/g(x) =1.

Plati aproximacni Stirlingliv vzorec
T\ T
Fz+1) = 27rx(7)
e

a jeho verze pro faktoridl

n
n! ~ 27m(ﬁ) .
e

vev s

Pro pfesnéjsi vyjddieni Gama funkce (nebo faktoridlu) existuji modifikace Stirlingova vzorce. Plati napf. rov-

nosti .
T a x
Nx+1)= 27m:(£) el = 277:5({) (1 + —I) )
e e 6x

kde 0 <ap < 1,0 <bg < 1.
Piiklad. Pomoci vzorce pro I'(z)I'(1— ) spoctéte I'(1/2) a odtud I'(3/2), I'(5/2) a také integral [;~ e dx.

Piiklad. Pomoci substituce v = e~ v integrdlu definujicim I'(x) ukaZte, Ze

I'(z) = /01 (log (%))zil du.



Priklad. Pomoci Stirlingova vzorce spoctéte
2

lim "Vn!.

1

2 N\ L
lim "Vn! = lim (\/2nw%6m> n? _ 1,
e

Priklad. Odhadnéte pomoci Stirlingova vzorce, jakého fadu je 100!.

Vyjde 158.
Piiklad. Vypocitejme integral
1
/ ste " dx .
0

Jde o T'(5) = 4! = 24.
Piiklad. Vypocitejme integral

o
/ 23e 2% 4y
0

Substituce y = 2z ptevede na funkci I'.

Piiklad. Vypocitejme
I'(3/2)
r(1/2) "

Pouzijeme I'(n + 1) = nI'(n), takZe v Citateli mame %F(1/2).

Priklad. Pomoci vzorecku
)1 —2) =

1
sin(nx) proz € (0,1)

spoctéte I'(1/2).
Zvolime x = 1/2 a dostaneme /7.
Pfiklad. Spoctéte

r(1/2) = /OOO e 2e " 4y

substituci x = 22.

Objevi se zndmy integral

a spocteme vysledek /7.
Pfiklad. Spoctete

o0 3
re ¥ dx
0

substituci y = 3.

Objevi se zndma T'(1/2) a vysledek Y.
Priklad. Spoctéte
1
1
/ @
o v—logz

substituci — log x = t.
Objevi se zndma I'(1/2).
Piiklad. Vypocitejme integral

o0 n
/ e dx .
0



Zase to prevedeme na I". ZaCneme samoziejmé exponentem u e, aby se dostalo e Y.

o0 9 2
/ e ar—x dl’
a

20z — 12 = —(z — a)? + a?

Priklad. Spoctéte

vyjadfenim exponentu ve tvaru

a pfevedenim na zndmé integraly.

Ptiklad. Vyjadrete integral
w/2
/ sin™ t cos™ t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

V integralu provedeme substituci
T = sint.

7r/2 1 n—1
/ sin™ tcos" t dt = / (1 — xQ)T dx.
0 0

Po dal3 substituci y = 22 dostdvdme

1 (1 m n—l 1 1 1 m-1 n—1 1 m+1 n+1
- 2 (1— T2dy =~ 2 (1-— 2 dy=-B| —— .
2/0 ( y) 2y Y 2/0 Y ( Y) Y D) ( 5 )

Potom

2

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nésledujiciho integralu

+oco ,.m—1
/ a: dx
0 1 + xn

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

V integrdlu provedeme substituci t = z™.

m—1 m—n
/ Ldm:—/ tﬁ*ldtz—/ dt,
pokud n # 0.

Rozdélenim integralu

Potom

m m—-n

_ poo o
/ AR / at
0 1+t L 1+t

uréime, Ze integral konverguje pro

O<ﬂ<1.
n

(Uvédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

Celkem tedy miZeme pro tato m, n psat

+oo ,.m—1 1
/ 2 4r= B (TJ—@).
0 1+an In|  \n n
Priklad. Spoctéte
+o0 1
[

pomoci funkce Beta a Gama.



TAHAK z kapitoly

oo oo
F(.’E) — / e—tta?—l dt, F//(.’E) _ / e—ttx—110g2t dt
0 0

Fn+1)=n!, T(z+1)=2T(z), T'(z) =T(x+1)/x

[(z)T(1 - z) =

sin(mx)

r\T
Nz+1)~ 27rx(6)

n\n
n! ~ 27m(7)
e

10
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