FOURIEROVY RADY
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COs x sin (nx)

cos (nx)

sin x

Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vZdy je mozné je pouzit
anebo ne vzdy maji potfebné vlastnosti.

Navic se dobre aproximovaly jen funkce, majici vSechny derivace.
Dalsi funkce, které se ukazaly velmi vhodné pro aproximace jsou funkce sinus a ko-
sinus. Pomoci nich 1ze aproximovat i nespojité funkce.

Navic jsou tyto funkce vhodné pro modelovani periodickych dé€jii a neni tu poZadavek,
aby aproximované funkce mély derivace vSech radu.

Protoze sinus je lichd a kosinus sudd funkce, musi se pro aproximaci pouZzit obé funkce
soucasne.

Je také znamo, Ze mocniny obou funkci se daji vzdy vyjadrit pomoci linearnich kom-
binac{ funkci sin(kx), cos(kx). Napf. sin®z = 1/2 — (1/2) cos(2z), cos® x = (3/4) cosz +
(1/4) cos(3x).
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Pouzivani funkci sin(kz), cos(kz) je vhodn&jii neZ pouZivani funkci sin® z, cos® . Dii-

vody jsou podloZené 1 obecnou teorii, ktera je vSak nad ramec tohoto textu.

DEFINICE. Funkce Zi:o(an cos(nx) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometricky poly-
nom

Rada >~°° (a, cos(nz) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometrick4 fada.

Koeficienty a,, b, 1 proménna x lze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlna
Cisla.

Protoze trigonometricky polynom ma periodu 27, neni mozné bez upravy aproximovat
funkce, které nemaji tuto periodu.

Pro funkce s periodou 27 je jedno na jakém intervalu délky 27 se funkce zkouma. V

dalSim textu je bran interval [—m, ], ktery je symetricky kolem O. Casto se bere interval
0, 27].

Pro vypocet koeficientl a,,, b, se vyuZije tzv. ortogonality funkci sin(nx), cos(nx):
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Vrat'me se zpét k rovnosti f(x) = >~ (a, cos(nz) + by, sin(nx)).
Obé strany rovnosti se vynasobi sin(kx) (nebo cos(kx)) a zintegruji se.

Pokud rada konverguje stejnomérné, 1ze prehodit integral a soucet a pouzit orthogo-
nalitu:

/ f(z)sin(kx) dx = Z/ (a, cos(nx) + by sin(nz))sinkrdx = b, k=1,2,..
- n=0"v """

/ f(x) cos(kz) dx = Z/ (a,, cos(nx)+by, sin(nx) cos kx dx = { 722?270, g;g 2 i 8’
- n—p Y T

Uvedené integraly obecné nemusi existovat. Budou existovat pro spojité omezené
funkce.

Pro pouziti Fourierovych rad je vSak tfeba pracovat 1 s nespojitymi funkcemi. Obecna
teorie pripousti znaCné nespojitosti, tento text se omezi na jednodussi funkce, pro které
staCi zobecnény Newtoniv integral a znalosti dosud probrané.

Funkce na [—, 7| se nazyva po castech hladka, jestlize existuje rozd€leni —m = py <
p1 < ... < p, = wtakové, Ze f ma na kazdém intervalu [p; 1, p;] spojitou derivaci.

Periodickd funkce f s periodou 27 se nazyva po Castech hladk4, jestlize ziZeni f na
[—7, 7| (nebo jiny uzavieny interval délky 27) je po ¢astech hladké.

DEFINICE. Necht' f je funkce definovana na (—m, 7).
Cisla |
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T —T
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1 m
bn:—/ f(x)sin(nx)dxpron = 1,2, ...
T J_z

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Rada
ao

>+ Z(a” cos(nx) + b, sin(nx))

n=1

se nazyva Fourierova fada funkce f.

Fourierova rada existuje pro po Castech hladké funkce.

POZOROVANI. Jsou-li a,, b, (nebo a’, ¥.) Fourierovy koeficienty funkce f (resp. ¢), LEKCE27-FOR
pak aa, + pal,, ab, + B, jsou Fourierovy koeficienty funkce o f + fg. trig.polynom

trig.rada
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KONVERGENCE FOURIEROVY RADY

Pro aplikace neni ani tak dalezitd samotnd konvergence Fourierovy fady, jako jeji
konvergence k plivodni funkci.

Je to problém obtizny, ale dilezity. Pro tento text staci uvést jednodussi vysledky.

v v/

fla-) = lim f@) Fla)= 5(f@s) + f)).

ProtoZe f je bud’ periodicka nebo se periodicky dodefinovava, znamend f(—m_) totéz
co f(m_), apod. f(—my) = f(my).

Pro po Castech hladké funkce f je ]?deﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech
spojitosti f.

flay) = lim f(z),

T—a+

—
<
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VETA. Necht' f je po Castech hladka na [—, 7. Pak jeji Fourierova fada konverguje
k funkci f v kazdém bodé€ p € [—7, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitf intervalu, kde ma f spojitou
derivaci.

VETA. (Parseval) Necht' f je definovand na [—7, 7| a f f?(z) dx konverguje. Pak

/f ——(2’ i(a%bﬁ%
n=1

kde a,, b,, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

VETA. (Parseval) Necht f,g jsou definované na (0,27) a [* f*(z)dx, [ ¢*(z)dx
konverguji. Pak

/ f(z dX—aOQaO+Zana + b0,

kde a,, b, (nebo a, b ) jsou Fourierovy koeficienty funkce f (resp. g).

n»-n

Pozndmky 2 Pfiklady 2 Otazky 2




DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD

Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud ag # LEKCE27.FOR
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Dusledkem rovnosti je absolutni konvergence fady Y, b,/n, jakmile konverguje
S ()] dx.

Derivace Fourierovy fady nemusi byt Fourierovou fadou zadné funkce (viz Priklady).

VETA. Necht f je po &istech hladkd funkce na [—m, 7], jejiZz derivace je absolutn&
integrovatelnd a a,,, b,, jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Pak Fourierovy koeficienty
', U funkce f' se daji vyjadrit nasledovné:

an )

b, =

n

1 ,
CL() =—f(2m) = f(0), an= (_1>na6 + nb ,

/i

DUSLEDEK. Necht f je spojita funkce s periodou 27, po Castech hladka, jejiz derivace
je absolutn€ integrovatelnd. Pak Fourierova fada pro f’ se ziskd z Fourierovy fady pro f
derivaci Clen po Clenu a je rovna

©¢)
n(b, cos(nz) — a, sin(nx)) .
1

n=

Poznamky 3 Priklady 3 Otéazky 3
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PERIODY JINE DELKY NEZ 27

Predchozi dvahy se snadno pfenesou na periodické funkce s periodou 2.

Misto funkci cos(nx), sin(nz) staci vzit funkce cos(mnz /1), sin(mnx /1), které maji pe-
riodu 2.
Fourierovy koeficienty jsou pak definovany jako

z l
a, = %/lf(a:) cos(mnx/l)dx, b, = %/lf(x) sin(nx /1) dx .

Fourierova fada funkce f je fada

+ Z (an cos(mnxz /1) + by, sin(rnz/ l)) : e rOR
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* FOURIERUV INTEGRAL

Daji se rozvinout ve vhodné rfady Fourierova typu i funkce neperiodické, aniz by se
upravovaly?

Ukazuje se, ze jsou dvé zakladni moznosti. Bud’ lze pouzit jinou soustavu funkci

nez trigonometrické funkce (o tom je zminka v Pozndmkdch nebo se misto fad pouZije
integral.
ProtoZe tento druhy zptsob se bude hodit v pozdé&jsich kapitolach, bude nyni vyloZen.

V této Casti je f funkce definovand na R, je po Céastech hladka a fR | f| konverguje.

(Pojem po cdstech hladkd funkce bude nyni interpretovan tak, Ze je to funkce po Castech
hladka (v drive definovaném smyslu) v kazdém omezeném intervalu.)

(f(z-) + fl=z4)) /2.

Pro kazdé k € N lze f vyjadfit pomoci Fourierovy fady na intervalu [—k, k] (za Fou-
rierovy koeficienty jsou tu dosazeny jejich vyjadieni pomoci definice):

ﬂ@=i/fww+

Pripomerite si, Ze f je funkce definovana rovnosti f(x) =

+Z /f )cos(mnt/k) cos(mnx /k) dt + — /f ) sin(mnt /k) sin(mnz / ket

i St

— ﬁ/kf(zf) dt+;g/kf(t)cos(%(a:—t)) dt .
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Uvedend rovnost plati na libovolné velkych intervalech [—k, k| a lze se pokusit pravou
stranu zlimitit pro k — oo.

Z predpokladu konecnosti integralu [, f vyplyva, Ze limy, i ffk f(t) dt = 0.

PoloZi se g(u) = ffk f(t) cos(u(z — t)) dt; potom je zbyvajici vyraz roven

1 i s (mr)

n = kN\E )
coZ pripomind Riemannovy soucty funkce g a d4 se tedy oCekavat, Ze jejich limita bude
rovna (1/7) [;* g(u) du.

To se d4 opravdu dokéazat: pro € > 0 se najde ng tak, Ze pro n > nyg je rozdil mezi

uvedenym integrdlem a predchozim souctem roven nejvyse c.
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K Fourierovému integralu se tento text opct vrati v kapitole o Fourierové transformaci.

Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5

‘ STANDARDY z kapitoly \
\ FOURIEROVY RADY \
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DEFINICE. Funkce Zszo(an cos(nx) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometricky poly-
nom

Rada >~°° (a, cos(nz) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometrick4 fada.

Koeficienty a,, b, 1 proménna x lze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlna

Cisla.

Pro vypocet koeficientd a,,, b, se vyuZije tzv. ortogonality funkci sin(nx), cos(nx):

9]

Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) =)~ (a, cos(nz) + b, sin(nx)).
Obé strany rovnosti se vynasobi sin(kx) (nebo cos(kx)) a zintegruji se.

Pokud fada konverguje stejnoméerné, 1ze prehodit integrdl a soucet a pouzit orthogo-
nalitu:

/ f(x)sin(kz) dx = Z/ (ay cos(nx) + b, sin(nx))sinkrdx = wb,, k=1,2,..
- n=0"v """
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/ f(z)cos(kx) dx = Z/ (ay, cos(nz)+b, sin(nz) cos kx dx = { 722?22), Blr,g ]]2 i 8’
G n=0 YT

Funkce na [—, 7| se nazyva po castech hladka, jestlize existuje rozd€leni —m = py <
p1 < ... < p, = wtakové, Ze f ma na kazdém intervalu [p; 1, p;] spojitou derivaci.

Periodicka funkce f s periodou 27 se nazyva po Castech hladk4, jestlize zizeni f na
|—7, 7| (nebo jiny uzavieny interval délky 27) je po ¢astech hladké.

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na (—m, 7).

Cisla
1 T
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
™ —Tr
1 T
. LEKCE27-FOR
_ rig.fada
. ., . . T ortogonalita
se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f. po  Gistech  hiadkd
v unkce
Rada Fourier.koeficienty
Fourier.rada
apo > Fkoef.->0
_ 1 konvergence
5 -+ Z(an cos(nx) + by, sin(nz)) bz
_ integrace
L . o =L derivace
se nazyva Fourierova rada funkce f. jiné periody
Fourier.integral
. v 5 g 7 £ P STANDARDY
Fourierova tfada existuje pro po Castech hladké funkce. Pozndmky
Priklad. Najdéte Fourierovu radu funkce Piiklady
—1, proz € g—w, 0); Citsy
f(x)=< 0, prox=0ax=m; Cvicent

I, prox e (0,m). Utent



dodefinované periodicky na R.

Priklad. Najdéte Fourierovy fady nasledujicich funkci dodefinovanych periodicky na
R:

rna|—7m,7), xnal0,2r), |x|na|—m,w), |sinz|nal|—m, 7).
Priklad. Najdéte Fourierovu sinovou i kosinovou radu funkci

sinzna|0,7), anal0,T).

Priklad. Je-1i f lichd, jsou vSechny koeficienty a, rovny O a Fourierova fada bude
sloZzena jen z funkci sinus.

Priklad. Je-li f sudd, jsou vSechny koeficienty b, rovny O a Fourierova fada bude
sloZena jen z funkci kosinus.
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KONVERGENCE FOURIEROVY RADY

LEMMA. Necht' f je po ¢astech hladka v |—m, 7|. Pak Fourierovy koeficienty funkce
f konverguji k 0.

Y e\ /s /

V nasledujicim textu se bude kviili stru¢néjSim zapisum znacit

floy) = tm f(z), flo)=lm f() [flz)=-

Jim lim f@) fl@) = 5(fl@s) + f(z2).
ProtoZe f je bud’ periodicka nebo se periodicky dodefinovava, znamend f(—m_) totéz
co f(m_), apod. f(—r+) = f(+).

Pro po ¢astech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech
spojitosti f.

f L~
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VETA. Necht' f je po ¢astech hladka na [—, 7|. Pak jeji Fourierova fada konverguje k

funkci f v kazdém bodé p € [—m, 7] (a tedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitf intervalu, kde ma f spojitou
derivaci.

VETA. (Parseval) Necht' f je definovand na|[—m, | a f f?(x) dx konverguje. Pak

L raa- S Y@,

kde a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

VETA. Je-li f po &istech monoténni v (—m,m) a ma tam jen konecné mnoho bodd
nespojitosti, konverguje jeji Fourierova fada k funkci f.




DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD

VETA. Necht % + 3°* (a,cos(nz) + b,sin(nz)) je Fourierova fada funkce f na

|—m, ], pro kterou konverguje [*_|f(z)|dx.
Pak pro libovolny interval (a,b) C [0, 27] plati

b b o0 b
,, a .
/ f(x)dx = / )U dx + E ( / (a,, cos(nx) + by, sin(nx)) dx,

n=1 Y4

a uvedend rada integrali konverguje stejnomérné.

Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud ag #
0:

N i a, sin(nx) — b,(cos(nx) — 1) |

n
n—=1

Aby se dostala Fourierova rada, musi se funkce z nahradit jeji Fourierovou fadou.

Piklad. Najdéte rozvoj funkce 2 — > na intervalu (—m, 7). VyuZijte znalost rozvoje
x — x ax — 22 aintegrace Fourierovych fad.

JiZ mame spocteno, zZe

s 1, N (=)
T :§7T +4; - COSN.
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Integrujme nyni tuto fadu [ dt.

Potom .
1, 1 = (=1)"
—x ——7r:c:4z_; 3 sin na

Ted’ pouZzijeme rozvoj

Z predchozich rovnosti jiz snadno dostaneme

+00 —10,..2 n
5 (—1)" 2T (—1) 12 )
e g - =F 3 SN Na.
n=1

Tato fada konverguje bodové na (—, 7).
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