FOURIEROVY RADY

Funkce exp md zndmy zépis
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pro néjaké c mezi 0 a z.

V prvnim semestru se probiraly aproximace
funkci polynomy:

xn-i—l n .C(:k ‘,L.n—&-l

p (n+1)!zlgﬁ+ec(n+1)!

V podstaté jsme rozepsali funkci exp(x) jako pr-
vek prostoru funkci pomoci soufadnic 1, z, xz,
...s vhodnymi koeficienty.

Koeficienty téchto polynomi se pocitaly podle
derivaci funkce exp v pocatku.



To je jako monarchie. Jedinec ovladdne celou
zemi.

V disledku toho je aproximace velmi pékna v po-
¢atku, kdezto jinde je to slabsi.

BTW, na periodické funkce chodit s polynomy je
komické.

Vyrazime proto na obecnou funkci s jednodu-
chymi periodickymi funkcemi.

A aZ tam dojdeme, zjistime, Ze tam uZ fyzici byli
uz davno.




V podstaté rozepiSeme funkci jako prvek pro-
storu funkci pomoci soufadnic 1, sinx, coszx,
sin(2x), cos(2x), sin(3z), cos(3x), ...s vhod-
nymi koeficienty.

cos x sin (nx)

cos (nx)
sinx

Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vZdy je mozné je pouzit anebo ne vZdy maji
potiebné vlastnosti.

Navic se dobfe aproximovaly jen funkce, majici vS§echny derivace.

Dalsi funkce, které se ukdzaly velmi vhodné pro aproximace jsou funkce sinus a kosinus. Pomoci nich Ize
aproximovat i nespojité funkce.

Navic jsou tyto funkce vhodné pro modelovani periodickych déji a neni tu pozadavek, aby aproximované
funkce mély derivace vSech fada.

A vibec, obesli byste se bez mp3?

ProtozZe sinus je lichd a kosinus sudé funkce, musi se pro aproximaci pouZit obé funkce soucasné.
Je také zndmo, Ze mocniny obou funkci se daji vZdy vyjadrit pomoci linedrnich kombinaci funkei sin(kx), cos(kzx).
Napt. sin? z = 1/2 — (1/2) cos(2z), cos® x = (3/4) cos x + (1/4) cos(3x).

Pouzivani funkei sin(kz), cos(kx) je vhodn&jii nez pouzivéni funkci sin® x, cos® . Divody jsou podlozené i
obecnou teorif, kterd je vSak nad ramec tohoto textu.

Ale proti gustu zadny diSputat. Vemte si klid’o-
pid’o jiné funkce. BTW, ono se to tak déla.




DEFINICE. Funkce Zﬁzo(an cos(nx) + by, sin(nz)) se nazyvd trigonometricky polynom.

Rada Y% (ay, cos(nx) + by, sin(nz)) se nazyvd trigonometrickd fada.

Koeficienty ay,, b, i proménnd x 1ze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlnd Cisla.

Ukolem této kapitoly je aproximovat funkce tri-
gonometrickymi polynomy.

ProtoZe trigonometricky polynom ma periodu 27, neni moZné bez tpravy aproximovat funkce, které nemaji
tuto periodu.

Pro funkce s periodou 27 je jedno na jakém intervalu délky 27 se funkce zkoumd. V dal$im textu je brdn
interval [—m, 7], ktery je symetricky kolem 0. Casto se bere interval [0, 27].

Klicova otazka: Jak lze najit koeficienty ay,, by,
pro funkci f na intervalu (—m,7) tak, aby
f(z) =302 o (an cos(nx) + by sin(nx))?

% | BTW, co muZe znamenat uvedend rovnost? I

Pro vypo&et koeficientl ay,, by, se vyuZije tzv. ortogonality funkefi sin(nz), cos(nz):

% Kreslil jsem sinus a kosinus mockrat, ale kol-
mosti jsem si nevSiml.




VETA. Plati nasledujici rovnosti:

/ sin(nx) cos(kz) dx = 0 pro libovolnd n, k = 0,1,2, ...

s

T [0, pron#k;
/ sin(nz) sin(kx) dx = { r. pron—keN.

—m
- 0, pron #k;
/ cos(nz)cos(kr)dx =< m, pron==FkecN;
-7 2w, pron=Fk=0.

Pokud by vés trapilo nedokdzané tvrzeni, vézte,
Ze prvni rovnost je jednoduchd z lichosti inte-
grované funkce. Dals{ jsou trigonometrické vzo-
recky, které se ovSem daji nahradit mechanickym
pouZitim rovnosti e¥ = cos z + i sin z.

Pokud trépeni trvd, z pfedchoziho se pokuste vy-

jadfitsinz = ... acosx = ... jako vyraz s e'*.
Pak dosad’te do integrdlt a pocitejte...

Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) = Y o7 (an cos(nx) + by sin(nz)).
Obe strany rovnosti se vynésobi sin(kz) (nebo cos(kz)) a zintegrujf se.
Pokud fada konverguje stejnomérné, 1ze prehodit integral a soucet a pouZit orthogonalitu:

T 0 ™
/ f(z)sin(kz) dx = Z / (an cos(nx) + by sin(nz))sinkrdx = wby,, k=1,2,..
- n=0"""

' f(x) cos(kx) dx = i i (ap, cos(nz) + by, sin(nz) cos kz dx = may, prok #0;
t 0/ —m " " *= 9 2rag, prok = 0.
n=

—T

| Skoro nikdo nepfezil. Jako morova rana. I



Vysledkem jsou hledané koeficienty. Vzhledem
k odlisnosti u ay, pro kK = 0 a k # 0 se trigo-
nometrickd fada v nésledujici definici formalné
upravi.

Uvedené integrily obecné nemusi existovat. Budou existovat pro spojité omezené funkce.

Pro pouziti Fourierovych fad je vSak tfeba pracovat i s nespojitymi funkcemi. Obecnd teorie pripousti znacné
nespojitosti, tento text se omezi na jednodussi funkce, pro které stati zobecnény Newtoniv integral a znalosti
dosud probrané.

Funkce na [—, 7] se nazyvd po Cdstech hladkd, jestlize existuje rozd€leni —m = pg < p1 < ... < pp =7
takové, Ze f md na kazdém intervalu [p;_1, p;] spojitou derivaci.

Periodickd funkce f s periodou 27 se nazyva po éstech hladkd, jestlize ziZeni f na [—m, 7] (nebo jiny uza-
vieny interval délky 27) je po Castech hladké.

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na (—m, ).
Cisla
1 ™
ap = — / f(z)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T —T
1

s
by = — f(x)sin(nx)dxpron = 1,2, ...
T J—m

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Rada
a
5 + z:l(an cos(nx) + by, sin(nz))
n—

se nazyva Fourierova fada funkce f.

Fourierova fada existuje pro po ¢astech hladké funkce.

Nasledujici linearita je zfejma.

POZOROVANI. Jsou-li ay,, b, (nebo a!,, b!,) Fourierovy koeficienty funkce f (resp. g), pak ccan—+08al,, aby+ 30,
jsou Fourierovy koeficienty funkce af + Sg.



Vice zatim nelze fici. Pozdé€ji budou uvedeny
vztahy Fourierovych koeficientt k derivaci a in-
tegraci funkei.

Poznamky 1:
Ma-li f periodu 27, lze vzit v integralech pro Fourierovy koeficienty libovolné jiné meze vzdalené od sebe 27,
napft. 0, 27.
Casto se aproximuje funkce, kterd neni periodickd. V tom piipadé se vezme n&jaky interval délky 27 a v bodech
mimo tento interval se funkce zméni tak, aby vznikla funkce s periodou 27 rovna pivodni funkci na zvoleném
intervalu.

Volbou intervalu tedy vytvafime z jedné funkce
vice rtiznych 27-periodickych funkci.

Také je mozné nechat funkci s pivodnimi hodnotami na intervalu (0, 7), dodefinovat ji jako lichou (nebo sudou)
na intervalu (—m, 0) a pak periodicky prodlouZit na R.

Prislusnd Fourierova fada bude sloZena jen ze sinti nebo kosind a dostava se tzv. sinova nebo kosinova Forierova
fada dané funkce.

Z linedrni algebry jsou zndmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v konecné - dimenziondlnich prostorech a
rozvoje prvki téchto prostorti pomoci orthogondlni baze.

Tam n-tou soufadnici vektoru f ziskdte pomoci
skalarniho soucinu a, = < f,e, >. Zde akorat
roli skaldrniho soudinu hraje integral, roli bazo-
vych vekrort funkce cos kz a sin kzx.




Fourierovy tady jsou zobecnénim tohoto postupu na nekone¢nou dimenzi. ProtoZe se jedna o nekonecné operace,
je potfeba konvergence a tedy napt. pojem vzdalenosti.

Obecna teorie Fourierovych tad se provadi v tzv. Hilbertovych prostorech pomoci orthogonalni baze.

Tuto teorii neni mozné vylozit v tomto textu, nalezi do funkciondln{ analyzy.

Je z ni mnohem 1épe vidét rizné souvislosti a vlastnosti.

V zavére¢nych pozndmkdch budou uvedeny nékteré dalsi piiklady orthogondlnich bazi vhodnych pro neperiodické
funkce.

Konec poznamek 1.

Priklady 1:
1. Najdéte Fourierovu fadu funkce

-1, proz e (—m0);
fle)=4¢ 0, proz=0az=m,
1, prox e (0,m).
dodefinované periodicky na R.

2. Najdéte Fourierovy fady nasledujicich funkei dodefinovanych periodicky na R:

xna|-m,m), xnal0,2r), |z|na[-m,7), |sinz|na[-m, 7).

3. Najdéte Fourierovu sinovou i kosinovou fadu funkci

sinzna0,7), xnal0,m).

Konec ptikladua 1.

Otazky 1:
1. Je-li f licha, jsou vSechny koeficienty a,, rovny 0 a Fourierova fada bude sloZena jen z funkci sinus.
2. Je-li f sud4, jsou vSechny koeficienty b, rovny 0 a Fourierova fada bude sloZena jen z funkci kosinus.

3. Dokatte, ze pokud je spojitd funkce f na [—m, 7] souctem stejnomérné konvergentni fady 5 +> 0 ; (ay, cos(nz)+
by, sin(nx)), pak &isla ap, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

Toto tvrzeni Ize zobecnit i na po ¢astech hladké funkce a bez predpokladu stejnomérné konvergence.

Na tomto misté se hodi podotknout, Ze ne kazda konvergentni trigonometrickd fada se spojitym souctem je Fou-
rierovou fadou néjaké funkce.

Konec otazek 1.

Cviceni 1: Priklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci f, kterd vznikne jako periodické rozsiteni funkce signum
z intervalu (—m, 7) na celé R.

Reseni. V§imnéte si, Ze jde o lichou funkci, takZe koeficienty

an, n € Ny

budou rovny nule.
Nyni pojd’me spocitat koeficienty by,.
Vyjdeme piimo z definice

1 ™
by = — / sign z sinnx dr =
T J—x

(nyni vyuzijeme sudosti funkce - vite které?)

2 (" -2
= f/ sinnzdr = —((—-1)" — 1),
0

s nm



coz je pro sudd n rovno nule a pro lichd rovno

nm

Hledana Fourierova fada tedy bude

725111 (2n — 1)z
2n —1
n=

| Nemély by Fourierovy fady pocitat pocitace? I

Konec cviceni 1.

Uceni 1:

Jak mam rozsitit funkci z otevieného intervalu na
celou redlnou pfimku? A jak se funkce definuje v
krajnich bodech? Dofefinuju to nulou a mam po
starostech.

Nekteré véci se periodicky opakuji. Tieba perio-
dicka funkce s limitou nula.

% Ano, pocitaci.




Pro kaZdou lichou funkci jsou koeficienty a,

rovny nule. A pro sudou funkci jsou nenulové?

% | Jenom nékteré a jenom nékdy. BTW 0 je suda. I

KONVERGENCE FOURIEROVY RADY

Pro aplikace nenf ani tak dilezitd samotna konvergence Fourierovy fady, jako jeji konvergence k pivodn{
funkci.

Konec uceni 1.

Vv

Je to problém obtizZny, ale duleZity. Pro tento text staci uvést jednodussi vysledky.

| V dikazech bude potieba nasledujici tvrzeni: I

LEMMA. Necht f je po ¢éstech hladkd v [—m, ]. Pak Fourierovy koeficienty funkce f konverguji k 0.

Diikaz. Integrdl pies [0, 27| je souétem kone¢né mnoha integrald pies mensi uzaviené intervaly, kde f je
spojitd a mé na nich spojitou derivaci; necht (a, b) je jeden z takovych intervald.
Stali ukdzat, Ze | : f(z) cos(nx) dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty ay, je obdobny).

Posledni integrdl se zintegruje po Céstech:

b b
/ f(z)sin(nx) dx = —l[f(x) cos(nz)]l + % / f(x) cosnx dx.

n

Z piedpokladii o funkei f nyni vyplyvd, Ze | [ (f f(z)sin(nx) dx| < K/n pro n&jakou konstantu K, coZ
dokazuje tvrzeni. &

10



V nasledujicim textu se bude kvuli stru¢néj$im zdpisim znacit

o~

flay) = lim f(z), f(a-)= lim f(z) f($)=%(f($+)+f(x—)).

T—ay T—a_

| Kvituji s povdékem. I

ProtoZze f je bud’ periodickd nebo se periodicky dodefinovévd, znamend f(—n_) totéz co f(m_), apod.

f=my) = f(my).

Pro po ¢éstech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech spojitosti f.

0 ‘21[
VETA. Necht f je po ¢astech hladkd na [—r, 7. Pak jeji Fourierova fada konverguje k funkci l/A‘v kazdém
bodé p € [—7, «] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitf intervalu, kde ma f spojitou derivaci.

Co vic si miizeme prat? I

| Jinak to ani nemohlo dopadnout. I

11
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Diikaz. M4 se dokdzat, Ze f(p) = % + >°0° | (an cos(np) + by sin(np)), 4j, Ze

n=1

Ted’ se neleknéte toho skoku, je za nim kus imor-
ného pocitani a je cely rozebrdn v otdzkich

im [ (f(otp) — Fip) SRt L2

dx=0.
n J_. sin(z/2) *

RozepiSe-li se sin(n + 1/2)z podle souctového vzorce, md funkce v poslednim integralu tvar

~

(£ +p) — F)) cos(na) + 2 cos(a/2) L p; ) sinaEf/Q)

sin(nx)

~

a jeji integrdl je tedy soucet kosinového Fourierova koeficientu funkce f(x+p)— f(p) a sinového Fourierova
koeficientu uvedené dalsi funkce.

Obé tyto funkce jsou po &éstech hladké (pro druhou funkci je tu potieba existence derivace f’(p) zprava a
zleva).

Podle ptedchoziho lemmatu tyto koeficienty konverguji k 0, coz dokoncuje dikaz prvniho tvrzeni véty.

Diikaz lemmatu o konvergenci Fourierovych koeficientii k 0 ukazuje, Ze pravé dokazovand konvergence je
stejnomérna vzhledem k p € [a, b] — pouZije se tu fakt, Ze f’ je spojitd na [a, b].

Odtud plyne posledni tvrzeni véty o stejnomérné konvergenci. <&

At je vztah mezi f a jeji Fourierovou fadou ja-

kykoli, plati ndsledujici rovnost

kde ay,, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

12



Opét plati paralela s normovanym vektorovym

prostorem. Je to obdoba vatahu pro normu vek-
toru v euklidovském prostoru.

| Je to prosté Pythagorova véta. Kdo nevéii? I

Koukdm, Ze je to navic stroj na scitdni (nékte-

rych) fad. Alespon néjaka radost ...

Diikaz. Dikaz bude proveden jen pro stejnomérnou konvergenci Fourierovy fady k f.

Pak 1ze zaménit poradi souctu a integralu:

/: f@) f(z)dx = / f(x)(ai) + i(an cos(nx) + by, sin(nz))) dx

n 2 -

1
f: (an K 7; f(@)cos(nz) dx + K 7; f(z) sin(nz) dx)

n=1

w\o@

[ @) dx +

N

™
a oo
2 2
= + Z(an +by,) -
n=1

|

13



Dusledkem Parsevalovy rovnosti je jeji zobec-
néni:

VETA. (Parseval) Necht' f, ¢ jsou definované na (0,27) a fjﬁ f?(x)dx, /jﬂ g% () dx konverguji. Pak

+ Z (anal, +bpbl,),

n=1

a006
2

% /; f(x)g(z)dx =

kde ap, by, (nebo al,, b)) jsou Fourierovy koeficienty funkce f (resp. g).
Dukaz. Parsevalova rovnost pro f + g ddva

1

L = g as = OB S k4 a0,
- n=1

Zobecnénd Parsevalova rovnost nyni plyne ze vzorce (a+b)% — (a — b)? = 4ab odeétenim uvedenych dvou
Parsevalovych rovnosti. <

Pozndmky 2:
Konvergence.

| Vét o konvergenci Fourierovych fad je mnoho. I

Je nutné se zminit, Ze existuje spojitd funkce s periodou 27, jejiz Fourierova fada nekonverguje v nekonecné
mnoha bodech na intervalu (—7, 7) — tyto body jsou navic husté rozloZeny v intervalu.

Dals{ hodné pouzivané tvrzeni o konvergenci je nasledujici: Je-li f po ddstech monotonni v (—m, ) a md
tam jen konecné mnoho bodii nespojitosti, konverguje jeji Fourierova rada k funkci f.

vvvvvv

Nékterd tvrzeni ddvaji podminky pro konvergenci v jednom zadaném bodé.

Aproximace funkci.

Vv,

Lemma o konvergenci Fourierovych koeficientl k O plati pro obecnéjsi funkce nez po ¢éstech hladké.

14



Musi se predpoklddat, Za | f| je integrovatelnd Pak staci, kdyZ existuje po ¢dstech hladkd funkce g na [—r, 7]
tak, ze ["_|f(z) — g(x)| dx < e, pro dané kladné . Plati

‘ /a.b f(z) sin(nx) dx‘

IA

'/;\ () — g(x |dx+(/ ) sin(nz) dx

IA

€+ ‘ / ) sin(na) dx)

Tim se prevede problém na po ¢4stech hladké funkce.
Lemma vyplyvd i z tzv. Besselovy nerovnosti

1 2 W@ =, 2 g2
| f (z)dx > ?+Z(an+bn)a
n=1

ktera se dd dokdzat minimalizaci integralu Ctverce rozdilu f a trigonometrickych polynomd (anebo vyplyne
snadno z obecné teorie v HilbertOV}’Ich prostorech)

pripad.

Parsevalova rovnost je totiz ekvivalentni tzv. Uplnosti trigonometrického systému, coZ napt. znamend (je
vice ekvivalentnich formulaci), Ze kazda spojita funkce f lze aproximovat trigonometrickymi polynomy 7’
v tom smyslu, Ze /fﬂ(f — T)? je libovoln& maly pro vhodna 7.

Diikaz uplnosti neni jednoduchy.

Parsevalova rovnost funguje jako Pythagorova

véta. Pomoci ni se pocitd napriklad v kvadru zyz

télesovd thlopiicka u? = 22 + y2 + 22.

To jde pokud mame opravdu tfi kolmé sméry x, y
a z. Pokud by jeden smér chybél, byla by z toho
Pythagorova nerovnost u? > 2+ y2.

A to je ta "Gplnost". Trigonometrickym polyno-
mim nic "nechybi". Pokud bychom ten systém
zmenS$ili (napfiklad vyhodili kvili povércivosti
sin(13z)), neplatila by Parsevalova rovnost.

15



J6, takovy uplny ortogondlni systém, ten se dd
vyvazovat zlatem.

Konec poznamek 2.

Piiklady 2:
1. Nakreslete, k ¢emu konverguji Fourierovy fady z pfedchozich Prikladii.

2. Dosazenim vhodnych ¢isel za « do predchozich Fourierovych fad sectéte rizné Ciselné fady, napf.

w_i(—l)” 71'2_% 1 ™ 1
4 “~om+1’8 (2n+1)27 6 4= n2’
n=0 n=0 n=1

To je nékdy jako hleddni jehly v kupce sena. Piste

si spoctené Fourierovy fady na zed’ a budete radi,
7e je tam mate.

3. Pii pouziti Parsevalovy rovnosti pro soucet Ciselnych fad neni tfeba ovérovat zadné podminky konver-
gence.

PouZijte napt. Parsevalovu rovnost pro funkci |x| a dostanete soucet > m.

Vyzkousejte i pro dalsi Fourierovy fady z minulych priklada.

Dosazenim vhodnych hodnot do Parsevalovy rovnosti dostanete soucty riiznych ¢iselnych rad.
Zkuste napf. se&ist Y00, 1/n.

4. Ukazte, Ze

T—2 = sin(nz)
5 = Z - na [0, 27) .

n=1

KdyzZ se ale zadaii, mate Parsevalovu rovnost a
tak, je to PARADA.

16



Konec piikladu 2.

Otazky 2:

1. Ukazte, Ze trigonometrickd fada ag/2 + >, ; (an cos(nz) + by, sin(nz)) konverguje absolutné a stej-
nomérné pokud >~ (|an| + |by|) konverguje.
2. Ukazte, Ze pro spojitou a po Castech hladkou funkci f konverguje fada >~ ° | (|an| + |bnl), kde ay, by
jsou Fourierovy koeficienty funkce f. (Dlkaz je snadny pfi pouziti integrace Fourierovy fady z dalsi Casti
textu.)
3. Dosazenim definic Fourierovych koeficientti do k-tého ¢astecného souctu Fourierovy fady dostanete
(overte)

! /.7T () <% + cos(t — ) + cos(2(t — x)) + ... + cos(k(t — 1))) dt.

T™J—7
Soucet kosind se rovna
sin (k + %)(/ —x)
2sin(t — x)/2

(dokazte tuto rovnost napi. pomoci vzorce 2 cos(ny) sin(y/2) = sin(n + 1/2)y — sin(n — 1/2)y.)

¥

Po malé upravé dostavate tzv. Dirichletovu rovnost pouzitou v dikazu véty o konvergenci, totiz ze k-ty
Castecny soucet Fourierovy fady funkce f se rovna

L i,

sint/2

Nebo by to opét §lo pouZitim cosz = (em +

e ) /2 asinx = (e — e7)/2i

Mezi ndmi, dokdzat to jde jako po masle. Kdo na

to vSak mohl pfijit, to nevim.

| Odhaduji to na kouzelnika prvni kategorie. I
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3. Necht’ a je redlné necelé ¢islo. Ukazte, Ze Fourierova fada funkce cos(ax) na intervalu (—, ) je rovna

sin(ra . (—1)"2asin(ra) <= cos(nz)

m™a 7(' (12 — TL2 ’
n=1

Dosazenim x = 0 dostanete rovnost

s 1 i( 1yn 2a
sinTta  a n2 —a?’
n=1

Dosazenim do vyjddfeni funkce I'(2)I'(1 — x) se ziskd dulezity vzorec

I(z)(1 —2) = —

sin(mx)

Kdy? to budu umét, budu si fikat Saman.

Konec otazek 2.

DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD

Yy

Integrace Fourierovych fad je jednodussi nez de-
rivace a ddava zajimavy vysledek, bez ohledu na
to, zda Fourierova fada k dané funkci konverguje
nebo nikoli.

VETA. Necht A+ 370 (an cos(nz) + by sin(nz)) je Fourierova fada funkce f na [—m, 7], pro kterou
konverguje ["_|f(x)| dx.

Pak pro libovolny interval (a,b) C [0, 27] plati

b ) o0 b
flx)dx = / (f)() dx + Z (/ (an cos(nz) + by sin(nz)) dx,
Ja C =

Ja n=1"* a

a uvedend fada integralt konverguje stejnomérné.
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UkdaZeme, Ze funkci lze "rozebrat na castecky",
ty zintegrovat (najit jejich primitivni funkce) a po
jejich sloZeni ziskat integrdl pivodni funkce.

Diikaz. Funkce f md (zobecnénou) primitivni funkci F(x) = [ f(x) dx, kterd je spojitd a po Eastech
hladka.

Funkce F'(z) — agx/2 mé navic periodu 27 (ovéite). Podle véty o konvergenci konverguje Fourierova fada
funkce F'(z) — apz/2 stejnomémé k F'(z) — agz/2.

Oznadi-li se piislusné Fourierovy koeficienty funkce F'(x) — agx/2 po fadé A, By, pak snadny vypocet
dipron >0

b
Ap=-2 B,=2,

n n

Odtud vyplyva
xr aO 0 x
F(z) = / —dx + Z / (an cos(nz) + by sin(nzx)) dx,
0o 2 0
n=1

coz dava tvrzeni véty. <&

Uvedené vyjadfeni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud ag # 0:

| Néco ndm tam nehraje, co ... I

Fla) = aor i ap sin(nz) — by (cos(nz) — 1) .

2 n

n=1

Aby se dostala Fourierova fada, musi se funkce x nahradit jeji Fourierovou fadou (viz Piiklady).

Pokud se zvoli periodické rozsifeni funkce x z [—, 7) a dosadi se do predchoziho vzorce, dostane se (fady
konverguji absolutné a lze je tedy vhodné prehazovat)

Flz) = Z b/ + Z —bn cos(nx) + (ann— (—1)"ag) sin(nzx) '
n=1 n=1

Disledkem rovnosti je absolutni konvergence fady Y% ; by /n, jakmile konverguje [™ | f(z)| dx.

Derivace Fourierovy fady nemusi byt Fourierovou fadou zadné funkce (viz Priklady).
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Fourierovy koeficienty funkce f’ lze ale snadno
odvodit z Fourierovych koeficientt funkce f po-

s ¥z

uzitim predchozi ¢asti o integraci.

VETA. Necht f je po Castech hladkd funkce na [—m, 7|, jejiz derivace je absolutné integrovatelnd a
an, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Pak Fourierovy koeficienty al,, b, funkce f’ se daji vyjadfit
ndsledovné:

1 ,
ay = —f(27) = f(0), an=(—1)"ay+nb,, b, =—nay.
T

DUSLEDEK. Necht f je spojitd funkce s periodou 27, po ¢astech hladkd, jejiz derivace je absolutné
integrovatelna. Pak Fourierova fada pro f’ se ziska z Fourierovy fady pro f derivaci ¢len po ¢lenu a je
rovna

Z n(by, cos(nz) — ap sin(nx)) .
n=1

Pozndmky 3:
.y T 22 . . . “ “ . v v “ .. .

Jfastvhze | —r f konverguje, d4 se Fourierova fada vZdycky integrovat ¢len po ¢lenu a souctem je integrél z
f pres stejny interval.
Toto tvrzeni davé velkou tfidu fad, které nekonverguji stejnomérné a presto se daji integrovat ¢len po Clenu.
Za predpokladil prvni véty se da Fourierova fada derivovat Clen po Clenu, i kdyz pfislusnd Fourierova fada
derivace nekonverguje stejnomérné.
ODb¢ véty o integrovani a derivovani se hodi v ptipadé, kdy funkce f zndma nenti, ale je zndma jeji Fourierova
fada.

Uvédomte si, Ze se dostanou jiné vzorce pro integraci a derivaci Fourierovy fady, vezme-li se interval [0, 2]
misto [—, 7.

Proc¢? Pozor na to!!!

Neékdy je slozité urcit koeficient A u primitivn{ funkce k Fourierové fadé pomoci integrace funkce (ta tfeba
neni zndma) nebo jako soucet nekonecné fady. Pak 1ze napsat primitivni funkci s obecnou konstantou C' a
vhodnym dosazenim nebo limitou ji urcit (viz Priklady).
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| Zde se vyplati premyslet. I

Konec poznamek 3.

Priklady 3:
1. Pouzijte véty o integraci a derivaci Fourierovych fad na rozvoj funkce ||.
2. Vezméte Fourierovu fadu pro 22 na [—7, 7] a ¢len po Elenu ji zintegrujte (jako neurCity integral).
Dostanete 22 /2 = 73 /3 — 4(sinz — sin(2z) /23 + sin(3z)/3% — ...) + C.

Dosazenim = = 0 dostanete hodnotu konstanty.

| A7 na konstantu. I

| A ted’ tajny trik: I

—1)"nsi P
(EN"nsinme) pesngmé funkee f.

n2—1
Derivovéanim ovéite, Ze f vyhovuje diferencidlni rovnici f” + f = — sin .
Vyfeste ji a uréete neurdité konstanty pomoci vhodnych hodnot f a f’. [f(x) = sinz/4 + x cos x/2]

3*. Méte Fourierovu fadu ) 2
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Konec ptikladd 3.

Otazky 3:

1. Ukazte, Ze fada Y~ , sin(nx)/logn konverguje na R, ale neni Fourierovou fadou zddné absolutné
integrovatelné funkce. (Pouzijte toho, Ze pro Fourierovy fady konverguje > by, /n.)

2. Ukazte, Ze derivace Fourierovy fady funkce = na [—, 7] nekonverguje v Zddném bodg.

Jaky predpoklad véty o derivaci Fourierovych fad neni splnén?

3. Dokate, Ze koeficient a}, z véty o derivovani Fourierovych fad se d4 vyjadiit limitou limy, ((—1)"*t1nb,,).
0 y y Y]

Vv

(Tato limita miZze byt nékdy jednodussi na vypocet nez uvedeny rozdil limit funkce f v krajnich bodech,

zvlasté, pokud f neni zndma.)

4. Zformulujte ob& véty pro integrovédni a derivovani Fourierovych fad na intervalu [0, 27] misto [—, 7].
" 4. Dokazte, Ze ma-li funkce f spojitou k-tou derivaci absolutné integrovatelnou a a,,, by, jsou Fourierovy

koeficienty funkce f, pak

lim nkan =0, lim nkan =0.
n n

Konec otazek 3.

Cviceni 3: Pfiklad. Najdéte rozvoj funkce z — 23

a integrace Fourierovych fad.

Reseni. JiZ mame spocteno, Ze

3 na intervalu (—7, 7). VyuZijte znalost rozvoje x — xax +—

2

1 = (=)n
22 = §7T2 +4 Z 3 COSNT.
n=1
Integrujme nyni tuto fadu [ dt.
Potom N
1 1 X (1)
—ad - Snlr =4 ( 3) sinnx.
3 n
n=1
Ted” pouZijeme rozvoj
+oo n—1
(—
T =2 Z sinnx.

Z predchozich rovnosti jiz snadno dostaneme

+o0 —16_2
Z —1)n=t2
IL'S (( )n :

n=1

Tato fada konverguje bodové na (—m, 7).

22
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Konec cviceni 3.

Uceni 3:

3

Pro¢ fada funkce x +— z° na intervalu (—m, )

konverguje bodové a nekonverguje stejnomérné?
Vzdyt fada mize konvergovat stejnomérné na
[—7, 7], to jsem jiZ zaZil.

A kdo vSechno ma spojitou limitu? TO se nemusi
vzdy podafit. U bodt nespojitosti je takovy hezky
rozkmit. To se musi vidét!

Konec uceni 3.

PERIODY JINE DELKY NEZ 27

Predchozi uvahy se snadno pienesou na periodické funkce s periodou 2.
Misto funkci cos(na), sin(na) stadf vzit funkce cos(mna /1), sin(rnz /1), které maji periodu 21.

Fourierovy koeficienty jsou pak definovany jako

1
I

1/ ! .
ay = 7/4 f(z)cos(mnx/l)dx, by = Llf(x) sin(mnz/l) dx.

Fourierova fada funkce f je fada

C%O + nio:l (an cos(mnz/l) + by sin(wnx/l)) .

s ¥z

Piislusna teorie a tvrzeni z predchozi ¢asti se jen

formalné upravi.
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| IMHO je to limonadka. I
Ptiklady 4:

1. Napiste Fourierovu fadu pro nasledujici funkci s periodou 6:

0, pro0<x<2;
fley=4¢ 1, pro2<z <4
0, prod <z <6.

2. Napiste Fourierovu fadu funkce 2 na intervalu [—2, 2] a urCete jeji soucet.
Konec piikladu 4.

Otazky 4:

1. Zformulujte prislusné véty o konvergenci Fourierovych tad s periodou 21.
2. Zformulujte piislusné véty o integraci a derivaci Fourierovych fad s s periodou 2.

3. Jak se zméni formulace, budete-li brat misto intervalu [—1, ] interval [0, 2{]?
Konec otézek 4.

Cviceni 4: Pfiklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci

f(z) =xcosx LE(

7r7r>
272/

Dale vySetiete konvergenci této fady.
Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze perioda je pouze 7 a budeme proto hledat rozvoj pomoci funkci

1, cos2nx, sin2nax.

Vidime, Ze jde o lichou funkci, takZe koeficienty

Qn, n € Ny
budou rovny nule.

Nyni pojd’me spocitat koeficienty b,,. Vyjdeme piimo z definice

s
2 (2 .
by, = — T cos x sin 2nx dx =
T )_

3
(nyni pouzijeme vzorce pro goniometrické funkce)
2 [2 . .
=— / z(sin(2n + 1)z + sin(2n — )z)dz = - -
-

XE

_(-1)"(=8n)

(4n2 —1)2
kde jsme pouzili pouze integraci per partes.
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Hledana Fourierova fada tedy bude

Ry n
-1 B
8 E (71)71 mbln2nl’.

n=1
Podle véty o konvergentni majoranté (najdete néjakou?) dostdvame stejnomérnou konvergenci na celé re-
alné piimce.
Konec cviceni 4.

* FOURIERUV INTEGRAL

Ted” do toho vneseme porddné jasno svitem z
hvézd.

Daji se rozvinout ve vhodné fady Fourierova typu i funkce neperiodické, aniz by se upravovaly?

Ukazuje se, Ze jsou dvé zdkladni moznosti. Bud’ lze pouzit jinou soustavu funkci neZ trigonometrické
funkce (o tom je zminka v Pozndmkdch nebo se misto fad pouZije integral.

ProtozZe tento druhy zpisob se bude hodit v pozdéjsich kapitoldach, bude nyni vyloZen.

Fourierova fada dané funkce je rozloZeni funkce
do jejich vnitinich frekvenci.

Pouzivame ptitom frekvence 1, 2, 3 a podobné.
Co kdyZ ale m4 funkce iraciondlni frekvence?
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Z4dny problém. RozloZime ji do spojitého spek-
tre vlastnich frekvenci. A je to. Bude se misto
rady psat integralem.

Jiz vidim rozzarena ocicka ;-)

V této Casti je f funkce definovand na R, je po Castech hladka a fR | | konverguje. (Pojem po Cdstech
hladkd funkce bude nyni interpretovan tak, Ze je to funkce po ¢éstech hladka (v diive definovaném smyslu)
v kazdém omezeném intervalu.)

Pripomeiite si, Ze [ je funkce definovand rovnosti f(z) = (f(z—) + f(z4))/2.

Pro kazdé k € Nlze f vyjadfit pomoci Fourierovy fady na intervalu [—k, k] (za Fourierovy koeficienty jsou
tu dosazeny jejich vyjadieni pomoci definice):

k
flz) = %/_kf(t) dt +
0 1 k ) K | |
+nz::1 (% /—k f (@) cos(mnt/k) cos(mnx/k) dt + Z /—k f @) sin(mnt/k) sin(rnz/k) dt)
1 k > 1 k . |
= 3 /Jc f(t) dt + nz::l z /—k f(t)(COS(ﬂ'TLt/k’) cos(mnx/k) + sin(wnt/k) sm(mwc/k)) dt

k - k ™
- i/_kf(t) dt+nz:1]1€/_kf(t)cos(k(x—t)) dt.

Uvedend rovnost plati na libovolné velkych intervalech [—k, k] a lze se pokusit pravou stranu zlimitit pro
k — oo.

Z predpokladu konecnosti integrdlu [ f vyplyvd, Ze limy, ﬁ ffk f(t) dt =0.

Limita zbyvajictho vyrazu se odhadne timto zput-
sobem:
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Polozi se g(u) = ffk f(t) cos(u(z —t)) dt; potom je zbyvajici vyraz roven
1 i T (mr)
- 29\ 7 )>
et AN
coZ pfipomind Riemannovy soucty funkce g a dé se tedy oCekdvat, Ze jejich limita bude rovna (1/m) [ g(u) du.

To se dd opravdu dokézat: pro € > 0 se najde ng tak, Ze pro n > ng je rozdil mezi uvedenym integrdlem a
predchozim souctem roven nejvyse €.

| Uvedeny postup tedy davd ndsledujici tvrzeni: I

VETA. Necht f je po Castech hladkd na R a /— | | konverguje. Potom plati rovnost

?(1) = % /()X /jL ft)cos(u(z —t)) dt du.

Integral na pravé strané se nazyva Fouriertiv integrdl funkce f.

JestliZe se cos(u(x — t)) rozepiSe pomoci souctového vzorce, dostane se obdoba Fourierovych fad:

VETA. Necht' f je po &astech hladkina R a Jz | f| konverguje. Potom

f(z) = /(J%(~l(u) cos(uz) + B(u) sin(uz)) du

kde

Alu) = — /X f(t)cos(uz)dx, B(u)= B /X f(t) sin(uz) dx.
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Ani nevim, jestli mam radsi fady nebo integraly.

AZ to zjistim, to bude veselo.

| Rozsvitime si na to. I
Pozndmky 5:

Tyto zavérecné poznamky budou vénovany jinym ortogondlnim systémuim.
Ortogonalita posloupnosti {gy } funkei na intervalu I znamend, Ze [; gngm = 0 pron # maje [; gngm
roven néjakému nenulovému cislu p,, pro n = m.

Pak 1ze definovat Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému { g, } jako
1
cn = — [ f(@)gn(z)dx.
Pn Jr

Fourierova fada je potom fada ), cngn(x).

Vhodnymi funkcemi pro takové systémy jsou jisté polynomy.
Jak najit ortogondlni systémy sloZzené z polynoma?
Cestu ukazuje tzv. Gramova-Schmidtova ortogonalizace.

271,3

Vezmou se funkce 1, z, x , ..., napr. na intervalu (—1,1). Prvni funkce g1 = 1 se nechd beze zmény.
Pak se hledd linedrni kombinace g; a druhé funkce, tedy x, kolmé ke g1: 0 = fil (I(c1.142z)dx =2¢1 40
atedy ¢; = 0. PoloZi se ga(z) = x. Podobné déle: linedrni kombinace g1, go, 22 musi byt kolma na funkce
1,2:0 = fil(cl + cox + x2) dx,0 = 'Lll(clm + co? + 23) dx, coz davad ¢; = —1/3, o = 0. Atd.

Dostane se ortogondlni posloupnost

—1+4 322 523 — 3z 352% — 3022 + 3

1,2, , ,
Ty T 8

(-1,1) (1,1

L, ——

Ly, =——

><|
/

KX =
NN o

(-1-1) (1,-1)
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To jsou tzv. Legendreovy polynomy.

Legendreovy polynomy vypadaji hezky.

Daji se popsat i mnoha jinymi zptisoby, napf. rekurentnim vzorcem, nebo jako derivace jisté funkce, jako
feseni diferencidlni rovnice. Pomoci Legendreovych polynomt se daji rozvinout v fady funkce na intervalu
(-1,1).

Na neomezenych intervalech nemohou byt polynomy na sebe kolmé (kromé trividlnich nezajimavych pii-
padu).

Proto se k nim pfidava tzv. vdha.

Napf. na intervalu (0, o) je vahou funkce e ~* a tedy kolmost funkei g, h znamend, Ze [ e~ *g(z)h(x) dx =
0.

Vaha se musi pouzit i pfi definici Fourierovych koeficientd. Vyse uvedenou Gramovou-Schmidtovou orto-
gonalizaci se dostanou tzv. Laguerrovy polynomy:

1,1—z,2% —de+2,—2% + 922 — 182 + 6, ...

X

. . 2 .
Na intervalu (—o0, 00) se bere vdha e =" . Dostanou se tzv. Hermiteovy polynomy:

1,22, 42% — 2,823 — 12z, ...

Vsimtéte si, Ze pro vSechny typy ortogondlnich
systému jsou nerozliSitelné funkce liSici na ko-
ne¢né mnoziné bodd. (Jejich f je stejnd, pokud
jsou tyto po castech hladké a f je definovana.)

Pfi pouZiti obecné€jSitho Lebesgueva integralu,
miZeme fict, Ze jsou nerozliSitelné vSechny
funkce li$ici se na "mnoziné miry nula".

Konec pozndmek 5.

Priklady 5:
1. Napiste Fourierv integral ve tvaru uvedeném v posledni vét€ pro funkci s hodnotami 1 na intervalu
[—a, a] a 0 jinde. Do vysledku dosad’te = = 0.

2. Napiste Fouriertv integrdl ve tvaru uvedeném v posledni vété pro funkci e—alzl proa > 0.

3. Vypoctéte prvnich 5 koeficientti Fourierovy fady vzhledem k Legendreovym polynomim pro funkci
rovinou O na (—1,0] a 1 na (0,1).

Konec prikladu 5.
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Otazky 5:

1. Obdobnym zptsobem jako u Fourierovych fad dokazte Parsevalovu rovnost pro Fouriertiv integral (pro
absolutné integrovatelné funkce):

1 /oc fg(:r,) dx = /OC(AQ(”’) +B2<Il,)) du.

T J—c0 J0

2. Uved’te tvary Fourierova integralu pro liché nebo sudé funkce.

| STANDARDY z kapitoly |
| FOURIEROVY RADY |

Konec otazek 5.

V podstaté rozepiSeme funkci jako prvek pro-
storu funkci pomoci soufadnic 1, sinx, coszx,

sin(2z), cos(2z), sin(3z), cos(3x), ...s vhod-
nymi koeficienty.

cos 2x
sin 2x

cos x sin (nx)

cos (nx)
sin x

DEFINICE. Funkce Zﬁ:o(an cos(nx) + by, sin(nz)) se nazyva trigonometricky polynom.

Rada "9 (ay, cos(nz) + by sin(nz)) se nazyvd trigonometrickd fada.

Koeficienty ay,, by, i proménnd x 1ze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlnd Cisla.

Ukolem této kapitoly je aproximovat funkce tri-
gonometrickymi polynomy.

Pro vypocet koeficientd ay,, by, se vyuZije tzv. ortogonality funkei sin(na), cos(nx):
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VETA. Plati nésledujici rovnosti:

/ sin(nz) cos(kx) dx = 0 pro libovolnd n, k = 0, 1,2, ...

. pron =k € N.
- 0, pron #k;
/ cos(nx)cos(kxr)dx =< m, pron=keN;
Jw 2m, pron==k=0.

Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) = Y oo (an cos(nx) + by sin(nz)).
Obé strany rovnosti se vyndsobi sin(kx) (nebo cos(kx)) a zintegruji se.
Pokud fada konverguje stejnomérné, 1ze prehodit integral a soucet a pouZit orthogonalitu:

s 0 ™
/ f(z)sin(kz)dx = Z / (an cos(nx) + by sin(nz))sinkx dx = wb,, k=1,2,..
- n=0"""

mag, prok # 0;

™ © ™
Lw f(z) cos(kx)dx = Z%/W(an cos(nx) + by, sin(nz) cos kx dx = { 2rag, prok = 0.
n—

Funkce na [—, 7] se nazyva po Castech hladkd, jestlize existuje rozdéleni —m = pg < p1 < ... <pp =7
takové, Ze f md na kazdém intervalu [p;_1, p;] spojitou derivaci.

Periodickd funkce f s periodou 27 se nazyvé po Castech hladkd, jestlize zdZeni f na [—, 7] (nebo jiny
uzavieny interval délky 27) je po ¢astech hladké.

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na (—m, 7).
Cisla
1 s
ap = — / f(z) cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T J—m

1 s
by = — f(x)sin(nz)dxpron = 1,2, ...
T J—m

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Rada
@
3 + Z (an cos(nx) + by sin(nx))

n=1

se nazyva Fourierova fada funkce f.

Fourierova tada existuje pro po ¢astech hladké funkce.

Priklad. Najdéte Fourierovu fadu funkce
-1, proz € (—m,0);
fl&)=¢ 0, proxz=0azxz=m;
1, prox € (0,7).

dodefinované periodicky na R.
Priklad. Najdéte Fourierovy fady nasledujicich funkci dodefinovanych periodicky na R:

xna|—m,m), xnal0,2r), |z|na[—-m,7), |sinz|na[-m, 7).
Piiklad. Najdéte Fourierovu sinovou i kosinovou fadu funkci

sinzna[0,7), znal0,m).
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Priklad. Je-li f lich4, jsou vSechny koeficienty a,, rovny 0 a Fourierova fada bude sloZena jen z funkcf sinus.

Priklad. Je-li f sud4, jsou vSechny koeficienty b, rovny 0 a Fourierova fada bude sloZena jen z funkci
kosinus.

KONVERGENCE FOURIEROVY RADY
LEMMA. Necht f je po ¢dstech hladkd v [—, 7]. Pak Fourierovy koeficienty funkce f konverguji k 0.
Diikaz. Integral pies [0, 27] je souctem kone¢né mnoha integrald pfes mensi uzaviené intervaly, kde f je
spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych intervald.

Stali ukdzat, Ze | : f(x) cos(nx) dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty ay, je obdobny).
Posledni integral se zintegruje po Castech:

b
/f(x)sin(m;)dx:—l[f( ) cos(nz)]® /f ) cosnx dx.

n

Z piedpokladi o funkci f nyni vyplyvd, Ze | [ f f(z)sin(nx) dx| < K/n pro n&akou konstantu K, coZ
dokazuje tvrzeni. &

V nasledujicim textu se bude kvuli stru¢néj$im zdpisim znacit

o~

flay) = lim f(z), fla—)= lim f(z) (m)=%(f(1?+)+f(1?—))-

Zﬂ—)(l+ Tr—a_

ProtoZe f je bud’ periodickéd nebo se periodicky dodefinovévd, znamend f(—m_) totéZ co f(m_), apod.
fl=my) = f(7q).

Pro po ¢éstech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech spojitosti f.

0 ‘21‘[
VETA. Necht' f je po Castech hladkd na [—r, 7). Pak jeji Fourierova fada konverguje k funkci jA“V kazdém
bodé p € [—m, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

Konvergence je stejnomérnd na intervalu lezicim uvniti intervalu, kde ma f spojitou derivaci.

VETA. (Parseval) Necht' f je definovand na [—m, 7] a = f?(x) dx konverguje. Pak

. 2 o0
/ 7 dx——)( Z a2 +b2),

kde ay,, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

Je to prosté Pythagorova véta. I
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VETA. Je-li f po ¢astech monoténni v (—7, 7r) a mé tam jen kone¢né mnoho bodt nespojitosti, konverguje
jeji Fourierova rada k funkci f.

| Super véta. I

DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD

VETA. Necht A+ >0 1 (an cos(nx) + by sin(nx)) je Fourierova fada funkce f na [—m, 7], pro kterou

- n=1
konverguje [ |f(z)|dx.

Pak pro libovolny interval (a,b) C [0, 27] plati

x)dx = —dx +
'af(l)(x '/H 5 dx E (

b
/ (an cos(nx) + by sin(nz)) dx,
n=1"

a

a uvedend rada integralti konverguje stejnomérné.

Uvedené vyjadfeni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud ag # 0:

Néco ndm tam nehraje, prekazi to x: I

F(z) = % " i ap sin(nz) — b;;(cos(n:c) —1) .

n=1

Aby se dostala Fourierova fada, musi se funkce x nahradit jeji Fourierovou fadou.

3 2

Priklad. Najdéte rozvoj funkce x — z° na intervalu (—, 7). VyuZijte znalost rozvoje z — x a x — x“ a

integrace Fourierovych fad.

Reseni. JiZ mame spocteno, Ze

1 = (-1)"
3:2:5%2—1—41;1 ) COSNT.

Integrujme nynf tuto fadu [ dt.
Potom

n3

w

+oo
1 1 —-1)"
—ad - Splr =4 E (=1) sinnx.
3 n=1
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Ted’ pouZijeme rozvoj

+oo (_1)n—1
T =2 Z —————sinnx.
n=1 n

Z predchozich rovnosti jiZ snadno dostaneme

T ] (L

3
n n
n=1

Tato fada konverguje bodové na (—m, ).
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