FOURIEROVY RADY

Funkce exp ma zndmy zapis
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pro néjaké c mezi 0 a z.

Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vZdy je moZzné je pouZit anebo ne vzdy maji
potiebné vlastnosti.

Navic se dobfe aproximovaly jen funkce, majici vSechny derivace.

Dalsi funkce, které se ukazaly velmi vhodné pro aproximace jsou funkce sinus a kosinus. Pomoci nich 1ze
aproximovat i nespojité funkce.

Navic jsou tyto funkce vhodné pro modelovéani periodickych déji a neni tu pozadavek, aby aproximované
funkce mély derivace vSech fada.

ProtozZe sinus je lichd a kosinus sudé funkce, musi se pro aproximaci pouZit obé funkce soucasne.

Je také zndmo, Ze mocniny obou funkci se daji vZdy vyjdd¥it pomoci linedrnich kombinaci funkei sin(kx), cos(kx).
Napt. sin? z = 1/2 — (1/2) cos(2z), cos® x = (3/4) cos z + (1/4) cos(3x).

PouZivani funkei sin(kx), cos(kx) je vhodn&jsi nez pouZzivani funkci sin
obecnou teorifi, kterd je vSak nad ramec tohoto textu.

k 2, cos® 2. Divody jsou podloZené i

DEFINICE. Funkce Zﬁ:o(an cos(nx) + by, sin(nx)) se nazyvd trigonometricky polynom.
Rada "% (ay, cos(nx) + by, sin(nz)) se nazyvd trigonometrickd fada.

s v

Koeficienty ay,, by, i proménnd x 1ze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlnd Cisla.

ProtoZe trigonometricky polynom ma periodu 27, neni moZné bez tpravy aproximovat funkce, které nemaji
tuto periodu.

Pro funkce s periodou 27 je jedno na jakém intervalu délky 27 se funkce zkoumd. V dal§im textu je bran
interval [—m, 7], ktery je symetricky kolem 0. Casto se bere interval [0, 27].

Pro vypocet koeficientd ay,, by, se vyuZije tzv. ortogonality funkci sin(nx), cos(nx):

VETA. Plati nésledujici rovnosti:

/ sin(nx) cos(kz) dx = 0 pro libovolnd n, k =0, 1,2, ...
T [0, pron#k;
'/7ﬁ sin(nx) sin(kx) dx = { r pron=keN.
- 0, pron#k
/ cos(nzx)cos(kx)dx =< m, pron=~keN;

™ 2w, pron=Fk=0.

Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) = Y oo (an cos(nx) + by sin(nz)).
Obé strany rovnosti se vyndsobi sin(kz) (nebo cos(kx)) a zintegruji se.

Pokud fada konverguje stejnomérné, 1ze prehodit integral a soucet a pouZit orthogonalitu:

T 0 T
/ f(x)sin(kz) dx = Z / (an cos(nx) + by sin(nz))sinkzdx = wby,, k=1,2,...
- n=0"""



g = [T . may, prok # 0;
- f(x) cos(kx)dx = z%) 77T(an cos(nx) + by sin(nx) cos kx dx = 2rag, prok = 0.
n—

Uvedené integraly obecné nemusi existovat. Budou existovat pro spojité omezené funkce.

Pro pouziti Fourierovych fad je vSak tfeba pracovat i s nespojitymi funkcemi. Obecna teorie pripousti znacné
nespojitosti, tento text se omezi na jednodussi funkce, pro které staci zobecnény Newtoniv integrdl a znalosti
dosud probrané.

Funkce na [—7, 7] se nazyvé po Castech hladkd, jestliZe existuje rozdéleni —m = pg < p1 < ... < pp = 7
takové, Ze f md na kazdém intervalu [p;_1, p;] spojitou derivaci.

Periodickd funkce f s periodou 27 se nazyva po Castech hladkd, jestlize ziZeni f na [—m, 7] (nebo jiny uza-
vieny interval délky 2m) je po ¢astech hladké.

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na (—m, 7).
Cisla
1 s
ap = — / f(z)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T J—m

1 ™
by = — f(z)sin(nz)dx pron = 1,2, ...
T™J—nx

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Rada

[ee]

a :

?0 + E l(an cos(nx) + by, sin(nz))
n—=

se nazyva Fourierova fada funkce f.

Fourierova fada existuje pro po ¢astech hladké funkce.

POZOROVANI. Jsou-li ay,, by, (nebo a,, bl,) Fourierovy koeficienty funkce f (resp. g), pak aan,+3al,, aby,+ 30,
jsou Fourierovy koeficienty funkce af + Sg.

Poznamky 1  Piiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1
Uceni 1

KONVERGENCE FOURIEROVY RADY

Pro aplikace nen{ ani tak dilezitd samotnd konvergence Fourierovy fady, jako jeji konvergence k pvodni
funkci.

Je to problém obtiZny, ale ddleZity. Pro tento text sta¢i uvést jednodussi vysledky.
LEMMA. Necht f je po éstech hladka v [—m, 7]. Pak Fourierovy koeficienty funkce f konverguji k 0.

Mevs

flas)= Jim f), fla)= lm f(@) Flo)= (i) + fe)).

$4%a+ Tr—a_



ProtoZze f je bud’ periodickd nebo se periodicky dodefinovdvd, znamend f(—m_) totéZ co f(w—), apod.
fl=my) = f(mq).

Pro po ¢éstech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech spojitosti f.
VETA. Necht f je po Castech hladkd na [—r, ). Pak jeji Fourierova fada konverguje k funkci jA'v kazdém bodé
p € [-m, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

Konvergence je stejnomérna na intervalu leZicim uvnitf intervalu, kde ma f spojitou derivaci.

VETA. (Parseval) Necht' f je definovand na [—m, 7] a T f?(z) dx konverguje. Pak
l ‘ﬁ 2 Z

- f (z)dx = + Z (ln +b3) 5

"o n=1

kde a, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

VETA. (Parseval) Necht' f, g jsou definované na (0, 27) a T f?(x)dx, /T ¢ () dx konverguji. Pak
00

/
apa,
/ f dX = 2 0 + Z(nn(]{n + bn b;]) )

n=1

kde ay, by, (nebo al,, b’” ) jsou Fourierovy koeficienty funkce f (resp. g).

Pozndmky 2  Piiklady 2  Otdzky 2

DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD

VETA. Necht G+ 302 (an cos(nx) + by sin(na)) je Fourierova fada funkce f na [—, ], pro kterou kon-
verguje " | f(x )\ dx.
Pak pro libovolny interval (a, b) C [0, 27] plati

b
/ flx)dx = / 90 dx + Z / ay, cos(nz) + by sin(nx)) dx,
Ja Ja

n=1

a uvedend fada integralti konverguje stejnomérné.

Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(x) neni ov§em Fourierovou fadou pokud ag # 0:

F(z) = % n i ap sin(nz) — b:;(cos(nx) -1) .
n=1

Aby se dostala Fourierova fada, musi se funkce x nahradit jeji Fourierovou fadou (viz Priklady).

Pokud se zvoli periodické rozsiteni funkce = z [—m, 7) a dosadi se do pfedchoziho vzorce, dostane se (fady
konverguji absolutné a lze je tedy vhodné pirehazovat)

z) = Z b/ + Z —by, cos(nx) + (ann— (—1)™ag) sin(nx) .
n=1 =1



Diisledkem rovnosti je absolutni konvergence fady > by, /n, jakmile konverguje [" | f(z)| dx.

Derivace Fourierovy fady nemusi byt Fourierovou fadou zadné funkce (viz Priklady).
VETA. Necht' f je po Castech hladkd funkce na [—, 7], jejiZ derivace je absolutné integrovatelnd a ay,, by, jsou
Fourierovy koeficienty funkce f. Pak Fourierovy koeficienty al,, b}, funkce f’ se daji vyjadfit nasledovné:

1
ap = —f(2m) — £(0), an=(—1)"ay+nb,, b, =—nay.

"

DUSLEDEK. Necht' f je spojitd funkce s periodou 2w, po castech hladka, jejiz derivace je absolutné integrova-
telnd. Pak Fourierova fada pro f’ se ziskd z Fourierovy fady pro f derivaci ¢len po ¢lenu a je rovna

o0
Z (bp, cos(nx) — ap sin(nz)) .

Poznamky 3  Piiklady 3  Otazky 3

Cviceni 3
Uceni 3

PERIODY JINE DELKY NEZ 27

Predchozi ivahy se snadno prenesou na periodické funkce s periodou 21.
Misto funkci cos(nz), sin(nz) stali vzit funkce cos(mnx /1), sin(mnx /1), které maji periodu 2I.
Fourierovy koeficienty jsou pak definovany jako

1 1/ .
Gy, = T/—l f(z)cos(mna/l)dx, by = 7 /_lf(x) sin(mna /1) dx

Fourierova fada funkce f je fada
ao o
? i (an cos(mnz/l) + by bln(ﬂ'nx/l))

Piiklady 4  Otazky 4

Cviceni 4

* FOURIERUV INTEGRAL

Daji se rozvinout ve vhodné fady Fourierova typu i funkce neperiodické, aniZ by se upravovaly?

Ukazuje se, Ze jsou dvé zdkladni moznosti. Bud’ 1ze pouZit jinou soustavu funkci neZ trigonometrické funkce
(o tom je zminka v Pozndmkdch nebo se misto fad pouzije integral.

voews

ProtoZe tento druhy zpisob se bude hodit v pozdéjsich kapitolach, bude nyni vyloZen.

V této Casti je f funkce definovand na R, je po Céstech hladka a fR | | konverguje. (Pojem po &dstech hladkd
funkce bude nyni interpretovan tak, Ze je to funkce po Castech hladkd (v dfive definovaném smyslu) v kazdém
omezeném intervalu.)



Pripomeiite si, Ze [ je funkce definovand rovnosti f(z) = (f(z—) + f(z4))/2.

Pro kazdé k € N Ize f vyjadfit pomoci Fourierovy fady na intervalu [—k, k] (za Fourierovy koeficienty jsou tu
dosazeny jejich vyjddfeni pomoci definice):

N k
fa) = 5 [ soa
o (1 [* Lok .
+ Z (E /—k f(t) cos(mnt/k) cos(mnx/k) dt + z /—k (@) sin(mnt/k) sin(mnz/k) dt)

= / f() dt + Z / cos (mnt/k) cos(mnx/k) + sin(mnt/k) sm(7mx/k))

— /f dt+z /f cos ( (Jc—t))dt

Uvedend rovnost plati na libovolné velkych intervalech [—k, k] a 1ze se pokusit pravou stranu zlimitit pro
k — oo.

Z ptedpokladu konecnosti integrdlu [ f vyplyva, Ze limy, ﬁ ffk f(t) dt =0.
PoloZi se g(u f f(t) cos(u(z — t)) dt; potom je zbyvajici vyraz roven
1 oo
=2 o)
coz pfipomind Riemannovy soudty funkce g a dd se tedy oCekdvat, Ze jejich limita bude rovna (1/7) fooo g(u) du.
To se d4 opravdu dokdzat: pro € > 0 se najde ng tak, Ze pro n > ng je rozdil mezi uvedenym integrdlem a

predchozim souctem roven nejvyse e.

VETA. Necht' f je po &astech hladkd na R a [ | f] konverguje. Potom plati rovnost

/ / ) cos(u(x —t)) dt du.

Integral na pravé stran€ se nazyva Fouriertiv integrdl funkce f.

JestliZe se cos(u(x — t)) rozepiSe pomoci souctového vzorce, dostane se obdoba Fourierovych fad:

VETA. Necht f je po Castech hladkd na R a [, | f| konverguje. Potom

fx) / (A(u) cos(ux) + B(u) sin(uzx)) du
JO

kde

A(u) = B / f@t)cos(uz)dx, B(u)= é / f (@) sin(uz) dx.

e

K Fourierovému integralu se tento text opét vrati v kapitole o Fourierové transformaci.

Poznamky 5  Priklady 5  Otazky 5

| STANDARDY z kapitoly |
| FOURIEROVY RADY |




DEFINICE. Funkce Zﬁzo(an cos(nx) + by, sin(nz)) se nazyvd trigonometricky polynom.

Rada "% (ay, cos(nx) + by, sin(nz)) se nazyvd trigonometrickd fada.

Koeficienty ay,, b, i proménnd x 1ze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlnd Cisla.

Pro vypoc&et koeficientl ay,, by, se vyuZije tzv. ortogonality funkefi sin(nz), cos(nz):

VETA. Plati nésledujici rovnosti:

/ sin(nz) cos(kx) dx = 0 pro libovolnd n, k = 0, 1,2, ...
.\ |0, pron#k;
'/77 sin(nx) sin(kz) dx = { r. pron=keN.
- 0, pron # k;
/ cos(nx)cos(kzr)dx =< m, pron==FkecN;

@ 2m, pron==k=0.

Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) = Y oo (an cos(nx) + by sin(nz)).
Obe¢ strany rovnosti se vyndsobi sin(kz) (nebo cos(kz)) a zintegrujf se.

Pokud fada konverguje stejnomérné, 1ze prehodit integral a soucet a pouZit orthogonalitu:
s e T
f(x)sin(kz) dx = Z / (an cos(nx) + by sin(nz)) sinkrdx = wby,, k=1,2,...
- n=0"""T

7Tf( ) cos(kx) d *i ﬂ( cos(nz) + by sin(nz) coskz dx = { Ok’ pro k # 0;
. X X X = . . Qn nr n SIN(NT T dAX = 27Ta07 pro k o
n—=

Funkce na [—7, 7] se nazyvé po Castech hladka, jestliZe existuje rozdéleni —m = pg < p1 < ... < pp =7
takové, Ze f md na kazdém intervalu [p;_1, p;] spojitou derivaci.

Periodickd funkce f s periodou 27 se nazyva po astech hladkd, jestlize ziZeni f na [—m, 7] (nebo jiny uza-
vieny interval délky 2) je po Castech hladké.

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na (—m, ).
Cisla
1 ™
ap = — / f(z)cos(nxz)dx pron =0,1,2, ...
T J—m
1 ™
by = — f(x)sin(nz)dxpron = 1,2, ...
T J—m
se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
Rada
ap
5 + Z (an cos(nx) + by sin(nz))
n=1
se nazyva Fourierova fada funkce f.
Fourierova fada existuje pro po ¢astech hladké funkce.
Piiklad. Najdéte Fourierovu fadu funkce
-1, prozx € (—m,0);

f(x)y=< 0, proxz=0ax=m,;
1, proz e (0,).

dodefinované periodicky na R.



Piiklad. Najdéte Fourierovy fady nasledujicich funkci dodefinovanych periodicky na R:
xna|-m,m), xnal0,2r), |x|na[-m,7), |sinz|na[-m, 7).
Piiklad. Najdéte Fourierovu sinovou i kosinovou fadu funkc{
sinznal0,7), xnal0,).

Priklad. Je-li f lichd, jsou v8echny koeficienty a,, rovny 0 a Fourierova fada bude sloZena jen z funkcf sinus.
Priklad. Je-li f sudd, jsou vSechny koeficienty b,, rovny 0 a Fourierova fada bude sloZena jen z funkci kosinus.

KONVERGENCE FOURIEROVY RADY
LEMMA. Necht f je po ¢dstech hladkd v [—, 7]. Pak Fourierovy koeficienty funkce f konverguji k 0.

Mevs

~

flay) = Tm f(z), fla-)= lim f(z) f(iv)Z%(f(er)Jrf(fE—))‘

T—ay T—a_

Protoze f je bud’ periodickd nebo se periodicky dodefinovdvd, znamend f(—m_) totéZ co f(w_), apod.
f=my) = f(my).

Pro po ¢éstech hladké funkce f je fdeﬁnované vsude a souhlasi s f pravé v bodech spojitosti f.
VETA. Necht f je po Castech hladkd na [—m, 7. Pak jeji Fourierova fada konverguje k funkci ]‘A’v kazdém bodé
p € [—m, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitf intervalu, kde ma f spojitou derivaci.

VETA. (Parseval) Necht' f je definovand na [—m, 7] a jfﬂ f?(x) dx konverguje. Pak

N

:

L [T QG N2 g2
[ P@ax=0 @),
o n=1

kde a,, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

VETA. Je-li f po &astech monoténni v (—m,7) a md tam jen kone¢né mnoho bodu nespojitosti, konverguje jeji
Fourierova fada k funkci f.

DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD

VETA,;_ Ne@t’ S+ 302 (an cos(na) + by, sin(na)) je Fourierova fada funkce f na [—m, 7], pro kterou konver-
guje [7 | f(x)|dx.
Pak pro libovolny interval (a,b) C [0, 27] plati

oo

b b b
/. flz)dx = '/a (%0 dx + Z (/a (an cos(nx) + by, sin(nz)) dx,

n=1

a uvedend fada integralti konverguje stejnomérné.

Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(x) neni ov§em Fourierovou fadou pokud ag # 0:

2 n

n=1

Fla) = ar i ap sin(nx) — by (cos(nx) — 1) ‘



Aby se dostala Fourierova fada, musi se funkce x nahradit jeji Fourierovou fadou.

3 2

Priklad. Najdéte rozvoj funkce = +— z* na intervalu (—7, 7). VyuZijte znalost rozvoje z +— x ax — z° a

integrace Fourierovych fad.

JiZ mdme spocteno, Ze

1 = (="
22 = §7T2 +4 Z 2 COSNT.
n=1
Integrujme nyni tuto fadu foz dt.
Potom
“+00
1 1 —-1)"
—ad - Salr =4 ( 3> sinnx.
3 n
n=1
Ted” pouZijeme rozvoj
+o0 ( n—1
T =2 Z sin nx.
n=1

Z predchozich rovnosti jiZ snadno dostaneme

(= L) T

n n3

n=1

Tato fada konverguje bodové na (—m, 7).



	trig.polynom
	trig.øada
	ortogonalita
	po èástech hladká funkce
	Fourier.koeficienty
	Fourier.øada
	F.koef.->0
	konvergence
	Parseval

	integrace
	derivace
	jiné periody
	Fourier.integrál

