LAPLACEOVA TRANSFORMACE

2 log2 — (log2)/2 — exp((log2)/2) = V2,

pri¢em?Z se pro hledani logaritmi a exponenciel pouzivaly ti§téné tabulky.

V této kapitole bude vyloZena dosti odliSna teorie od téch pfedeslych.

Uz jste se setkali se zobrazenimi, kterd pfifazovala funkcim jiné funkce, napf. funkci jeji derivaci nebo primi-
tivni funkci, pokud existovaly.

Takovéto zobrazeni se ¢asto nazyvaji transformace, protoze transformuji (méni) ptivodni funkce na jiné, Casto

vhodnéjs$i pro dané pouZiti.
Nyni bude probran jeden dilezity ptipad tzv. integrdlnich transformaci.

Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

b
T(f)(s) = / F(Ok(s, 1) dt,

kde k(s,t) je tzv. jadro transformace, (a,b) je vhodny uréeny interval. Tyto transformace jsou vhodné pro feSeni
diferencidlnich, integrilnich, integro—diferencidlnich a dalSich podobnych rovnic.

Je ziejmé, Ze T je linedrni zobrazenti, tj. T'(af + Bg) = oT'(f)+ BT (g) pro libovolnd redlnd (popf. komplexni)
¢isla o, 3.

Nyni bude probréna integralni transformace s jadrem e %! na (0, +00), pozdé&ji (v kapitole o Fourierové trans-
formaci) integralnf transformace s jadrem e %% na (—o0, +-00) — tzv. Fourierova transformace.

Zatim se vSak bude jednat jen o realné funkce jedné realné proménné.

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na (0, +00). Pak se definuje jeji Laplaceova transformace L£(f)
ndsledovné

LU = [ et ar.

0

Obecné nemusi uvedeny integral existovat pro Zadnd s nebo pro velmi mélo téchto bodu.

Déle budou uvedeny podminky na funkci f, které zaruci, Ze defini¢ni obor funkce £( f) bude vhodny interval.

Nésledujici tvrzeni uvadi velkou tfidu funkci, pro které je Laplaceova transformace definovdna na neomeze-
nych intervalech.

VETA. Necht funkce f md na (0, +o00) ndsledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni 111(1)1 f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na kone¢né mnoho bodd, ve kterych
t— ! \ :
jsou skoky;

2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke% na né&jakém intervalu (p, +00).

Potom je £(f) definovdna na (a,+o0) a lim L(f)(s) = 0.
S§—00

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po Cdstech spojitd a f majici
druhou vlastnost exponencidlné omezend.



Pro pouziti Laplaceovy transformace je dulezitd nasledujici véta, ktera fikd, Ze na spojitych funkcich je tato
transformace prostd. Diikaz nen{ jednoduchy a nebude tu uveden.

VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na [0,+00) a L(f) = L(g), pak f = g.

Poznamky 1  Priiklady 1  Otazky 1

VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

V tvodu bylo jiZ feCeno, Ze kaZzdd integrdlni transformace, tedy i Laplaceova, je linedrni.

Z prikladu je zfejmé, Ze Laplaceova transformace nezachovava nasobeni (napf. Laplacev obraz konstantni
funkce s hodnotou 1 je 1/s,ale1-1=1,(1/s) - (1/s) # 1/s).

Nicméné, na nasobeni se prevadi jind bindrni operace, tzv. konvoluce — o tom pozd¢ji.

V nasledujicich vzorcich 1ze predpoklddat, Ze uvedené funkce jsou po astech spojité a exponencidlné omezené.

Posunuti

Posunuti funkce f doprava o a > 0 je funkce f(t — a). Pokud funkce f je definovdna pro ¢ > 0, je posunutd
funkce definovédna pro ¢t > a.

ProtoZe pro Laplaceovu transformaci musi byt funkce definovédna pro v§echna kladnd ¢, dodefinovava se funkce
na intervalu (0, a] hodnotou 0. Pfitom se vyhodné pouZivd nasledujici skokova funkce.

| 0, prot<a;
ua(t)—{ 1, prot>a

Pro skokovou funkci

(v bodé t = a se muze dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita jeji Laplaceova transfor-

mace:
o] —as

L(uq)(s) = /a e st dqt = c

S

Funkce g definovand na (a, +00) (pro a > 0) a dodefinovand hodnotou 0 na [0, a] se bude jednoduse znacit
uqg. TakZe

_fo prot < a;
ug(t) f(t —a) = { f(t—a), prot> a.

Laplaceova transformace posunuté funkce a posunutd Laplaceova transformace (oboje posunuti o a > 0) se
spocita snadno:
L(ua(t)f(t = a))(s) e"L(f(1))(s)
LFB)(s—a) = LEf())(s).

Perioda

Pokud zkoumdme periodickou funkci f(t 4+ p) = f(¢), p > 0, oznacime jeden kousek, ktery se ddle opakuje
fo(t) = u(®) f(t) —u(t —p)f(t).

Pak
Lfo=Lf—ePLf,

odkud vidime
L fo

Ll =1

Lfo= /Ope_Stf(t) dt .



Zvétseni
Zvétsenim (nebo zmensenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a > 0.

Nésledujici vypocty jsou velmi jednoduché (druhd rovnost plyne z prvni):

L)) = ~eu(2)
L) = al(f(a)(s).
Derivace

Vztah derivace a Laplaceovy transformace je podstatny pro pouZiti na feSeni diferencidlnich rovnic, protoze
Laplaceova transformace prevadi derivaci na nasobeni s s ptivodnim Laplaceovym obrazem.

sy

Rovnosti se dokazi snadno pomoci integrace po ¢astech.

Pro prvni vzorec se mus{ piedpoklddat, Ze funkce f je spojitd i exponencidlng omezend, a f’ po &astech spojita.

LF'®))(s) = sLU®)(s) = f(0)
d

L)) = L))

Indukeci se dokazi rovnosti pro derivace vys§ich fada:

LFM @) (s) = s"LF@))(s) —s"TLf(0) — s 72/ (0) — ... — F7D(0)
T Lrm)s) = c(-1m e w)s).

ds™

Integrace

Vzorce na integraci Laplaceovy transformace se ziskaji z pfedchozich vzorct pro derivace:

t
o[ wane) = LGOI
| e ar = c(f).

Konvoluce

Jak jiz bylo zminéno, Laplaceova transformace nepievadi nasobeni funkci na nasobeni obrazi.

Existuje vSak dilezitd jina bindrni operace na funkcich, kterd se Laplaceovou transformaci prevadi na nasobeni.

DEFINICE. Konvoluce na (0, 00) dvou funkci f, g je funkce

t
(f*g)(t) = /0 (gt — 1) dr.

Ziejmé (f * g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po ¢astech spojité na (0, 00).

Vlastnosti konvoluce jsou probrany v Otdzkdch.

VETA. Pro po &istech spojité a exponencidlnd omezené funkce f, g na (0, c0) plati £(f * g) = L(f)L(g)-



INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE

V definici Laplaceovy transformace moZné chdpat proménnou ¢ jako komplexni &islo a £( f) je tedy komplexni
funkce komplexni proménné.

z Xs

Pokud je f exponencidln& omezend, tj. | f(t)| < ke pro néjaka redlna &isla k, b, 1ze ukdzat, Ze funkce £(f)(z)
je holomorfni pro R(z) > b.

PouZijeme-li vétu o inverzni Fourierové transformaci, dostane ndsledujici tvrzeni (podrobnosti v kapitole o
Fourieroveé transformaci).

VETA. Necht' f je po &stech hladkd komplexni funkce redlné proménné, kterd je rovna 0 pro ¢t < 0 a lf()] <

ke pro néjakd realna &isla k, b a pro ¢t > 0. Potom £(f )(2) je holomorfni funkce na poloroviné R(z) > b a pro
libovolné ¢ > b je

- 1 ~c+00i
f(t) = .,l. / ﬁ(,/')(u)('lz dz.
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Uvedena integrace je po piimce kolmé k redlné v bodé¢ c.

Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce. Nicméné, pfimy vypocet
tohoto integrdlu mize byt komplikovany.

V nékterych pfipadech je mozné s vyhodou pouZit reziduovou vétu. Integrace po uvedené piimce se spocte
limitou integrald pres zvétSujici se intervaly, které se doplni (vétSinou polokruznici) na uzavienou kfivku.

Nasledujici véta popisuje velkou tfidu funkci, pro které je mozné takto inverzni Laplaceovu transformaci spo-
citat.

VETA. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {21, ..., 2, } a existuji k,p > 0 tak, Ze |g(2)
C\{z1,-.., zn}. Potom pro ¢ > max{R(z1), ..., R(zn)} je

< k|z| 7P pro x €

n

1 “c+o00i . e
5 / g(z)e"” dz = Z res;. (g(z)e"?).
1/,

Preformulovanim pfedchozi véty se dostava tvrzeni o vypoctu inverzni Laplaceovy transformace:

DUSLEDEK. Necht g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., 2, } a existuji k,p > 0 tak, ze |g(z)| < k
dostatecné velkd |z|. Potom

z|7P pro

>

Poznamky 2 Piiklady 2  Otazky 2

Cviceni 2

POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Laplaceova transformace se pouZiva pfi feseni diferencidlnich rovnic (oby&ejnych i parcidlnich) a integrdlnich
rovnic nebo jejich kombinaci.

Nékteré tyto rovnice s nezndmou y se daji pomoci Laplaceovy rovnice prevést na algebraické rovnice s nezna-
mou L(y).

Po vyfeseni £(y) = h je nutné jest& najit inverzni obraz L1 (h).



Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouzivd teorii komplexnich funkci; bez jeji znalosti je
moZné vysledek ,uhddnout” z tabulek obrazi L(f).

PouZiti bude vyloZeno na pfikladech.

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Rovnice i/ — 3y’ + 2y = 3! (nezndm4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci na

(s*L(y) — sy(0) = ¥'(0)) = 3(sL(y) — y(0)) +2L(y) = 1/(s = 3)

s nezndmou L(y) proménné s.
Necht’ jsou poédtecni podminky rovnice y(0) = 0,%'(0) = 0. Potom
1 1/2 1 1/2

E(y)(s):(8_1)(8_2)(3_3):5—178—24»8—3'

Odtud vyplyvd y(t) = e!/2 — 2! + €3 /2, coz je hledané feieni.
PopiSeme si situaci obecné. Necht' feSime linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru
Ty=f,kde fe FaT je
Ty = y(n) + pn1y" ™ + puay™ ™2 + ..+ p1y’ + poy.

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, Ze y(”_l) je spojita a hladkost y odpovida f. Klidovym
feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocdteénim podminkdm

w(0) =4/ (0) = =y"D(0) = 0.

OznaCme
P(s) = 8"+ pp_18""t + ppas" 2+ ...+ p1s+po.

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly = Lf =

Reseni y rovnice Ty = f s obecnymi poCite¢nimi podminkami (0) = yo, ¥'(0) = y1, ...) vyhovuje po
aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf = F(s) pro vhodny polynom Py(s) zahrnujici
pocatecni podminky.

Tedy
F P,
£y PO L Pl
P(s)  P(s)
Oznacme u, v takové funkce, aby
F(s) Py(s)
E = E =
CTPE) T PG
Pak y = u + v, kde u a v Tesi tyto tlohy
Tu=f,u(0)=u(0)==u1D0)=0

Tv =0, v(0) = yo,v'(0) = y1,...,v" () = y,_1.

Uvazujme nynf klidova feSeni y, d rovnic Ty = faTd = 6.
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L = 1. Spocteme

1

“= 5

Lf=Ld-Lf=L(d*f).

Tedy y = d * f a je tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce.



Linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je moZzné samoziejmé fesit klasicky, jak bylo ukdzano
v piislu$né kapitole.

Nicméné, pouZiti Laplaceovy transformace je v nékterych ptipadech jednodussi a vysledky dava ve vhodnéjs$im
tvaru.

vvvvvv

Ma se vyfesit diferencidlni rovnice

" [ 0, pro0<t<1nebot>2;
Yy +y{ 1, prol <t<2. > y(0)

Pravd strana rovnice lze psat jako w1 (t) — u2(t), takZe po provedeni Laplaceovy transformace:

-5 —2s

(& (&

(s24+1)Ly) =1+

S S

Odtud vyplyne y(t) = sint + uq (¢)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy
sint, pro0 <t <1;
y(t) =< sint+1—cos(t — 1), prol <t <2;
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.
Rovnice y/ — 3y’ + 2y = f(t) davad L(y)(s) = L(f)(s)(s15 — s17), coZ znamend
L(y) = L)L = e™) = L(f (7 =),

takze fesSeni lze psat ve tvaru

t
y(t) = f(t)* (2 —et) = /0 F(u) (e~ — ==y dy.

Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

Nasledujici jednoduchy piiklad dava ndvod k feSeni nékterych linedrnich diferencidlnich rovnic s nekonstant-
nimi koeficienty.

Rovnice " + ty' — 2y = 4 s pocdtecnimi podminkami y(0) = —1,3(0) = 0 se zobrazi Laplaceovou
transformaci a po tpravé se dostane diferencidlni rovnice

e (2-s)=1- 5.

s
&2
kterd ma feSeni L(y) = S% - % + 06573/2 ProtoZe £(y) — 0 pro s — 0o, je C' = 0. Vysledek je tedy y = 2 — 1.

Soustavy diferencialnich rovnic
Postup je stejny jako v predchozi ¢asti. Soustava

y = -z, y0)=1
7 =y, 20)=0

se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu

SLy) +L(z) =
Lly)—sL(z) = 0,

kterd md feSeni £(2) = 1/(s% + 1), takze 2z = sint,y = cost.



Integralni rovnice

Mi se vyfesit rovnice y(t) = 3 + fg sin(t — u)y(u) du. Integrdl na pravé strané je roven sin *y, takze
L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* + 1)
Snadno se nynf zjisti feSeni y = t3 + t°/20.

Diferencni rovnice
Ukolem je najit ,nerekurentni" vyjadien Elenti posloupnosti {a,, } zadané rekurentn& vzorcem

Gn+2 — 3apn4+1 + 2ap,a0 =0,a1 = 1.

V ptedchozi rovnosti probihd proménnd n ¢islan = 0,1, 2, ....
Na chvili lze uvazovat, Ze pfedchozi rovnost plati pro n > 2,n € R. Tedy miZeme hledat funkci

yt) =an, n<t<n+1,n=0,1,2,...

splitujici rovnici
y(t+2) = 3y(t+1)+2y(t) =0.

Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrn¢) se dostane

. 65(1 — e_s) . 1—e° 1 _ 1 . n] _
Lly)(s) = s —3e" +2) s (1 “2es 11— 6*5) =L@ -1).
Loy = L=

s(1 —ae™*)
Odtud plyne feseni y(¢) = 2" — 1 a nasledné a,, = 2" — 1.

Parcialni diferencialni rovnice

L{u(z,t)} =U(x,s) = /OO e_St% dt,

0
L_1{U(z,s)} = u(x,t).

Rizeni procesu

Zkoumejme opét pro diferencidlni operdtor 7" klidové feSeni x rovnice Tz = f. Dostaneme P(s)Lx = Lf.
Oznaime X = Lx, F = Lf aG(s) = 1/P(s) adostaneme X = G(s)F.

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X dostaneme vystup X pomoci procesu G1, midme
vztah X1 = G1(s)X(. Pokud tento vystup vstupuje do procesu Go dostaneme vystup Xo = G2 X1 = GoG1 X.
Tedy napojeni procest odpovida procesu G = G1Go.

Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z 1 se pridd zpracovany procesem G2 ke vstupu do procesu G,
dostaneme situaci, které se fika zpétna vazba.

Mime X7 = Xg + G2 Xo, Xo = G1(Xg + G2X2), tedy Xo = GXj, kde

1

G=——-—.
1 -GGy

Pokud G2 funguje jako zpétnd vazba v systému popsaném

_ G
1+ GGy’



tak nastavenim hodnoty G2 = 1/10 zaru¢ime, Ze piipadny stondsobny ndrist G nezpusobi piilisnou Skodu.

Poznamky 3  Piiklady 3  Otazky 3

Cviceni 3

| STANDARDY z kapitoly |

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

b
T(f)(s) = / F(Ok(s, 1) dt,

kde k(s, t) je tzv. jadro transformace, (a,b) je vhodny uréeny interval.

Bude probrina integralni transformace s jadrem e~5¢ na (0, +00), pozdéji (v kapitole o Fourierové transfor-
maci) integrdlni transformace s jadrem e ~**! na (—oo, +00) — tzv. Fourierova transformace.

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na (0, +o0). Pak se definuje jeji Laplaceova transformace L£(f)
ndsledovné

[ee]
£ = [ e ar.
VETA. Necht' funkce f md na (0, +00) nésledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni /111(1)1 f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na kone¢né mnoho bodd, ve kterych
=0+
jsou skoky;
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke® na n&jakém intervalu (p, +00).

Potom je £(f) definovdna na (a,+00) a 1211 L(f)(s)=0.
S—00

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po cdstech spojitd a f majici
druhou vlastnost exponencidlné omezend.

VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na [0, +-00) a L(f) = L(g), pak f = g.
Priklad. Vypoctéte L(f) pro ndsledujici funkce f:
f =konstantac, f(t)=t, f(t)=e%, f(t)=sin(at), f(t)=cos(at).

Priklad. Vypoctéte L(f) pro funkei f(¢) = [t] na [0, o), kde [t] znamend celou &dst &isla .
Pfiklad. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_J g, pro0<t<a;
fa(®) { 0, prot>a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.
Limita lir(r]l fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekone¢nou v 0 a 0 jinde. Nazyva se Diracova delta funkce a
a—U4

znadi se dg(t).



V tomto piipadé 1ze prehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci funkei f,.
Vysledkem je L(do(t)) = 1.

VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Posunuti

Pro skokovou funkci

| 0, prot<a;
u“(t)_{ 1, prot>a

(v bodé t = a se muze dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita jeji Laplaceova transfor-

mace:

o0 e—as
L(ua)(s) :/ estqp= ¢
a

S

Funkce g definovand na (a, +00) (pro a > 0) a dodefinovand hodnotou 0 na [0, a] se bude jednoduse znacit
uqg. TakZe
0, prot < a;

Ua(t)f(t—a/) = { f(t—a,), prot;a_

Perioda

Pokud zkoumdme periodickou funkci f(t + p) = f(¢), p > 0, oznalime jeden kousek, ktery se ddle opakuje
Jo(t) = u(®)f(t) —ut —p)f(t).

Pak
Lfo=Lf—ePLf,

odkud vidime Ch »
Lf= 1_ecps’ L fo —/0 e_Stf(t) di

Derivace
Pokud je funkce f je spojité i exponencidlné omezend, a f’ po dstech spojitd, dostaneme

L(f'(1)(s) = sLIF(1))(s) = £(0).

Konvoluce
Existuje v§ak dileZitd jind bindrni operace na funkcich, ktera se Laplaceovou transformaci pfevadi na nasobeni.

DEFINICE. Konvoluce na (0, c0) dvou funkci f, g je funkce
(o) = [ 1ot -7
Ziejmé (f * g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po ¢astech spojité na (0, co).

VETA. Pro po &istech spojité a exponencidlné omezené funkce f, g na (0, o) plati £(f * g) = L(f)L(g).

INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE

VETA. Necht' f je po &astech hladkd komplexni funkce redlné proménné, kterd je rovna O pro t < O a |f(¢)| <
keP pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom £(f)(z) je holomorfni funkce na poloroving R(z) > b a pro
libovolné ¢ > b je

. ~c+00i
ft) = l - / »C(f)(’ll)(i[’z dz.
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VETA. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., z,} a existuji k,p > 0 tak, Ze |g(2)| < k|
C\ {21, ..., 2n}. Potom pro ¢ > max{R(z1), ..., R(zn)} je

1 ~c+o0i . n ;
2mi /( g(2)e' dz = reszi(g(2)e”)

-— 00l i—1

2| 7P pro x €

DUSLEDEK. Necht g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., 2, } a existuji k,p > 0 tak, ze |g(z)| < k
dostate¢né velkd |z|. Potom
L_1(g(z) Zruwt (g(z

z| 7P pro

Ptiklad. Dokazme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pti ndsobeni definovanym jakozto konvoluce
na (0, 00), tj. Ze pro kaZdou po Edstech spojitou funkei f plati

fxdo=1.

Reseni. Podle definice konvoluce na (0, co) mame

£ o)t /f Yoo (t — ) dT—/f = f(b).

Za dodate¢nych predpokladii na funkci f, kdy lze pouZzit Laplaceova transformace, miZeme postupovat také
takto

L(f)£(%0) = L(f),
L(f *d0) = L(f),

fxdo=1.
Priklad. Spoététe L(t sin t) pomoci vzorecku na derivovani.
Resent. d 5
. . s
E(t S t) = —gﬁ(sm t) = m

Priklad. Spoctéte pomoci rezidui

Reseni.

Regent.
f(t) = res(F(s)e®t, —1) + res(F(s)e®, 2) =
a vysledek je
£t) = et temt et
9 3 9
Priklad. Spoctéte
s“4+s+1
t)y=L_
= {5



2
1
5;r75+:1+i.
s 41 s 41

Vysledek je
f(t) =6(t) + cos(t) .

POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Laplaceova transformace se pouZziva pti feSeni rovnic. Tyto rovnice s nezndmou y se daji pomoci Laplaceovy
rovnice prevést na algebraické rovnice s nezndmou L(y).
Po vyfeseni £(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz £~ (h).

vz

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouZziva teorii komplexnich funkci; bez jeji znalosti je
mozné vysledek ,uhddnout” z tabulek obrazi L(f).

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Rovnice ¢/ — 3y’ + 2y = €3t (neznam4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci na

(sL(y) — sy(0) — y/(0)) — 3(sL(y) — y(0)) + 2L(y) = 1/(s — 3)

s nezndmou L(y) proménné s.
Necht’ jsou po¢dtecni podminky rovnice y(0) = 0,%'(0) = 0. Potom
1 1/2 1 1/2

E(y)(s):(s_l)(s_2)(s_3):5—1_8—24_8—3'

Odtud vyplyva y(t) = e’ /2 — e?* + 3t /2, coz je hledané feseni.
PopiSeme si situaci obecné. Necht' feSime linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru
Ty=f,kde fe FaT je
Ty = y(n) + pn1y" ™ + puay™ ™2 + ..+ p1y + poy.
(n—1)

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, Ze y
feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocatecnim podminkdm

je spojita a hladkost y odpovida f. Klidovym

OznaCme

n—2

P(s)=s"+pp15""1 +pn_2s" P+ .. +pis+po.

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly = Lf =
F(s).

Regeni y rovnice Ty = f s obecnymi po&iteénimi podminkami (y(0) = o, ' (0) = y1. ...) vyhovuje po
aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf = F(s) pro vhodny polynom Py(s) zahrnujici
pocatecni podminky.

Tedy
F(s) | Po(s)
Ly = .
Y= P T Ps)
Oznacme u, v takové funkce, aby
F(s) Po(s)
E = E =
TP T PG
Pak y = u + v, kde u a v Tesi tyto tlohy
Tu=f,u(0)=u(0)= - =u1D0)=0



Tv =0, v(0) = y0,v'(0) = y1, .., 0" (0) = g1
Uvazujme nynf klidova feSeni y, d rovnic Ty = faTd = 6.
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L = 1. Spolteme

1

L= 5

Lf=Ld-Lf=L(d*f).

Tedy y = d * f a je tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce.

Ma se vyfesit diferencidlni rovnice
0, pro0<t<1lnebot > 2;
" _ 3 = = 4 _ / _
Pravd strana rovnice lze psét jako uj (t) — ua(t), takZe po provedeni Laplaceovy transformace:

—s —2s
(2 +1)Ly) =1+ — %

s s
Odtud vyplyne y(t) = sint + uq (¢)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy
sint, pro0 <t < 1;
y(t) =4 sint+1—cos(t—1), prol <t <2
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.
Rovnice y/ — 3y’ + 2y = f(t) davd L(y)(s) = L(f)(s) (515 — s17), coZ znamend
Lly) = L(NEEH =) = L(f = (7 =e™),

takZze fesSeni lze psat ve tvaru

t
y(t) = F(t) (=2 — e~ = /0 Flu)(e 2 — o=(t=) gy

Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

Rovnice 3" + ty' — 2y = 4 s po&dtecnimi podminkami y(0) = —1,%'(0) = 0 se zobrazi Laplaceovou
transformaci a po tpravé se dostane diferencidlni rovnice

e (2-s)=1- 5.

S

2
kterd md feSeni L(y) = s% — % + 0%3/2 Protoze L(y) — 0 pro s — 00, je C' = 0. Vysledek je tedy y = t> — 1.

Soustavy diferencialnich rovnic

Soustava

y = —z, y(0)=1
7=y, 2(0)=0

se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu

SL(y) +L(z) =
Lly) - sL(z) = 0,

12



kterd mé feSeni £(z) = 1/(s% + 1), takZe z = sint, y = cost.
Integralni rovnice

Mi se vyfesit rovnice y(t) = t> + fg sin(t — w)y(u) du. Integrdl na pravé strané je roven sinx*y, takZe
L(y)(s) = 3!/s* + L{y)(s)/(s* +1).
Snadno se nynf zjisti feSeni y = ¢3 + t° /20.

Diferencni rovnice
Ukolem je najit ,nerekurentni" vyjadieni ¢lent posloupnosti {an} zadané rekurentné vzorcem
Gn+2 — 3ap4+1 + 2ap,a0 =0,a1 =1.

V ptedchozi rovnosti probihd proménna n ¢islan = 0,1, 2, ....

Na chvili 1ze uvazovat, Ze pfedchozi rovnost plati pro n > 2, n € R. Tedy miZeme hledat funkci
y(t) =an, n<t<n+1,n=0,1,2,...

spliiujici rovnici
y(t+2) =3yt +1)+2y(t) =0.

Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

_oef(l—-e®) 1—e? 1 o1 B n] _
£ly)(s) = s(e2s —3es+2) s (1 -2 1-— e—5> = £(2 ok
Ll = 1=

s(1—ae™3)
Odtud plyne feseni y(¢) = 2" — 1 a nasledné a,, = 2" — 1.

Parcialni diferencialni rovnice

—st du

L{u(z,t)} =U(z,s) = /Oooe T de,
L_1{U(x,s)} = u(x,t).

Rizeni procesu

Zkoumejme opét pro diferencidlni operdtor 7" klidové feSeni x rovnice Tz = f. Dostaneme P(s)Lx = Lf.
Oznalime X = Lx, F = Lf aG(s) = 1/P(s) adostaneme X = G(s)F.

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X dostaneme vystup X7 pomoci procesu G1, mame
vztah X1 = G1(s)X. Pokud tento vystup vstupuje do procesu Gy dostaneme vystup Xo = G2 X1 = GoG1 X.
Tedy napojeni procest odpovida procesu G = G1Go.

Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z G se pfida zpracovany procesem Go ke vstupu do procesu G,
dostaneme situaci, které se fikd zpé€tnd vazba.

Mime X1 = Xg + G2 X2, Xo = G1(Xo + G2X3), tedy X2 = G X, kde

1

“Cian

Pokud G2 funguje jako zpétna vazba v systému popsaném

_ G
1+ GGy’

13



tak nastavenim hodnoty G2 = 1/10 zaru¢ime, Ze piipadny stondsobny ndrist G nezpusobi piilisnou Skodu.

[o@)
Pokud pro fadu 3~ apt™ existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |an| < Kp™/n! pro skoro vSechna n.
=0
(o) " o0
Potom L( Y ant™)(s) = 3 apnls™" 1
n=0 n=0
Vyfeste znovu rovnici y’ r— Sy’ + 2y = e3t, tentokrat obecné, bez danych pocatecnich podminek.
Piiklad. Najdéte obecné feSeni rovnice 3 + 4y = 0.
Pifklad. Vyfeste rovnici y” + y = g(t), kde g(t) = 1 na [1,2) a je rovno 0 jinde, s po€dte¢nimi podminkami
y(0) =0,vy/(0) = 1.
Piiklad. Vyfeste rovnici y” + 2y’ + 5y = §1(t) s po&dte¢nimi podminkami y(0) = 0,y'(0) = 0. V tomto
pripadé predpokladdme, Ze feseni y ma spojité derivace do 2.fddu a je exponencidlné omezené.
Priklad. Vyfeste soustavu

Y+ +y+z =1
y/ 4z = et
s po¢dte¢nimi podminkami y(0) = —1,2(0) = 2. [y = 1 — 2¢et + tel, 2 = 2! — te]
Piiklad. Vyfeste integralni rovnici y(t) = ! — f(f (t —u)?y(u) du.
Priklad. Vyfeste diferen¢ni rovnici y(t) — y(t — 7/a) = sin(at) pti podmince y(t) = 0 proy < 0. [y(t) =
sin(at) na intervalech (27n/a, 2w(n + 1)/a) a 0 jinde.]
Priklad. Ozna¢me f(t) = [t] prot > 0, f(¢) = 0 pro ¢ < 0 (jde o kladnou celou &dst &isla). Spoctéte

1 e s

)= s(es—1) s(l—e=5)"

L(f(t)
Spoctéte feseni diferencni rovnice

yt+1)—yt) =1, y(y) =0,t <1.
Ovéite, ze y(t) = f(¢).

Piiklad. Pokud se fesi diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se pomoci Laplaceovy transfor-
mace s (¢dste¢n&) obecnymi y(0),y’(0) a pak se okrajové podminky dosadi.
Vyfeste rovnici y” + y = cost pro y(0) = 1,y(r/2) = 1.

Ptiklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y"(t) —4y(t) =0

s po&dte¢nimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.
Na obé¢ strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
Dostaneme

s2L(y) — sy(0) — 4/ (0) — 4L(y) = 0.

Dosazenim pocatecnich podminek ziskdme rovnost

~1 1 1 /4 1/4

E(y)232—4:2—5.2+s:2—5 2+ s’

Inverzni Laplaceovou transformaci pfejdeme k hledanému feSeni diferencidlni rovnice

y(t) = % (6—215 B 62t> .
Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencidlnich rovnic
2 (t) +y(t) =0,
() +y'(t) =0,

s pocdte¢nimi podminkami y(0) = 0 a z(0) = 1.

14



Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu
sL(z) —z(0)+ L(y) =0,
L(z) + sL(y) — y(0) = 0.
Po dosazeni pocatecnich podminek z druhé rovnice vyjadiime
L(z) = —sL(y).
Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné tipravé mame

112 1/2
T 1-82 1—-s5 1435

L(y)

Po zpétné transformaci tedy

y(t) = % (e' +e7).

Funkci z(t) mtiZzete lehko ur¢it napfiklad z druhé rovnice.
Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidové feSenf diferencidlnich rovnic

y'(t) = u(t)

d'(t) = 4(t)
a ovérte, Ze

y=uxd.

Dostaneme sLy = %, Ly = S%,y:t,
Podobné sCd =1, Ld = 1,d=1.
Ovéiime .
t:y:u*d:/o 1-1dt =t¢.

Piiklad. Mame nehmotny nosnik, ktery couhd ze zdi a je na ném v polovin€ umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak
se prohyba.
Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvazi zndzoriiuje Diracova delta funkce v bodé 1,
nosnik je popsén funkei y na intervalu [0, 2])

y ) (t) = 65(t — 1),

kde y(0) = 3'(0) = 0,4"(2) = y"(2) = 0.
Parametry oznalime po&étecni podminky, které Laplaceova transformace poZzaduje y”(0) = a, y/(0) = b a
pocitdme ...

Dostaneme b
y(t) = gﬂ + ot Fult =1t - 1P
Pomoci hodnot v bodé ¢ = 2 zjistime parametry a = 6, b = —6.

Piiklad. Mame nehmotny nosnik, je na obou koncich podepren a je na ném v poloviné€ umisténo zévazi 6 kg.
Zjistéte, jak se prohyba.
Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvazi zndzoriiuje Diracova delta funkce v bodé 1,
nosnik je popsén funkei y na intervalu [0, 2])

y)(t) = 65(t — 1),

kde (0) = 3”(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
Parametry ozna¢ime pocdtecni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje y'(0) = a, y"'(0) = b a
pocitime ...

15



Dostaneme

y(t) = gt + %tS +u(t—1)(t—1)3.

Piiklad. Reste diferendni rovnice
ant+1+an=1,a0=0, a1 =1.

ap+2 = Gpt1 +an, a9 =0, ag =1.
an+2 = 2ap41 —an, ap =0, a; =1.

ap4+2 = dap+1 —6an +4n+2, a9 =0, a1 =1.
Piiklad. Reste diferenéni rovnice
Y +y(t—1) =€, y(t) =0t <0.
y@) +yt—1) =1t yt) =0t <0.
Piiklad. Reste diferencidlni rovnici
Y () +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) = 4.

Laplaceova transformace dava

1
Y(s) —y(0)+2Y = ——
SY () = y(0) +2Y = ——
Odtud
(s) = 5 B 1
T s4+2 s+3

1 1
Y(s)=—5+Y
()= Z+Y ()3
Tedy
1 1
Reseni je
1
Mﬂ:t+6ﬂ.

Priklad. Reste diferencialni rovnice

s pomoci konvoluce.

P¥iklad. Reste diferencidln{ rovnici
y"(t) +y(t) = ().



Dostaneme

a je to jako kdyz do klidného kyvadla t ukneme.

P¥iklad. Reste rovnici
do(z,t) n dv(z,t)

=t
dx dt
s okrajovymi podminkami v(z,0) = 0, v(0,t) = 2.
Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
dV (z, s) 1
T + V(l‘, S) = ?

s okrajovou podminkou V (0, s) = 2/s>.

Vyfesime rovnici pro V' a dostaneme

2 1
V(0,s) == = -,
(0,5) = = = ls) +
odkud dostaneme
2 1
G=z-
a po dosazeni
2 1 1
Vigs)=|l=—-—= e+
(z,9) <s3 52>e +82
A tedy
vz, t) =t2e % —te ¥ + ¢
Piiklad. Reste rovnici vedent tepla
dv(z,t) i d%v(z,t)
dat da?
s okrajovymi podminkami v(0,¢) = v(m,t) = 1, v(z,0) = 1 + sin(x).
Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
d?v
sV (x,s) —v(z,0) = k#
dz

s okrajovou podminkou V' (0, s) = V (7, s) = 1/s.

VyfeSime rovnici pro V' a dostaneme

1 sin(x)
1% == .
(@,9) s Stk
A tedy
v(z,t) =14 e Fsin(z).

Piiklad. Reste vinovou rovnici
d?v(z,t)  d?v(z,t)
ez da?
pro > 0 s okrajovymi podminkami v(0,¢) = f(t), v(x,0) = v¢(x,0) = 0, a pro ¢t > 0 vyhovujici fyzikalni
podmince

limov(z,t) =0.

oo
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Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d2v (z,s)
2 )

= T\
s°V(x,s) 2
s okrajovou podminkou V' (0, s) = F(s).

Vyftesime rovnici pro V' a dostaneme
V(z,s) = a(s)e” % + b(s)e®™.

Fyzikélni divody fikaji, Ze
lim V(z,s) =0

T—r 00
atedy b(s) = 0.
A tedy
V(z,s) = F(s)e”**

v(z,t) =u(t —x)f(t —x).

18



	integrální tr.
	Laplaceova tr.
	existence
	po èástech spoj.
	exp.omezená funkce

	Lerchova vìta
	posunutí
	funkce skoku

	zvìtıení
	derivace
	integrace
	konvoluce
	dif.rovnice
	int.rovnice
	diferenèní rovnice

