METRICKE PROSTORY

V reélnych ¢islech byla konvergence definovana bud’ pomoci vzdalenosti dvou bodt
nebo pomoci usporadani. Druhy pristup uz vSak nejde pouZzit v euklidovskych prostorech
vyS$Si dimenze, a proto konvergence pomoci vzdalenosti je vhodnéjsi.
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METRICKY PROSTOR

Z. chovani vzdalenosti v euklidovskych prostorech se vyberou zakladni vlastnosti,
které se stanou axiomy pro abstraktni pojem vzdalenosti, nazvany metrika.

Tvrzeni dokdzana pro tento obecny pojem lze pak pouzit pro vSechny struktury s kon-
krétni vzdalenosti.
Dilezitou aplikaci budou metriky v prostorech funkci.

DEFINICE. Necht' X je mnozina a d funkce prifazujici kazdé dvojici (z,y) z X
nezaporné realné ¢islo d(x, i) majici vlastnosti:

1. prox,y € X je d(z,y) = 0 pravé kdyz x = y;
2. (symetrie) d(x,y) = d(y, z) pro kazdé x,y € X,
3. (trojuhelnikova nerovnost) d(z,y) < d(x, z) + d(z,y) pro kazdé x,y, z € X.

Funkce d se pak nazyva metrika na X a dvojice (X, d) se nazyva metricky prostor.

Ziejmym zpusobem se definuje vzdalenost bodu a a mnoziny A od mnoziny B a
prumér mnoziny A:
d(a, B) = inf{d(a,b);b € B}, d(A,B)=inf{d(a,b);a € A,b € B},

diam A = sup{d(a,b);a,b € A} .

DEFINICE. V metrickém prostoru (X, d) posloupnost {x, } konverguje k bodu z € X
(nebo ma za limitu bod = € X)), jestlize d(z,, x) — 0.
Znaceni: z,, — x nebo limz,, = x.
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DEFINICE. Okoli bodu x v metrickém prostoru (X, d) je kazdd mnozina obsahujici
otevienou kouli B, , = {y; d(x,y) < r} pro néjaké r > 0.

Pomoci konvergence nebo okoli Ize definovat vSechny podstatné pojmy, které byly
pouZzivany v euklidovskych prostorech:

DEFINICE. PodmnoZina A metrického prostoru (X, d) se nazyva oteviend, jestlize

kazdy bod A ma okoli celé lezici v A (tj. Zadna posloupnost z X \ A nekonverguje k
bodu z A).

Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyva uzaviena, jestlize jeji doplnék
X \ A je otevieny (tj. limity konvergentnich posloupnosti z A lezi v A).

DEFINICE. Uzdvér mnoZiny A v metrickém prostoru (X, d) je mnoZina vSech limit-
nich bodu posloupnosti z A (a znaci se A).

VETA. Soubor vsech otevienych mnoZzin v metrickém prostoru (X, d) ma nasledujici
vlastnosti:

1. ) a X jsou oteviené mnoZiny;
2. sjednoceni libovolného poctu otevienych mnozin je oteviend mnoZzina;

3. prinik kone¢ného poctu otevienych mnoZin je oteviena mnoZina.

DUSLEDEK. Soubor viech uzavienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) ma na-
sledujici vlastnosti:
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MiizZe se stat, Ze dvé rtizné metriky urcuji totoZzné konvergence (napt. na R obvykla
metrika |z — y| a metrika 2|z — y|.

Pokud je pro dalsi potiebu hlavni konvergence a nikoli vzdédlenost, je moZné pouZzit
vhodnéjsi metriku, ktera méa stejnou konvergenci.

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoZiné¢ X se nazyvaji (topologicky) ekvivalentni,
jestlize metrické prostory (X, d) a (X, e) maji totozné konvergentni posloupnosti.

Ekvivalentni metriky (jinak feceno: ekvivalentni metrické prostory) maji tedy stejné
oteviené mnoZiny, stejné uzaviené mnoZziny, stejné uzavéry mnozin.

Pojmy, které se nezméni zdmeénou metrik za ekvivalentni, se nazyvaji topologické.
Kromeé jiz uvedenych tam nalezi i nasledujici vlastnosti:
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DEFINICE. PodmnoZina metrického prostoru X se nazyva husta, jestlize jeji uzaveér ppxcmzo.mTr

je cely prostor X. e

Podmnozina metrick¢ho prostoru X se nazyva ridka, jestlize doplne€k jejiho uzaver je — komersence
hust}”. oteviené a uzaviené

PodmnoZina metrického prostoru X se nazyva 1.kategorie, jestliZe je sjednocenim = wiver mnosiny

pd X i $ 71 ekvivalentni metriky

spocetne mnoha ridkych mnozin. o e

Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize ma spoCetnou hustou Cast.  lasmost

usta mnozina

fidka mnoZina
1.kategorie
podprostor
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Konstrukce

Je trividlni, Ze zuZeni dy metriky d z mnoziny X na mnoZinu Y je opét metrika (pres-
néji by se melo fici ziiZeniz X X X naY xY).

DEFINICE. Je-li (X, d) metricky prostor a Y podmnozina X, nazyva se dvojice (Y, dy)
metricky podprostor prostoru (X, d).

DEFINICE. Jsou-li (X,d) a (Y, e) metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je
metricky prostor (X X Y, p), kde p((x1,y1), (22, y2)) = d(z1, T2) + €(y1, y2)-

DEFINICE. Jsou-li (X,,, d,) pron € N metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin
je metricky prostor (115, X, p), kde p({z,.}, {yn}) = E — f_ﬁd?f:’yn))

POZOROVANI. Posloupnost {x,} v (I, X, p) konverguje k bodu z pravé kdyZ, pro
kazdé k € N, projekce té€to posloupnosti do X 1 konverguje k projekci bodu x do X,

Na nespocetnych soucinech aspon dvoubodovych prostori nelze definovat metriku
tak, aby platila predchozi véta.

Nicméné, pro specidlni podmnozinu i nespocetnych mocnin lze definovat velmi dule-
zitou metriku, kterd dava stejnomérnou konvergenci:

DEFINICE. Symbolem F,(X,Y) se zna¢i mnoZina omezenych funkci z mnoziny X
do metrického prostoru (Y, d) opatfena metrikou p( f, g) = sup{d(f(z), g(z));z € X}.
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Pismeno Y se v oznaCeni F,(X,Y’) vynechdva, je-li Y = R.

POZOROVANI. Posloupnost {f,} v F,(X,Y) konverguje k funkci f pravé kdyz kon-
verguje stejnomérné, tj. pro kazdé £ > 0 existuje k tak, Ze pro vSechna n > k a vSechna

r € Xjed(fu(z), f(z)) <e.

Poznamky 2 Priklady 2 Otéazky 2
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SPOJITA ZOBRAZENI

ProtoZe je na metrickych prostorech definovana konvergence i okoli bodd, 1ze defino-
vat spojitost stejné€ jako v euklidovskych prostorech.

Vzhledem ke srovnani s dal§imi definicemi je 1épe volit € — ¢ definici.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva spo-
jité, jestlize pro kazdé x € X a kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze je-li d(z,y) < 9, je

e(f(z), fly)) <e.

POZOROVANI. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro f : (X, d) — (Y, e):
1. f je spojité.
2. Pro kazdé x € X a kazdé okoli V bodu f(z) v (Y, e) existuje okoli U bodu z v
(X,d),ze f(U) C V.
3. Vzor f~1(G) kazdé oteviené mnoziny z (Y, e) je oteviend mnozina v (X, d).
4. Vzor f~1(G) kazdé uzaviené mnoziny z (Y, e) je uzaviena mnoZina v (X, d).

5. f zachovava konvergenci, tj. f(x,) — f(x) v prostoru (Y, e) pokud posloupnost
{x,} konverguje k = v prostoru (X, d).

6. Pro kazdou mnozinu A C X je f(A) C f(A).

DEFINICE. Ma-li spojité zobrazeni inverzni spojité zobrazeni, nazyva se homeomor-
fismus.
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POZOROVANI. Metriky d, e na mnoziné¢ X jsou ekvivalentni pravé kdyz obé iden-
tickd zobrazeni (X,d) — (X, e) a (X, e) — (X, d) jsou spojita (tj., identické zobrazeni
(X,d) — (X, e) je homeomorfismus).

Zobrazeni mezi metrickymi prostory je spojité praveé kdyzZ je spojit€ mezi prostory,
které jsou jim ekvivalentni.

Existuje znacné silnéjs$i pojem nez ekvivalentni metriky, ktery dava jistou ekvivalenci
mezi metrickymi prostory.

Takto ekvivalentni prostory se nedaji rozliSit metodami teorie metrickych prostort:

DEFINICE. Dva metrické prostory (X,d) a (Y, e) se nazyvaji isometrické, jestlize
existuje zobrazeni f z X naY takové, Ze e(f(x), f(y)) = d(x,y) pro vSechna x,y € X.
Zobrazeni f se pak nazyva isometrie.

DEFINICE. Jsou-li X, Y metrické prostory, zna¢i C, (X, Y") podprostor F, (X, Y') vS§ech
omezenych spojitych zobrazeni z X do Y.

POZOROVANI. C,(X,Y) je uzavieny v F,(X,Y).

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3

CvicCeni 3
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STEJNOMERNA SPOJITOST

Stejné jako na R 1ze definovat stejnomérnou spojitost i v metrickych prostorech.

Uvédomte si, Ze nasledujici definice se 1iSi od definice spojitosti jen v posunuti kvan-
tifikatoru pro kazdé x.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X, d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva stejno-
mérné spojité, jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0tak, zeje-lix,y € X ad(z,y) < 9,
jee(f(z), f(y) <e.

Zieymé je kazdé€ stejnomérné spojité zobrazeni spojité.

Stejnoméerna spojitost ma méne hezkych charakterizaci nez spojitost.

Nelze pouZit konvergenci posloupnosti, ale Ize pouZit konvergence dvojice posloup-
nosti k diagonale, jak je uvedeno ve druhé polozce Treti polozka je velmi zajimava
a to, Ze implikuje stejnomérnou spojitost neni zcela snadné (dikaz tu nebude uveden.
nicméné nevyzaduje zadnych dalSich znalosti a muzete se pokusit ho provést, navod je
v Pozndmkdch).

POZOROVANI. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro zobrazeni f
(Y e):
1. f je stejnomérné spojité.

2. Jestlize d(x,,, y,) — 0, pak e( f(x,
v X

3. Je—li.A, B cC X ad(A,B)=0,pake(f(A), f(B)) =0.

(X, d) —

), f(yn)) — 0, pro libovolné posloupnosti {x, }, {y,
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Pro definici stejnomérné ekvivalence metrik se hodi pouzit analogie charakterizace
topologické ekvivalence pomoci identickych zobrazeni:

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji stejnomérné ekvivalentni,
jestliZe identickd zobrazeni (X, d) — (X, e)a (X, e) — (X, d) jsou stejnomérné spojita.

Vice nez stejnomerna ekvivalence metrik se pouziva tzv. lipschitzovska ekvivalence
odvozena z lipschitzovskych zobrazeni.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X, d) — (Y, ) mezi metrickymi prostory se nazyva lipshit-

zovské, jestliZe existuje nezaporné Cislo k tak, Ze e(f(x), f(y)) < kd(x,y) pro libovolna
x,y € X.

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoZiné X se nazyvaji lipschitzovsky ekvivalentni,
jestlize identickd zobrazeni (X,d) — (X,e) a (X,e) — (X, d) jsou lipshitzovské, tj.
existuji kladné konstanty k, [ tak, ze kd(x,y) < e(x,y) < ld(z,y).

POZOROVANI. Kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnom&mné spojité a tedy lipschi-
tzovsky ekvivalentni metriky jsou stejnomérné ekvivalentni.

Poznamky 4 Priklady 4 Otéazky 4

Uceni 4
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UPLNOST

DEFINICE. Posloupnost {x,} v metrickém prostoru (X, d) se nazyva cauchyovska,

jestlize pro kazdé £ > 0 existuje index k € N tak, Ze pro kazdé m.n > k je d(x,, x,,) <
£.

DEFINICE. Metricky prostor (X, d) se nazyva uplny, jestlize kazda jeho cauchyovska
posloupnost je konvergentni.

Prostory R" jsou tplné pro vSechna prirozena n.

POZOROVANI.

1. Stejnomérné spojité zobrazeni f : (X, d) — (Y, e) zobrazuje cauchyovské posloup-
nosti v X do cauchyovskych posloupnosti v Y.

2. Uzavieny podprostor uplného prostoru je uplny.
3. Uplny podprostor metrického prostoru je uzavieny.

4. Soucin tplnych prostort je tplny.

VETA. Prostor F,(X,Y) (a tedy i prostory C,(X,Y) a U, (X,Y)) je tplny, pokud je
prostor Y uplny.
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VETA. Necht f je stejnomérné spojité zobrazeni podmnoziny A metrického prostoru
(X, d) do tiplného metrického prostoru (Y, e). Pak existuje stejnomérné spojité zobrazeni

F: A — (Y, e), které se na A shoduje s f.

Zobrazeni na mnoZziné B, které se shoduje na mnoziné A C B se zobrazenim f se
nazyva rozsifenim zobrazeni f (z mnoziny A) na mnoZinu B.

Reélna Cisla byla konstruovana jako jisté uplné rozsifeni raciondlnich Cisel.
Tento postup lze pouzit 1 obecnéji v metrickych prostorech.

VETA. Kazdy metricky prostor je (hustym) podprostorem néjakého tiplného prostoru.

VETA. Je-li metricky prostor (X, d) hustym podprostorem dvou tplnych prostort Z;, Zs,
pak existuje isometrické zobrazeni Z; na Zs, které je identické na X.

DEFINICE. Uplny prostor, ktery obsahuje metricky prostor X jako husty podprostor,
se nazyva zuplnéni prostoru X.

Na zavér této Casti o uplnosti budou uvedena néktera tvrzeni platna v uplnych prosto-
rech.

Prvni dvé tvrzeni byla dokazovéna v ¢asti o redlnych Cislech.

VETA. (Cantor) Metricky prostor (X, d) je tplny, pravé kdyZ kazdd monoténni po-
sloupnost neprazdnych uzavienych mnozin, jejichZ priméry konverguji k 0, ma ne-
prazdny prinik.
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VETA. (Baire) Prinik spo¢etné mnoha hustych otevienych mnoZin v tplném metric- |LEKCE2-MTR

kém prostoru je husty.

Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce.

VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném uplném metrickém prostoru X.
Pak existuje xy € X tak, Ze f(x) = .

Bod x s vlastnosti z pfedchozi véty se nazyva pevny bod zobrazeni f.

Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5

CvicCeni 5
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KOMPA KTN O S T LEKCE29-MTR

metrika

V uplnych prostorech mé kazda cauchyovska posloupnost hromadny bod. konvergence
JestliZe se tato vlastnost zesili na libovolné posloupnosti, dostane se znacné siln€jSi Sk ¢ o wavrene
vlastnost, kterd do jisté miry nahrazuje konecnost v nekonecnych prostorech. mnoZiny

uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky

DEFINICE. Metricky prostor se nazyva kompaktni, jestlize kazda jeho posloupnost = iopologicks
obsahuje konvergentni podposloupnost. vlastnost

husta mnozina
fidka mnoZzina

Neékteré nasledujici vlastnosti jsou podobné vlastnostem tplnosti. pogl-};g;‘:g;’“e
kartézsky soucin
POZOROVANI otost
. Spojitost
o . c s homeomorfismus
1. Uzavieny podprostor kompaktniho prostoru je kompaktni. isometrie
. . . . o . stejnomérnd spojitost
2. Kompaktni podprostor metrického prostoru je uzavieny. stejn.ckvivalence
llpschltzquké zobr.
3. Soucin kompaktnich prostord je kompaktni. g;‘;ggg;’vska posl.
00, . P Sifeni zobr.
4. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni. pphent

Cantorova véta

5. Podprostor euklidovského prostoru je kompaktni praveé kdyz je uzavieny a omezeny. = Baireova véta

Banachova véta

kompaktnost
Nyni budou uvedeny hlubsi vlastnosti kompaktnosti. K tomu je potieba nékolika de- =~ 2"
finic. Lebesgueovo Cislo

totalni omezenost

Soustava S (otevienych) podmnozin X se nazyva (oteviené) pokryti X, jestlize  Tietzovaveia
Stoneova—
U 8 = X . We\:]ierstrassova

véta

Podmnozina A metrického prostoru X se (pro r > () nazyva r-sit’, jestlize vzdale- ponsmky
nosti riznych bodd mnoZiny A jsou alespon r. Podle Zornova lemmatu existuje v .X L.~ 5 07809

. / 7/ /7 . 7/ /. 4 o 7 . Ve pd pd o4 pd Pi’.fklady
maximalni r-sit’, tj. takova r—sit’, ze kazdy bod X je od néjakého bodu této sité¢ vzdalen 123456789
o méné nez r. | t§Z3y4 56789
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1. Kompaktni prostor je separabilni.

2. Pro kazdé otevrené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné Cislo r (tzv. Le-
besgueovo Cislo) takové, Ze libovolnd podmnozina X o priméru nejvys r je obsazena
v n¢jaké mnozin€ z daného pokryti.

VETA. Metricky prostor X je kompaktni pravé kdyz z kazdého otevieného pokryti X
I1ze vybrat konecné pokryti X.

KdyzZ se v definici kompaktnosti uvazuji pokryti jen koulemi se stejnymi polomery,
dostane se vetsi trida prostort, kterd je také dilezita:

DEFINICE. Metricky prostor X se nazyva totalné omezeny, jestlize, pro kazdé » > 0,

z libovolného pokryti X otevienymi koulemi s primérem alespon r 1ze vybrat konecné
pokryti X.

POZOROVANI.

1. Metricky prostor je totalné omezeny pravé kdyz, pro kazdé » > 0, libovolna r-sit’ v
X je konecna.

Podprostor totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

Uzavér totdlné omezeného prostoru je totalné omezeny.

Soucin totdlné omezenych prostort je totdlné omezeny.

Stejnomérné spojity obraz totalné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

SN O

Podmnozina euklidovského prostoru je totalné omezena praveé kdyz je omezena.
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VETA. Metricky prostor je kompaktni praveé kdyz je tplny a totalné omezeny.

DUSLEDEK. Zuplnéni totdlné omezeného prostoru je kompaktni.




DODATKY

VETA. (Tietze) Kazdé spojité zobrazeni z uzaviené podmnoziny metrick€ého prostoru
X do R lIze spojité rozsitit na celé X.

VETA. (Stone, Weierstrass) Necht X je kompaktni metricky prostor a A je podokruh
C.(X) obsahujici konstantni zobrazeni a oddélujici body X. Pak A je husty v C,(X).

Poznamky 6 Piiklady 6 Otazky 6

CviCeni 6
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