METRICKE PROSTORY

V reédlnych Cislech byla konvergence definovana bud’ pomoci vzdéalenosti dvou bodi nebo pomoci uspora-

déni. Druhy pfistup uz vSak nejde pouZzit v euklidovskych prostorech vyssi dimenze, a proto konvergence pomoci
vzdalenosti je vhodnéjsi.

METRICKY PROSTOR

Z chovani vzdélenosti v euklidovskych prostorech se vyberou zdkladni vlastnosti, které se stanou axiomy pro
abstraktni pojem vzdalenosti, nazvany metrika.

Tvrzeni dokdzand pro tento obecny pojem lze pak pouZit pro vSechny struktury s konkrétni vzdalenosti.

DileZitou aplikaci budou metriky v prostorech funkci.

DEFINICE. Necht X je mnozina a d funkce pfifazujici kazdé dvojici (z,y) z X nezdporné redlné ¢islo d(z, y)
majici vlastnosti:

I. prox,y € X jed(x,y) = 0 pravé kdyz x = y;
2. (symetrie) d(x,y) = d(y, z) pro kazdé z,y € X;
3. (trojihelnikové nerovnost) d(z, y) < d(x, z) + d(z,y) prokazdé x,y, z € X.
Funkce d se pak nazyvd metrika na X a dvojice (X, d) se nazyva metricky prostor.
Ziejmym zpusobem se definuje vzddlenost bodu a a mnoziny A od mnoZziny B a primér mnoZiny A:
d(a, B) = inf{d(a,b);b € B}, d(A,B)=inf{d(a,b);a € A,b € B},

diam A = sup{d(a,b);a,b € A}.

DEFINICE. V metrickém prostoru (X, d) posloupnost {z,} konverguje k bodu 2 € X (nebo m4 za limitu bod
z € X), jestlize d(xp, x) — 0.

Znaceni: x,, — x nebo lim x,, = x.

DEFINICE. Okoli bodu z v metrickém prostoru (X, d) je kazdd mnoZina obsahujici otevienou kouli By , =
{y;d(z,y) < r} pro néjaké r > 0.

Pomoci konvergence nebo okoli Ize definovat v§echny podstatné pojmy, které byly pouZzivany v euklidovskych
prostorech:

DEFINICE. Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyvé oteviend, jestlize kazdy bod A ma okoli celé
lezici v A (tj. Zadnd posloupnost z X \ A nekonverguje k bodu z A).

Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék X \ A je otevieny (tj.
limity konvergentnich posloupnosti z A lezi v A).

DEFINICE. Uzavér mnoziny A v metrickém prostoru (X, d) je mnoZina vSech limitnich bodt posloupnosti z A
(a znadf se A).

VETA. Soubor viech otevienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) ma nasledujici vlastnosti:
1. ) a X jsou oteviené mnoZziny;

2. sjednoceni libovolného poctu otevienych mnoZin je oteviend mnozina;



3. prinik kone¢ného poctu otevienych mnozin je oteviend mnoZzina.

DUSLEDEK. Soubor viech uzavienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) ma nasledujici vlastnosti:
1. ) a X jsou uzaviené mnoZiny;
2. prinik libovolného poctu uzavienych mnoZin je uzaviena mnoZina;

3. sjednoceni kone¢ného poctu uzavienych mnoZin je uzaviend mnoZina.

VETA. Uzévér v metrickém prostoru (X, d) ma nésledujici vlastnosti:
1. 0 =0;
2. AC Aprokazdé A C X;

AUB=AUBprokaidé A,B C X;

W

4. A =Aprokazdé A C X.

MiZe se stdt, ze dv€ razné metriky urcuji totoZné konvergence (napf. na R obvykld metrika |« — y| a metrika
2z —y.

Pokud je pro dalsi potfebu hlavni konvergence a nikoli vzdalenost, je mozné pouZzit vhodnéjsi metriku, kterd
ma stejnou konvergenci.

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji (topologicky) ekvivalentni, jestlize metrické prostory
(X, d) a (X, e) maji totozné konvergentni posloupnosti.

Ekvivalentni metriky (jinak feceno: ekvivalentni metrické prostory) maji tedy stejné oteviené mnoZiny, stejné
uzaviené mnoZziny, stejné uzavéry mnozin.

Pojmy, které se nezméni zdménou metrik za ekvivalentni, se nazyvaji topologické.

Kromé jiZ uvedenych tam néleZi i nésledujici vlastnosti:

DEFINICE. Podmnozina metrického prostoru X se nazyva hustd, jestlize jeji uzavér je cely prostor X.
PodmnoZina metrického prostoru X se nazyva tidkd, jestlize doplnék jejtho uzavér je husty.
Podmnozina metrického prostoru X se nazyva 1.kategorie, jestlize je sjednocenim spocetné mnoha fidkych
mnozin.
Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize ma spocetnou hustou ¢ast.

Pozndmky 1  Piiklady 1  Otdzky 1

Uceni 1

Konstrukce

Je trivialni, Ze ziZeni dy metriky d z mnoZiny X na mnoZinu Y je opét metrika (pfesnéji by se mélo fici ziizeni
zX X XnaY xY).
DEFINICE. Je-li (X,d) metricky prostor a Y podmnoZina X, nazyvé se dvojice (Y, dy ) metricky podprostor
prostoru (X, d).



DEFINICE. Jsou-li (X, d) a (Y, e) metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je metricky prostor (X x Y/ p),
kde p((z1,91), (56273/2)) = d(z1,22) + e(y1,y2).

DEFINICE. Jsou-li (Xy,,dy) pro n 6 N metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je metricky prostor
dn nsyn
(521 Xn, p). kde p({zn}. {yn}) = Z Wéﬁm))

POZOROVANI. Posloupnost {z,} v (II>_ X', p) konverguje k bodu « pravé kdyz, pro kazdé k € N, projekce
této posloupnosti do X} konverguje k projekci bodu = do X..

Na nespocetnych soucinech asponi dvoubodovych prostort nelze definovat metriku tak, aby platila ptedchozi
véta.

Nicméné, pro specidlni podmnoZinu i nespocetnych mocnin 1ze definovat velmi dileZitou metriku, kterd dava
stejnomérnou konvergenci:

DEFINICE. Symbolem F,(X,Y") se zna¢i mnoZina omezenych funkci z mnoziny X do metrického prostoru
(Y, d) opatfend metrikou p(f, g) = sup{d(f(z),g(z));z € X}.
Pismeno Y se v oznaceni Fy,(X,Y’) vynechdvd, je-li Y = R.

POZOROVANI. Posloupnost {f,,} v Fu(X,Y) konverguje k funkci f pravé kdyz konverguje stejnomérné, tj.
pro kazdé e > 0 existuje k tak, Ze pro vSechna n > k a v§echna z € X je d(fn(x), f(2)) < e.

Poznamky 2 Priklady 2  Otazky 2

SPOJITA ZOBRAZENI

ProtoZe je na metrickych prostorech definovana konvergence i okoli bodu, 1ze definovat spojitost stejné jako v
euklidovskych prostorech.

Vzhledem ke srovnani s dal$imi definicemi je lépe volit € — ¢ definici.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, ¢) mezi metrickymi prostory se nazyva spojité, jestlize pro kazdé x € X
akazdé e > 0 existuje & > 0 tak, Ze je-li d(z,y) < 6, je e(f(x), f(y)) < e.
POZOROVANI. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro f : (X, d) — (Y, e):

1. f je spojité.

2. Prokazdé x € X akazdé okoli V bodu f(x) v (Y, e) existuje okoli U bodu z v (X,d), ze f(U) C V.

3. Vzor f~1(G) kazdé oteviené mnoziny z (Y, ¢) je oteviend mnoZina v (X, d).

4. Vzor f~1(@) kazdé uzaviené mnoziny z (Y, ¢) je uzaviend mnozina v (X, d).

5. f zachovéavd konvergenci, tj. f(zn) — f(z) v prostoru (Y, e) pokud posloupnost {xy, } konverguje k = v
prostoru (X, d).

6. Pro kazdou mnozinu A C X je f(A4) C f(A).



DEFINICE. Mai-li spojité zobrazeni inverzni spojité zobrazeni, nazyva se homeomorfismus.

POZOROVANI. Metriky d, e na mnoZing X jsou ekvivalentni pravé kdyZ ob& identickd zobrazeni (X,d) —
(X,e)a(X,e) — (X,d) jsou spojita (tj., identické zobrazeni (X, d) — (X, e) je homeomorfismus).

Zobrazeni mezi metrickymi prostory je spojité pravé kdyZ je spojité mezi prostory, které jsou jim ekvivalentni.

Existuje znacné silnéjs$i pojem neZ ekvivalentni metriky, ktery dava jistou ekvivalenci mezi metrickymi pro-
story.

Takto ekvivalentni prostory se nedaji rozliSit metodami teorie metrickych prostort:

DEFINICE. Dva metrické prostory (X, d) a (Y, e) se nazyvaji isometrické, jestlize existuje zobrazeni f z X na
Y takové, Ze e(f(x), f(y)) = d(z,y) pro viechna z,y € X. Zobrazeni f se pak nazyva isometrie.

DEFINICE. Jsou-li X,Y metrické prostory, zna¢i C,,(X,Y") podprostor F,(X,Y") vSech omezenych spojitych
zobrazeniz X do Y.

POZOROVANI. C,(X,Y) je uzavieny v Fy, (X,Y).

Poznamky 3  Piiklady 3  Otazky 3

Cviceni 3

STEJNOMERNA SPOJITOST

Stejné jako na R 1ze definovat stejnomérnou spojitost i v metrickych prostorech.

Uvédomte si, Ze nasledujici definice se lisi od definice spojitosti jen v posunuti kvantifikatoru pro kazdé x.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyvd stejnomérné spojité, jestlize pro
kazdé e > 0 existuje § > 0 tak, Ze je-li x,y € X ad(x,y) < d,jee(f(z), f(y)) < e.

Ziejmé je kazdé stejnoméerné spojité zobrazeni spojité.
Stejnomérnd spojitost ma méné hezkych charakterizaci nez spojitost.

Nelze pouzit konvergenci posloupnosti, ale 1ze pouZzit konvergence dvojice posloupnosti k diagondle, jak je
uvedeno ve druhé poloZce. Treti poloZka je velmi zajimava a to, Ze implikuje stejnomérnou spojitost neni zcela
snadné (dikaz tu nebude uveden. nicméné nevyZaduje zadnych dal§ich znalosti a miizete se pokusit ho provést,
navod je v Pozndmkdch).

POZOROVANI. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro zobrazeni f : (X, d) — (Y, e):

1. f je stejnomérné spojité.

2. Jestlize d(zp, yn) — 0, pak e(f(xn), f(yn)) — 0, pro libovolné posloupnosti {zp}, {yn} v X.

3. Je-li A,BC X ad(A,B)=0,pake(f(A), f(B)) =0.

Pro definici stejnomérné ekvivalence metrik se hodi pouZit analogie charakterizace topologické ekvivalence
pomoci identickych zobrazent:

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji stejnomérné ekvivalentni, jestlize identickd zobrazeni
(X,d) — (X,e)a(X,e) — (X,d) jsou stejnomerné spojita.



Vice nez stejnomérnd ekvivalence metrik se pouziva tzv. lipschitzovskd ekvivalence odvozend z lipschitzov-
skych zobrazeni.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyvé lipshitzovské, jestlize existuje
nezdporné Cislo k tak, ze e(f (), f(y)) < kd(x,y) pro libovolnd z,y € X.

DEFINICE. Dveé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji lipschitzovsky ekvivalentni, jestliZe identickd zobrazeni
(X,d) — (X,e) a (X,e) — (X,d) jsou lipshitzovské, tj. existuji kladné konstanty k,[ tak, ze kd(z,y) <
e(z,y) < ld(z,y).

POZOROVANI. Kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomérn& spojité a tedy lipschitzovsky ekvivalentni met-
riky jsou stejnomérné ekvivalentni.

Poznamky 4  Piiklady 4  Otazky 4

Uceni 4
UPLNOST

DEFINICE. Posloupnost {x,} v metrickém prostoru (X, d) se nazyva cauchyovskd, jestlize pro kazdé £ > 0
existuje index k € N tak, Ze pro kazdé m.n > k je d(xn,xm) < €.

DEFINICE. Metricky prostor (X, d) se nazyva tplny, jestlize kazdd jeho cauchyovskd posloupnost je konver-
gentni.

Prostory R" jsou uplné pro vSechna pfirozena n.

POZOROVANI.

1. Stejnomérmné spojité zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) zobrazuje cauchyovské posloupnosti v X do cauchyov-
skych posloupnosti v Y.

2. Uzavieny podprostor uplného prostoru je uplny.
3. Uplny podprostor metrického prostoru je uzavieny.

4. Soucin tplnych prostorti je Gplny.

VETA. Prostor F,(X,Y) (atedy i prostory C,(X,Y) ally(X,Y)) je tplny, pokud je prostor Y tplny.

VETA. Necht f je stejnomérné spojité zobrazeni podmnoziny A metrického prostoru (X, d) do dplného me-
trického prostoru (Y, e). Pak existuje stejnomérné spojité zobrazeni F' : A — (Y, e), které se na A shoduje s

I

Zobrazeni na mnoZiné B, které se shoduje na mnoZiné A C B se zobrazenim f se nazyva rozsifenim zobrazeni
f (z mnoZiny A) na mnoZinu B.

2 N2

Redlna Cisla byla konstruovana jako jisté tplné rozsiteni raciondlnich Cisel.

Tento postup lze pouZit i obecnéji v metrickych prostorech.



VETA. Kazdy metricky prostor je (hustym) podprostorem néjakého tplného prostoru.

VETA. Je-li metricky prostor (X, d) hustym podprostorem dvou dplnych prostort Z1, Zs, pak existuje isomet-
rické zobrazeni Z1 na Zs, které je identické na X.

DEFINICE. Uplny prostor, ktery obsahuje metricky prostor X jako husty podprostor, se nazyva ziplnéni prostoru
X.

Na zavér této Casti o iplnosti budou uvedena néktera tvrzeni platna v Gplnych prostorech.

Prvni dvé tvrzeni byla dokazovéana v Casti o redlnych Cislech.

VETA. (Cantor) Metricky prostor (X, d) je Gplny, pravé kdyz kazdd monoténni posloupnost neprazdnych uza-
vienych mnoZin, jejichZ priméry konverguji k 0, ma neprazdny prinik.

VETA. (Baire) Priinik spocetné mnoha hustych otevienych mnoZin v tiplném metrickém prostoru je husty.

Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce.

VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném dplném metrickém prostoru X . Pak existuje zg € X tak,
ze f(xg) = .

Bod xq s vlastnosti z predchozi véty se nazyva pevny bod zobrazeni f.

Poznamky 5  Piiklady 5 Otdzky 5

Cviceni 5

KOMPAKTNOST

V tplnych prostorech ma kazda cauchyovska posloupnost hromadny bod.

e e

Jestlize se tato vlastnost zesili na libovolné posloupnosti, dostane se znacné silnéjsi vlastnost, kterd do jisté
miry nahrazuje kone¢nost v nekonecnych prostorech.

DEFINICE. Metricky prostor se nazyva kompaktni, jestlize kazda jeho posloupnost obsahuje konvergentni pod-
posloupnost.

Nékteré nasledujici vlastnosti jsou podobné vlastnostem tplnosti.
POZOROVANI.

1. Uzavieny podprostor kompaktniho prostoru je kompaktni.

2. Kompaktni podprostor metrického prostoru je uzavieny.

3. Soucin kompaktnich prostort je kompaktni.

4. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni.

5. Podprostor euklidovského prostoru je kompaktni pravé kdyZ je uzavieny a omezeny.



Nyni budou uvedeny hlubsi vlastnosti kompaktnosti. K tomu je potfeba nékolika definic.
Soustava S (otevienych) podmnoZin X se nazyvd (oteviené) pokryti X, jestlize JS = X.

PodmnoZina A metrického prostoru X se (pro r > 0) nazyva r-sit’, jestlize vzdélenosti riiznych bodi mnoZiny
A jsou alespori r. Podle Zornova lemmatu existuje v X maximalni r-sit’, tj. takovd r—sit’, Ze kazdy bod X je od
néjakého bodu této sité vzdalen o méné nez r.

VETA.
1. Kompaktni prostor je separabilni.

2. Pro kazdé oteviené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné ¢islo r (tzv. Lebesgueovo &islo) takové,
Ze libovolnd podmnoZina X o priméru nejvys r je obsaZena v néjaké mnoZiné z daného pokryti.

VETA. Metricky prostor X je kompaktni pravé kdy? z kazdého otevieného pokryti X Ize vybrat kone&né pokryti
X.

KdyZ se v definici kompaktnosti uvazuji pokryti jen koulemi se stejnymi poloméry, dostane se vétsi tfida
prostort, kterd je také dilezita:

DEFINICE. Metricky prostor X se nazyva totalné omezeny, jestlize, pro kazdé r > 0, z libovolného pokryti X
otevienymi koulemi s primérem alespori r 1ze vybrat kone¢né pokryti X .

POZOROVANI.

1. Metricky prostor je totdlné omezeny praveé kdyz, pro kazdé r» > 0, libovolna r-sit’ v X je kone¢nd.

N

Podprostor totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.
Uzavér totalné omezeného prostoru je totdlné omezeny.
Soucin totdlné omezenych prostori je totalné omezeny.

Stejnomérné spojity obraz totdlné omezeného prostoru je totdln€ omezeny.

AN

PodmnoZina euklidovského prostoru je totdlné omezend pravé kdyZ je omezenad.

VETA. Metricky prostor je kompaktni pravé kdyZ je tplny a totdlné omezeny.

DUSLEDEK. Ztplnéni totdln¢ omezeného prostoru je kompaktni.

DODATKY

VETA. (Tietze) Kazdé spojité zobrazeni z uzaviené podmnoziny metrického prostoru X do R lze spojité rozsitit
na celé X.

VETA. (Stone, Weierstrass) Necht' X je kompaktni metricky prostor a A je podokruh C,, (X ) obsahujici konstantn{
zobrazeni a oddélujici body X . Pak A je husty v C,,(X).

Pozndmky 6  Piiklady 6  Otdzky 6

Cviceni 6
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