TEORIE MIRY

V nékterych predchozich kapitoldch jste se setkali s méfenim velikosti mnozin a vite,
jaké byly t€zkosti s méfenim mnozin i na realné ose.

Kvili témto tézkostem se méfeni zuZilo jen na délku intervali a jejich spocetna sjed-
noceni.

Velikost (neboli mira) takovéto mnoZiny byl soucet délek intervald.

Je mozné najit metodu, jak mérit libovolné podmnoziny primky (nebo euklidovského
prostoru)?

Vzpomeite si, Ze napr. v roviné se obsah slozit€jSi mnoziny P pocital jako integral
z funkce konstantnf na P s hodnotou 1 (takova funkce, ktera se dodefinuje na zbylych
bodech prostoru hodnotou 0, se nazyva charakteristicka funkce mnoziny A).

Pokud se vezme obecny integral (napriklad Lebesgueiiv) a mira mnoZiny se definuje
jako integral z charakteristické funkce této mnoziny, dostane se jiz velik4 tfida mnozin,
které se timto zptisobem daji méfit (nikoli vSak vSechny).

V abstraktni teorii miry se postupuje podobné jako v metrickych prostorech.

Z vlastnosti velikosti mnoZzin se vyberou ty podstatné a ty se ur¢i jako axiomy pro
miru.

Mira a integrdl spolu tizce souvisi.
Jak bylo feceno vySe, integral urCuje miru.
Ale existuje 1 opacny postup: z abstraktniho pojmu miry lze vytvorit teorii integralu.

Mira udava nejen velikost mnozin, ale pouZziva se i jako pravdépodobnost.
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Algebra mnozin

Jak bylo naznaCeno v uvodu, miry ziskané z integralu nejsou definovany na vSech
podmnoZinéach.

Soustava mnoZzin, na kterych je takova mira snadno definovana, ma jisté vlastnosti
shrnuté v nasledujici definici.

DEFINICE. Necht X je neprdzdnda mnozina. Soustava S podmnozin X se nazyva
algebra, jestlize S je uzaviend na kone¢nd sjednoceni, dopliikky a obsahuje ().

Algebra se nazyva o-algebra, jestlize je uzaviend na spocCetna sjednoceni.

POZOROVANI.

1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) priniky a
obsahuje X.

2. Priinik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnozin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), kterd
tento systém obsahuje.
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DEFINICE. Mira na o-algebie S je zobrazeni i : S — [0, oo| majici vlastnosti

L. p(0) = 0;

Posledni vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

POZOROVANI.

Mira

1(A;), jakmile { A, } je posloupnost navzajem disjunktnich mnozin

1.Je-liA,BeSaAcC B,jeu(A) < u(B).

2. Je-li {A,} posloupnost z S, je u( | A,)
n=1

4. Je-li {A,} klesajici posloupnost z S a p(A;) < oo, je pu( ) An) = lim p(A,).
n=1 L

Druha uvedend vlastnost se nazyva o-subaditivita, ob€ posledni vlastnosti vyjadiuji
jistou spojitost miry (viz téz Otdzky). ~

3. Je-li {A,} rostouci posloupnost z S, je pu( | A,)

n=1

< > u(Ay)

= lim p(A,).
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Trojice (X, S, i), kde S je o-algebrana X a y je mira na S, se nazyva prostor s mirou
(dvojice (X, S) se obvykle nazyva méftitelny prostor).

Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je
p(X) = 1.
Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati

ACBeS, uB)=0,pak AeS.

VETA. Pro prostor s mirou (X,S, ) seoznati S = {AUN; A€ S,N C B, u(B) =0}
apro P = AU N z definice S se definuje 1i(P) = j(A). Pak S je o-algebra obsahujici
S a1 je uplna mira na S, ktera rozsituje L.

Prostor s mirou (X, S, 7i) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, ).

POZOROVANI. Je-li (X, S, ) ziplnéni méfitelného prostoru (X, S, 1) a i je mira na
S, kterd rozsifuje 1, pak 1 = u.

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1

CvicCeni 1 Uceni 1
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V této Casti bude uveden jiny zptsob rozsiteni miry, ktery v pfirozenych situacich
vede opét ke zuplnéni.

Nejdrive se i rozsiti na vSechny podmnoziny X, ale nelze oCekdvat, ze takovéto rozsi-
feni bude mirou (bude nutné oslabit o-aditivitu). Potom se vezme maximalni o-algebra,
na kter€ je toto rozsifeni mirou.

DEFINICE. Submira na mnoZiné X je zobrazeni v : S — [0, co| majici vlastnosti

1. v(0) = 0;

v(A

n=

Uvedena submira je p* generovand mirou ;4 a nazyva se vnejsi submira miry p.

DEFINICE. Necht v je submira na X. Podmnozina A C X se nazyva v-méritelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA)+v(P\A).

) < AC BCX;
3. V( Elen) <

Submira

A,), jakmile { A, } je posloupnost podmnoZin X.
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e Systém M vSech v-méfitelnych mnoZin je o-algebra na X a ziZeni 77 submiry v na
M je uplna mira.

e Je-li submira v generovana mirou  definovanou na S, pak S C M a ziZeni vy na S
je rovno .

Je-li (X, M, V) vytvoieno z vn&j§i submiry p* miry p, znali se jako (X, S, 71) a nazyva
se Carathéodoryho rozsifeni prostoru s mirou (X, S, ).

Nasledujici pozorovani ukazuje jednoznacnost predchoziho rozsiteni v pripad¢ tzv. o-

konecné miry, kterd je definovana pozadavkem X = [ J X,,, kde u(X,,) < oo pro kazdé

n=1
n

'V dikazu pouZijte nejdfive predpoklad p(X) < oo a rovnost 7(A) + (X \ A) =
a(A)+v(X\ A).

POZOROVANIL. Je-li (X, S, 7i) Carathéodoryho roziifeni o-kone¢ného prostoru (X, S, 1),

a /1t je mira na M, ktera rozsituje u, pak i = .

VETA. Carathéodoryho rozifeni o-kone¢ného prostoru je jeho ziplnén.
Poznamky 2 Priklady 2 Otéazky 2

CvicCeni 2 Uceni 2
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Lebesgueova mira na R

V této Casti bude X = R.

Jak jiz bylo zminéno, abstraktni definice miry nemtiZe obsahovat pozadavek, aby po-
sunuti mnoziny neménilo hodnotu miry.

Pro euklidovské prostory je tento pozadavek zcela prirozeny (pokud se jednd o geo-
metricky pohled).

Navic je tu dalsi pozadavek, aby mira intervalu byla jeho délka a mira bodu byla 0.

Necht’ p je iplna mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje
obéma predchozim pozadavkiim.

Systém vSech konecnych sjednoceni intervalii a kone¢nych mnoZin je algebra S a
kazdé takovéto sjednoceni 1ze vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervali a
kone¢né mnoZiny.

Odtud plynou hodnoty 1 na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

DalSim krokem je zjisténi hodnot i na o-algebtfe BB borelovskych mnoZin. Algebra 13
se konstruuje transfinitni indukci: k S se ptidaji vSechna spocetnd sjednoceni prvki S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku wq, kde se postup zastavi.

Je velmi snadné si uvédomit, zZe pridavana spocCetna sjednoceni mohou byt brana jako
spocetna sjednoceni disjunktnich mnoZzin. Z toho vyplyvéa, Ze © ma hodnoty na mnozi-
nach z B opét jednoznacné dany. Tedy (podle predchozi Casti) je ma jednoznacné dany i
na zaplnéni (R, B, u).

Stejny vysledek se dostane pouzitim zdplnéni (S, 1)). Da se ukazat, Ze toto ziplnéni

uz je rovno M. Prvky M se nazyvaji lebesgueovsky méritelné mnoziny. Mira p na M
se nazyva Lebesgueova mira.
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1. Lesgueova mira \ je o-koneCna.

2. Pro kazdou lebesgueovsky méritelnou mnozinu P a pro kazdé € > ( existuje ote-
viend mnozina G D P tak, ze \(G \ P) < ¢. Je-li navic P omezend, existuje kom-
paktni mnozina C' C P tak, ze A\(P \ C) < e.

3. Existuje lebesgueovsky méritelna mnozina, kterd neni borelovska.

4. Existuje podmnozina R, kterd neni lebesgueovsky méritelna.

Pozndmky 3 Otazky 3




Meéritelna zobrazeni

Tak jako se definovala spojitd zobrazeni mezi metrickymi prostory, je potiebné defi-
novat vhodnd zobrazeni mezi méfitelnymi prostory.

Zobrazeni mezi strukturami musi v né¢jakém smyslu zachovéavat strukturu.

V metrickych prostorech to bylo zachovavani konvergence, nebo inverzni zachovavani
otevienych mnoZin.

V meéritelnych prostorech je situace podobna jako v metrickych prostorech, uvazuji-li
se soustavy méritelnych mnozin, resp. soustavy otevienych mnozin. Pak se jiZ snadno
usoudi, Ze nasledujici definice je pravé ta vhodna.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazenti, jestlize
f~HM) € S prokazdé M € M.

Me¢éfitelna zobrazeni tu nebudou studovana v plné obecnosti. Vzhledem k pouZiti se v
dalSim textu vyklad zdZ{ na redlné méfitelné funkce, tj. méfitelna zobrazeni (X,S) —
(R, M), kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin.

POZOROVANI.

e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méritelnych funkci jsou opét méritelné
funkce.

e Je-li {f,,} posloupnost méfitelnych funkci, jsou i sup f,, inf f,, limsup f,, iminf f;,
(atedy i lim f,, existuje-li) méfitelné funkce.

Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je konecna mnozina. Je to tedy linearni
kombinace konecné mnoha charakteristickych funkci a miiZze se znacit jako konecny
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soucet > a;x A;» kde x4 je charakteristickd funkce mnoZiny A, tj. m4 hodnotu 1 na A a
0 jinde.
POZOROVANL
1. Jednoduchd funkce ) | a;x 4, je méfitelnd praveé kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné.
2. Kazda nezaporna méritelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych
funkci.
3. Kazda méritelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.

Pro diikaz druhého tvrzeni rozdé€lte v n-tém kroku obor hodnot [0, co) na malé inter-
valky v [0, n] a na interval [n, co), vezméte charakteristické funkce vzori té€chto intervalt
a jejich vhodné linearni kombinace. V diikazu tietiho tvrzeni vyuZijte vztah f = f, — f_.
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V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, p)
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.
Navic se bude predpokladat, ze vSechny pouzivané miry jsou o-konecné.

DEFINICE. Pro jednoduchou funkci f = ) iy 4, se definuje jeji integrdl vztahem

Snadno se ukaze, ze definice nezavisi na volbé vyjadreni jednoduché funkce, Ze inte-
gral je na Jednoduchych funkcich linearni a zachovava nerovnosti.

Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

DEFINICE.
1. Necht' f je méfitelnd nezdpornd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

/ f dp = sup { / g du: g < f je jednoduchd funkce} |

2. Necht' f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

[ran=[fdu- [ du

3.Je-lia € § a f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZiné A

rovnosti

Integral

/f dp="> " oip(A

Lfdu=/fodu-

— (R, M, \),
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Pokud je [ f du koneény, nazyvé se f integrovatelnd a fiké se, Ze integral z f kon-
verguje.

POZOROVANL
1. Integral je linearni.
2. Integrél zachovava nerovnosti mezi funkcemi.

3. [, f du konverguje pokud je 11(A) koneCnd a f omezend méfitelna.

4. ‘fAf dﬁ‘| < [y l£] dp.

5. [, du konverguje pravé kdyz [, |f| du konverguje.

6. [, f du = 0pokud je u(A) = 0.

7. Je-li { f,,} monoténni posloupnost méfitelnych funket, je [lim f, du = lim [ f, dp.

Jestlize (X, S, u) = (R, M, \), pak pravé zkonstruovany integral je totozny s diive
popsanym (L)-integrdlem.

Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.
Je ziejmé, Ze pro A € Sje (A) = [ xa dp = [, 1 dp.

Je zieyme nutné vzit nezapornou funkci.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni neni tézky.

VETA. Necht' f je nezdpornd méfitelnd funkce a pro A € S se definuje v(A) =
[ f dp. Pak v je mira na S.
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Vztah mezi takto ziskanou mirou a ptivodni mirou vyjadiuje ndsledujici véta.

Mira v na S s vlastnosti z predchozi véty se nazyva absolutné spojitd vzhledem k L.
Predchozi véta se nazyva Radonova—Nikodymova véta a jeji dlikaz je sloZitéjsi.

STANDARDY z kapitoly

\ TEORIE MIRY \
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Algebra mnozin

DEFINICE. Necht X je neprdzdnd mnoZina. Soustava & podmnozZin X se nazyva
algebra, jestlize S je uzaviend na kone¢nd sjednoceni, dopliiky a obsahuje ().

Algebra se nazyva o-algebra, jestlize je uzaviend na spocetna sjednoceni.

POZOROVANI.

1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na kone¢né (resp. spocetné) priniky a
obsahuje X.

2. Pranik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnozin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), kterd
tento systém obsahuje.
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Mira

DEFINICE. Mira na o-algebie S je zobrazeni y : S — |0, co] majici vlastnosti
L. p(@) = 0;

2. u( U 4) =X w(Ay), jakmile { A, } je posloupnost navzdjem disjunktnich mnoZin
n=1 n=1

zS. LEKCE30-MSR
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. . Carathéodoryho
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00 Nikodymova

4. Je-li {A,} Klesajici posloupnost z S a (A1) < oo, je u( () 4y) = hgn w(Ay). atis?rlznné spojit
STANDARDY
Pozndmky
Druha uvedena vlastnost se nazyva o-subaditivita, ob€ posledni vlastnosti vyjadiuji Prkdady
jistou spojitost miry. ouny
Trojice (X, S, 1), kde S je o-algebrana X a u je mirana S, se naz§va prostor s mirou  cvieent
(dvojice (X, S) se obvykle nazyva méftitelny prostor). éj":en:lj : Z Z Z z

Posledni vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

m=ll



Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je
uX) = 1.
Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati

ACBeS uB)=0,pakAeS.

Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, ).

BOZOROVANf. Je-li (X, S, 1) ziplnéni méfitelného prostoru (X, S, ;1) a fi je mira na
S, kterd rozSituje p, pak =71

Priklad. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), ze nasledujici funkce definované na
vSech podmnozinach X, jsou mirami:

1. u(A) = 0 pro vSechna A C X;

2. Funkce rovna 0 na () a nekone¢nu na neprazdnych mnoZinéch.

3. Funkce, pfifazujici podmnoZiné X pocet jejich prvkl (nekonecno, je-li podmnoZina
ne/kor;eéné). (Tato mira je obzvlasté dilezitd na N a nazyva se ¢itaci nebo aritmetickd
mira.

4. Funkce, kterd m4 hodnotu 1 na mnoZinich obsahujici predem dany bod a 0 jinde
(Diracova mira).

Pokud vezmeme funkci i délku interval(i, Aproximaci vznikne mira na otevienych a
uzavienych mnozinach, nasledné na borelovskych mnozinach (nejmensi o-algebra ob-
sahujici oteviené mnoziny) v R . Ziplnéni této miry se nazyva Lebesgueova mira.
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Tento postup lze zobecnit ndsledovné. Necht' F' je spojitd neklesajici funkce na R.
Pak se pro interval A = (a, b) definuje pup(A) = F(b) — F(a). ZGplnéni vzniklé miry na
borelovskych mnozindch se nazyva Lebesgueova—Stieltjesova mira. (Lze brét funkce jen
zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly typu (a, b] — takto 1ze ziskat Diracovu
miru). Funkce F' byva tzv. distribucCni funkce jisté pravdépodobnosti.

Priklad. Jaka funkce F' (zprava spojitd) vytvari Diracovu miru umisténou v bodé a €
R?

Soustava borelovskych mnozin na R ma mohutnost 2%, tj. stejnou jako je mohutnost
R. (Uvédomte si, Ze kazdy otevieny interval je sjednocenim spocetné mnoha intervala s
racionalnimi konci).

Odtud vyplyva, Ze soustava borelovskych mnozin na R neni plnd vzhledem k Lebes-
gueove mite \, protoze A(C') = 0 pro Cantorovu mnoZinu (ukaZte to) a ta ma mohutnost
25. Mohutnost soustavy viech jejich podmnoZin ma proto mohutnost 2>~ a tedy v&étsi nez
2¥,

Priklad. Necht' X je nespocetnd mnozina. Oznacme 901 systém vSech spocetnych a
kospocetnych podmnozin X. Definujme mnozinovou funkci p : 9T — {0, 1} takto

u(E) =0,
pokud F je spoCetnd a
u(E) =1,
pokud F je kospoCetna. Dokazte, ze )t je o-algebra a i je mira.

Nejprve dokazme, ze 1 je o-algebra.
Podle definice mame ovérit, ze
1) 91 obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZujeme za spocetnou.
2) 9 je uzaviena na dopliiky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A“ kospo-
cetnd a pro A kospocetnou je A spocetna.
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A, €M n=12 ... implikuje A, € 9 : pokud j jsou viechny A, spocetné,
staci si Vzpomenout ze spocetne sjednoceni spocetnych mnozin je mnoZina spocetna.
Pokud je asporfi jedna z mnoZin A, kospocetnd, pak je zfejme i sjednoceni kospocetnd

mnoZzina.
Zbyva ukazat, Ze p je mira.
Ovérme tedy, ze plati

1) (@) = 0 : to je jasné (Fekli jsme, Ze prazdnd mnoZzina je spocetna).

2) spocetna aditivita: zde staci odkazat na bod 3) a definici p.
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Submira

DEFINICE. Submira na mnoZiné X je zobrazeni v : S — [0, o] majici vlastnosti
1. v(0) = 0;
2.v(A) <v(B)pro AC B C X;
=1

o0 0
3. V( U An> < > v(A,), jakmile {A,} je posloupnost podmnoZzin X. LEKCE30-MSR
n n=1 algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
méfitelny prostor
7 P o . P . . P prostor s mirou
VETA. Pro miru p na o-algebfe S na X je ndsledujici funkce p* submira: tplny prostor

zuplnéni

5 7 submira
p'(P)=inf{u(A);AeS,PC A}. Vnj3{ submira
meéfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
rozsireni
/ 7/ . * / / / /7 Vv, / 7/ L b £
Uvedend submira je u* generovand mirou p a nazyva se vnéjsi submira miry p. Lebesgueova mira
jednoducha funkce
. 7 Ve yd / \YAAl ’ inte I‘él
DEFINICE. Necht v je submira na X. Podmnozina A C X se nazyva v-méritelna, iategrovateln
pokud pro libovolné P C X plati ke
Nikodymova
— véta
V<P) T I/(P N A) + V<P \ A> : absolutné  spojitd
mira
STANDARDY
Pozna
v . ) 123456789
VETA. Necht’ v je submira na X. iy

e Systém M vsech v-méfitelnych mnoZin ie o-aleebra na X a zdZeni 7 submiry v na [$82Y
123456789

. 2 . Cviceni

M je tplnd mira. 123456789
Uceni
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Je-li (X, M, ) vytvofeno z vn&jsi submiry ;* miry z1, znadi se jako (X, S, Ji) a nazyva
se Carathéodoryho rozsireni prostoru s mirou (X, S, ).

(©.9)
o-konecna mira je mira, pro kterou plati, ze X = [ J X,,, kde u(X,,) < oo pro kazdé
n. n=1 LEKCE30-MSR
algebra mnoZzin
mira

POZOROVANIL. Je-li (X, S, 7i) Carathéodoryho rozsifeni o-kone¢ného prostoru (X, S, ) wdiivia

=~ p ) o1 e o subaditivita
mira n ktera rozsir k u = 11. méfitelny prostor
a i je a na M, kterd rozsituje u, pak 1 = 1 Ereitelny prost
Uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
meéfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
A4 . 9 7 pd VW,V . / b FeA £
Priklad. Je-li ' Cantorova funkce (tzv. d’abelské schodisté) na |0, 1], jakou ma hodnotu rozSifeni

Lebesgueova mira

1 na Cantorové mnoziné? [1]. A jakou ma hodnotu Lebesgueova mira na Cantoroveé Meéiteiné zobrazeni

jednoduchd funkce

mnOZIHé?[O] . integral
v Ve v v e s v . o integrovatelna
Priklad. Na mnoziné R méjme algebru A generovanou systémem vSech intervald. funkce
Definujme mnoZinovou funkci 1 : A — {0, 1} takto Ri‘é‘;‘;gym
véta
_ bsolutnd  spojita
,LL(A) — 1) ansl(l,)r; né  spojitd
i , . , STANDARDY
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a Pozndmky
Ptiklad
pu(A) =0, 334
Otéazky

jinak. Dokazte, Ze p je aditivni, ale neni spoCetné aditivni.

Cviceni

Pro dlikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A. Ugent



Neobsahuje-li Zaddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.

Tedy u(M) =0, u(N) =0, u(M U N) = 0, a proto
p(M) + u(N) = p(M U N).

Obsahuje-li jedna z mnozin M, N pravé prstencové okoli nuly (necht’ je to M), pak i
sjednoceni obsahuje pravé prstencové okoli nuly.

Tedy (M) =1, u(N) =0, u(M U N) = 1, a proto
p(M) + u(N) = p(M U N).

Abychom ukézali, ze funkce p neni spoCetnée aditivni, definuyme mnoziny

Potom

Jelikoz ale

a

dostavame

pl U4 | =D uA).
n=1 n—=1

Funkce p tedy neni spocetné aditivni.
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Lebesgueova mira na R

V této Casti bude X = R.

Definujme mnozinovou funkci p tak, aby mira p intervalu byla jeho délka a mira bodu
byla 0.

Systém vSech konecnych sjednoceni intervalli a kone¢nych mnozin je algebra S. Kazdé
takovéto sjednoceni Ize vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervala a ko-
neCné mnoziny.

Odtud plynou hodnoty i na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

Dalsim krokem je zjiSténi hodnot 1 na o-algebfe BB borelovskych mnoZin. Algebra BB
se konstruuje transfinitni indukci: k S se pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvka S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetnd sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku w;, kde se postup zastavi.

Je velmi snadné si uvédomit, zZe pridavana spocetna sjednoceni mohou byt brana jako
spocetna sjednoceni disjunktnich mnoZzin. Z toho vyplyvéa, Zze © ma hodnoty na mnozi-
nach z B opét jednoznacné dany. Tedy (podle predchozi Casti) je ma jednoznacné dany i
na zdplnéni (R, B, u).

Misto (R, B, 1) budeme psat (R, M, ). Prvky M se nazyvaji lebesgueovsky méfi-
telné mnoziny. Mira A na M se nazyvé Lebesgueova mira.

LEKCE30-MSR
algebra mnoZzin
mira
aditivita
subaditivita
meéfitelny prostor
prostor s mirou
Uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
méfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
rozsireni
Lebesgueova mira
Meéfitelné zobrazeni
jednoducha funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Priklad. Jakou hodnotu ma A na mnoziné raciondlnich cisel a jakou na mnoziné iraci-
ondlnich Cisel (tfeba na intervalu [0, 1])?
Priklad. Najdéte nespocetnou mnoZzinu, kterd ma Lebesgueovu miru 0?

Lebesgueovsky méritelné mnoziny s Lebesgueovou mirou tvori zudplnéni borelov-
skych mnozin, proto existuji pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu P bore-
lovské mnoziny A C P C B tak, ze A\(A) = \(B).

A lze sestrojit jako spocetné sjednoceni uzavienych mnozin (takovéto mnoiiny s€ na-
zyvaji F,-mnoZziny), a B jako prinik spocetného systému otevienych mnozin (takovéto
mnoziny se nazyvaji Gs-mnoziny).

Priklad. Sestrojte podmnoZinu R, kterd neni lebesgueovsky méritelna.

Na R se definuje ekvivalence t ~ s vztahem ¢ — s je raciondlni. Vybereme
z kazdé tridy ekvivalence jeden prvek — tyto prvky tvori nespoCetnou mnozinu P, kterd
neni méfitelna.
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Meéritelna zobrazeni

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) —
f~YM) € S pro kazdé M € M.

M¢ritelnd zobrazeni tu nebudou studovéana v plné obecnosti. Vzhledem k pouZiti se v
dal$im textu vyklad zaZi na redlné méritelné funkce, tj. méfitelna zobrazeni (X,S) —
(R, M), kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin.

(Y, M) se nazyva méfitelné zobrazeni, jestlize

POZOROVANI.

e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méritelnych funkci jsou opét méritelné
funkce.

e Je-li {f,} posloupnost méfitelnych funkcf, jsou i sup f,, inf f,, limsup f,, liminf f,
(atedy i lim f,, existuje-1i) méfitelné funkce.

Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je kone¢na mnozina. Je to tedy linearni
kombinace konecné mnoha charakteristickych funkci a miiZe se znadit jako konecny
soucet > a;x A;» kde x4 je charakteristickd funkce mnoZiny A, tj. md hodnotu 1 na A a
0 jinde.

POZOROVANI.
1. Jednoducha funkce ) «;x 4, je méfitelnd prave kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné.

2. Kazda nezaporna méritelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych
funkci.

3. Kazda méritelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.
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Pro diikaz druhého tvrzeni rozdé€lte v n-tém kroku obor hodnot [0, co) na malé inter-
valky v [0, n] a na interval [n, o0), vezméte charakteristické funkce vzort téchto intervalt
a jejich vhodné linearni kombinace. V dlikazu tretiho tvrzeni vyuZijte vztah f = f, — f_.
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V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \),
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnoZin a A je Lebesgueova mira.
Navic se bude predpokladat, ze vSechny pouzivané miry jsou o-konecné.

DEFINICE. Pro jednoduchou funkei f = ) a;x 4, se definuje jeji integral vztahem
/f dp = Z a;pi(A;) .

Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

DEFINICE.

1. Necht' f je méfitelnd nezdpornd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti
/f dp = sup { /g du; g < f je jednoducha funkce} :

2. Necht' f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integrdl rovnosti

[ran=[fodu- [ du

3.Je-lia € § a f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZiné A

Lfdu=/fodﬂ-

rovnosti

Integral
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Pokud je [ f du koneény, nazyvé se f integrovatelnd a fiké se, Ze integral z f kon-
verguje.

POZOROVANI.
1. Integral je linearni.
2. Integral zachovava nerovnosti mezi funkcemi.
3. [ 4 dpu konverguje pokud je 11(A) koneCnd a f omezend méfitelnd. LEKCE30.MSR
algebra mnozin
4. ‘fAf d“| <[4£ dp. mlﬁigijii.t%.
subaditivita
5. [, f dukonverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje. e
ﬁl,)ln)’fvpr/ostor
6. [, f du= 0 pokud je u(A) = 0. e
. p: , 7579 p L. ) . vngjsi submira
7. Je-li { f,} monoténni posloupnost mefitelnych funkef, je [ lim f, dp = lim [ f, dp. | péiteind mozina

roz§iteni
Lebesgueova mira

Jestlize (X, S, u) = (R, M, \), pak pravé zkonstruovany integral je totozny s difve Miitelné zobrazeni

popsanym (L)-integralem. i unkee
v s v . integrovatelna
Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp = [, 1 dp. funkee
Nvikodymova
VETA. Necht' f je nezdpornd méfitelnd funkce a pro A € S se definuje vf(A) = abvsegtfumé spojitd
[+ f dp. Pak v je mirana S. STANDARDY
" ' Poznd
102 3456789
v . ) y ) o Priklady
VETA. (Radon—leodymolva veta) erq v na S lze vyjadrit jako vp(A) = f 1 J dp pro Bézif 567809
néjakou nezdpornou p-mefitelnou funkcei f prave kdyz plati WLLERR L
AeS u(A)=0=v(A)=0. Utent

123456789



Mira v na § s vlastnosti z predchozi véty se nazyva absolutné spojitd vzhledem k .
Integrace podle Lebesgueovy-Stieltjesovy miry pp se Casto znali [ f(x) dF(z).
Priklad. Charakteristicka funkce mnoziny A je méfitelna pravé kdyz A je méritelna.

VETA. (Véta Jegorova.) Necht na prostoru s mirou (X, S, 11), kde 1(X) < oo, konver-
guji méfitelné redlné funkce f,, bodové k funkci f. Pak pro kazdé € > 0 existuje A € S
s mirou i(A) < € tak, Ze konvergence je stejnomérnd na X \ A.

VETA. (Véta Lusinova.) Necht' f je lebesgueovsky méfitelnd realnd funkce na omeze-
ném intervalu J C R. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje existuje A € S s mirou pu(A) < €
tak, Ze ziZeni f na J \ A je spojité.

VETA. (Véta Lebesgueova.) Necht' {f,} je posloupnost méfitelnych funkei (na o-
konecném prostoru) konvergujici skoro vSude k f. JestliZe existuje integrovatelnd funkce
g tak, ze | f,(x)| < g(x) skoro v8ude, pak lim,, [ f, du = [ f du.
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