TEORIE MIRY

V nékterych predchozich kapitolach jste se setkali s méfenim velikosti mnoZin a vite, jaké byly tézkosti s
méfenim mnoZin i na redlné ose.

Kvili témto téZkostem se méfeni zizilo jen na délku intervald a jejich spoCetnd sjednoceni.

Velikost (neboli mira) takovéto mnoziny byl soucet délek intervald.

A to jsme se docela snazili. Neslo to jinak.

Je mozné najit metodu, jak méfit libovolné podmnoZiny pfimky (nebo euklidovského prostoru)?
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hodnotou 1 (takova funkce, kterd se dodefinuje na zbylych bodech prostoru hodnotou 0, se nazyva charakteristickd
funkce mnoZiny A).

Pokud se vezme obecny integral (napfiklad Lebesguetiv) a mira mnoziny se definuje jako integral z charakte-
ristické funkce této mnoZiny, dostane se jiz velika tfida mnoZin, které se timto zptisobem daji méfit (nikoli vSak
vSechny).

V tom je jadro problému. Prosté to nejde.

V abstraktni teorii miry se postupuje podobné jako v metrickych prostorech.

Z vlastnosti velikost{ mnoZin se vyberou ty podstatné a ty se ur¢i jako axiomy pro miru.

A pfi dobrém citu dostaneme docela hezkou teo-
rii méfeni.

Mira a integral spolu tzce souvisi.
Jak bylo feceno vyse, integral urcuje miru.

Ale existuje i opacny postup: z abstraktniho pojmu miry lze vytvofit teorii integralu.



A to je jednoduché: plocha obdélnika je rovna za-
kladna krat vyska.

Mira udava nejen velikost mnoZin, ale pouZiva se i jako pravdépodobnost.

A v tu chvili jde pravdépodobné o moc. Moc o
moc.

Algebra mnozin

Jak bylo naznaceno v tivodu, miry ziskané z integralu nejsou definovany na vSech podmnozinach.

Soustava mnozin, na kterych je takova mira snadno definovana, m4 jisté vlastnosti shrnuté v nasledujici definici.

DEFINICE. Necht X je neprazdnd mnozina. Soustava S podmnoZzin X se nazyva algebra, jestlize S je uzaviena
na kone¢nd sjednocent, dopliiky a obsahuje {).

Algebra se nazyva o-algebra, jestliZe je uzaviend na spocetnd sjednoceni.

POZOROVANI.
1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) pruniky a obsahuje X.
2. Pranik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnoZin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), kterd tento systém obsahuje.

Slovo "algebra"neni vybran ndhodné, mili alge-
braicti analyticti kouzelnici.

Mira



Nyni si sestavime axiomy miry. Podle nich se
bude mérit, vazit, vafit a tak podobné.

DEFINICE. Mira na o-algebie S je zobrazeni p : S — [0, oo] majici vlastnosti
1. p(@)=0;

3

o0
2. p( Ul Ap) = w(Ay), jakmile { Ay, } je posloupnost navzdjem disjunktnich mnoZin z S.
n—=

n=1

Posledni vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

Vic se nepodatilo uhadat. I tak je toho dost na

N

"dvakrat méer".

NN 2

Prosté zméfit vSechno, vzdy a vSude ostfizim zra-
kem dovede jenom maminka.

| Ja jsem celd maminka. I

POZOROVANI.



l. Je-iA,BeSaAcC B,jeu(A) < u(B).

(18

w(An)

o
2. Je-li {A;,} posloupnost z S, je u( | Ap) <
n=1 1

n

3. Je-li {A;,} rostouci posloupnost z S, je p(

g

An) = lim u(An).

[e.e]
4. Je-li {Ap} Klesajici posloupnost z S a 1(A1) < oo, je p( () Apn) = lim pu(Ay).
n=1 n

Druhd uvedena vlastnost se nazyva o-subaditivita, obé posledni vlastnosti vyjadiujf jistou spojitost miry (viz

6% Otdzky). *

Pracujte v klidu, definice a véty na sebe dobfie
pasuji.

T.j. Zddna lidova tvotivost. Zkusil jsem.

Trojice (X, S, i), kde S je o-algebra na X a p je mira na S, se nazyvé prostor s mirou (dvojice (X, S) se
obvykle nazyva méfitelny prostor).

Jak je patrno z postupnych pripravnych manévrd,
bitva bude o kazdy kousek prostoru.

Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je u(X) = 1.

Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati

ACcBeS u(B)=0,pak AeS.



Je to pfirozend vlastnost: je-li néjakd mnozina
nulovd (4. p(A) = 0), je i kazda jeji podmno-
Zina nulova.

VETA. Pro prostor s mirou (X, S, i) se oznacf S={AUN;A €SN C B,uB) = 0}aproP = AUN z
definice S se definuje fi(P) = u(A). Pak S je o-algebra obsahujici S a [ je tplnd mira na S, kterd rozsifuje .
Diikaz. Dikaz toho, e S je o-algebra plyne snadno z toho, Ze S a systém viech nulovych mnoZin je o-algebra.

Pro korektnost definice &z se musi dokazat, ze je-li AUN = BUM a A, B € S, N.M jsou podmnoZiny
nulovych mnoZin, je u(A) = u(B). DokaZte to (spoététe miru rozdilu A\ B amiru (AN B)U (A \ B)).

To, Ze 1z je Uplnd mira, je snadné. DokaZte to. <

Prostor s mirou (X, S, 7i) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, ).

POZOROVANI. Je-li (X, S, i) ziplnéni méfitelného prostoru (X, S, 1) a i je mira na S, kterd rozgifuje j, pak
=7

| Jak fikdm, zhruba feceno, je to velmi jemné. I

funkce se obecné definuji i na jinych systémech mnoZin neZ na o-algebréach. Je

Pozndmky 1:

mn

1. Miry a podobné ,velikostni
mozné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, ¢i o-okruzich.

Okruh podmnoZin X je systém mnoZin uzavieny na konecnd sjednoceni a rozdily mnoZin. Je-li okruh uzavieny i
na spocetnd sjednoceni, nazyva se o-okruh.

Pokud se mira definuje na okruhu, je o-aditivita definovana jen pro ty posloupnosti disjunktnich mnoZzin, jejichz
sjednocent leZi v okruhu.

Existuje uzky vztah mezi touto mnoZinovou definici okruhu a algebraickymi okruhy. Charakteristické funkce da-
vaji vzdjemné prosty vztah mezi viemi podmnoZinami X a prvky mocniny 2.

Dvoubodova mnozina 2 = {0, 1} je vlastné algebra Zs se s¢itdinim modulo 2 a obvyklym ndsobenim — 2X je
soucin téchto algeber s operacemi definovanymi po slozkach. Okruh (nebo algebra) mnoZin v tomto vzdjemném
vztahu odpovidd podokruhu (nebo podalgebie, resp.) algebry 2-X.

Na 2X 1ze definovat konvergenci posloupnosti (také po slozkdch) a o-okruhy nebo o-algebry pak odpovidaji
uzavienym okruhdm nebo algebram v této konvergenci. Pienesenim této konvergence zpétky z 2% na podmnoZiny
X se dostava nasledujici definice konvergence mnozin, nejdiive lim sup, lim inf:

oo o oo o
limsup Ay, = ﬂ U Ap, liminf Ay, = U m A, .
k=1n=k k=1n=k



Potom lim A,, existuje, pokud lim sup A;,, = liminf A4,, a rovnd se tomuto spole¢nému Cislu.

Odtud a z vlastnosti miry uvedenych v Pozorovani vyplyvd, Ze mira je spojité zobrazeni (zachovava konvergenci).
(viz téZ Otdzky).

2. Axiomy miry lze také oslabit. Nékdy je vhodné pripustit i zaporné hodnoty a oslabit o-aditivitu.

Misto o-aditivity lze uvazovat jen aditivitu, tj. u(A U B) = u(A) + p(B) pro mnoziny A, B, A U B z daného
systému takové, e AN B = ().

Obdobné¢ se definuje subaditivita misto o-subaditivity.

3. Chapeme-li miru jako velikost mnoZin, napf. na piimce, tak posunutd mnoZina by méla byt stejné velikd jako
ptivodni mnozina.

To vSak nelze vyjadfit v obecné definici, protoZe posunuti mnoZin neni na obecnych mnoZinich X definovano
(musela by tam byt néjaka algebraicka operace).

Navic se mira pouzivd i v pfipadech, které s geometrickou velikosti mnoZin nemaji nic spole¢ného (napf. pravdé-
podobnost).

4. Je idedlni, kdyZ mira 4 je definovand na vSech podmnoZindch dané mnoziny X. Pokud ale u(X) # 0, tak uz
pak bude p({z}) # 0 v n&jakém bodé = € X.

Lze totiz ukdzat, Ze existuji modely teorie mnoZin, kde neexistuje nenulova mira, kterd se anuluje v bodech.
Zatim neni zndma bezespornost existence modelu teorie mnoZin, kde by takova mira existovala.

Pokud by existovala, bude existovat uz na R. Tato mira vSak nebude invariantni vii¢i posunuti a bude hodné divoka.

Pokud by se otdzka ztzila na existenci mér anulujicich se v bodech a nabyvajicich jen hodnoty 0 a 1, pak jejich
existence by implikovala existenci velikych kardinalnich Cisel, znacné vétsich nez je R (a tedy na R™ takova mira
existovat nemuze).

Z17i-1i se otdzka existence jen na miry na IR, které jsou invariantni vici posunuti a mira intervalu je jeho délka, lze
ukdzat, ze takovd mira na vSech podmnozinich R neexistuje.

Pokud vezmeme misto spocetné aditivity jen konetnou aditivitu, takové ,miry" na R existuji (i na R?, ale na R3
uzZ nemusi existovat).

4. Neni tézké ukazat, Ze je-li ;» mira na algebte, d4 se jednoznacné rozsitit na nejmensi o-algebru obsahujici danou
algebru.

Casto se toto rozsifeni pouziva v R, kde se za danou algebru berou kone¢nd sjednoceni disjunktnich intervald.

Nejmensi o-algebra obsahujici takovouto algebru je systém borelovskych mnoZzin na R.

Konec pozndmek 1.

Priklady 1:
Systémy mnoZin

1. Pikladem okruhu mnozin, ktery neni algebrou je systém vsech konec¢nych podmnoZin nekone¢né mnoziny X.
Tento okruh neni o-okruhem.

Systém vSech kone¢nych sjednoceni intervalti a kone¢nych mnoZin na R je algebrou, kterd neni o-algebrou.
Systém vSech omezenych podmnozin R je okruh, ktery neni ani o-okruhem ani algebrou.

Prikladem o-okruhu mnozin, ktery neni algebrou je systém vsech nejvyse spocetnych podmnozin nespocetné mno-
ziny X.

2. Dulezité piiklady okruhil a algeber jsou vytvofeny z otevienych nebo uzavienych podmnoZzin metrického pro-
storu.

Systém otevienych mnoZin nenf okruh (pro¢?). Nejmensi o-okruh obsahujici v§echny otevfené mnoZiny je algebra
a nazyva se systém borelovskych mnoZin.

Mira

3. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), Ze nasledujici funkce definované na vsech podmnozinich X, jsou
mirami:

1. u(A) = 0 pro vSechna A C X;

2. funkce rovna 0 na () a nekone¢nu na neprazdnych mnoZindch.



4. Ukazte, ze funkce, pfifazujici podmnoziné X pocet jejich prvki (nekonecno, je-li podmnozina nekonecnd), je
mira. Tato mira je obzvlasté dilezita na N a nazyva se citaci nebo aritmetickd mira.

Zobecnénd aritmetickd mira na libovolné mnoziné se zaddva specifikovanim nejvyse spocetné mnoziny C' a pfifa-
zenim kazdému bodu ¢ € C nezdporné ¢islo pe (napf. p. = 1). Pak se definuje u(A) = > {pe;c € C N A}

5. Diracova mira je funkce, kterd ma hodnotu 1 na mnoZinach obsahujici pfedem dany bod a 0 jinde. Je to mira?

6. Hausdorffova mira. Necht' s > 0 a X je separabilni metricky prostor (napf. euklidovsky prostor). Oznaci se pro
0>0aACX

H(A) = inf{>_(diam(U;))%; {U;} je spocetné pokryti A, diam(U;) < 6},
el
H*(A) = sup{H§(A);6 > 0}.
(Ztejmé je H3(A) < H5(A) pro 0 < v < ¢ a tedy lze misto sup psdt lims 0, .)
Funkce H?%(A) je mirou na borelovskych mnozindch v X, kterd se nazyvé s-tou Hausdorffovou mirou.
Protoze pro s < ¢ je HE(A) < 6'"SH§(A), existuje nezdporné &islo 7 (miiZe byt i +00) tak, ze H*(A) = 0 pro
s >raH(A) = copro0 < s < r (pokud takovd s existuji). Toto ¢islo r se nazyva Hausdorffova dimenze
mnoziny A (znaceni dimg A).
Pro podmnoziny A C R"™ majici neprazdny vnitiek je dimy; A = n. Podmnoziny euklidovskych prostorti majicim

z X7

za tuto dimenzi necelé Cislo, jsou blizké tzv. fraktaldm. Napf. Cantorova mnozina na R ma Hausdorffovu dimenzi
rovnu log 2/ log 3.

7.V Pozndmce 4 1ze vzit za p délku intervalt a vznikne mira na borelovskych mnoZinach v R. Zdplnéni této miry
se nazyva Lebesgueova mira.

Tento postup 1ze zobecnit nasledovné. Necht' F' je spojitd neklesajici funkce na R. Pak se pro interval A = (a, b)
definuje pup(A) = F(b) — F(a). Zaplnéni vzniklé miry na borelovskych mnoZzindch se nazyva Lebesgueova—
Stieltjesova mira. (Lze brét funkce jen zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly typu (a, b] — takto lze
ziskat Diracovu miru). Funkce F' byva tzv. distribu¢ni funkce jisté pravdépodobnosti.

Jaké funkce F' (zprava spojitd) vytvaii Diracovu miru umisténou v bod€ a € R?
Konec piikladua 1.
Otazky 1:

Systémy mnoZin

1. Ukazte, Ze okruh podmnozin X je algebrou pravé kdyz obsahuje X. Ddle ukazte, Ze kazdy okruh je uzavieny i
na kone¢né pruniky (a o-okruh na spocetné pruniky).

2. Jaky je nejmensi mozny okruh (algebra, o-okruh, o-algebra) podmnozin X ? A nejveétsi?

3. Nejmensi o-algebra obsahujici dany systém S podmnozin X je sjednocent | J{Sy; o < wy}, kde Sy, se sklddd
ze spoCetnych sjednoceni “mnoZin ze viech Sg, 8 < « a jejich dopliikad.

4. Ukazte, Ze soustava borelovskych mnozin na R md mohutnost 2, tj. stejnou jako je mohutnost R. (Uvédomte
si, ze kazdy otevieny interval je sjednocenim spocCetné mnoha intervald s racionalnimi konci).

Odtud vyplyva, Ze soustava borelovskych mnoZin na R neni diplnd vzhledem k Lebesgueové miie A, protoze
A(C) = 0 pro Cantorovu mnoZinu (ukaZte to) a ta ma mohutnost 2*. Mohutnost soustavy vSech jejich podmnoZin
ma proto mohutnost 22¥ a tedy vEtsi nez 2¢.
o0
5. Najdéte klesajici posloupnost neomezenych intervalti na R takovou, Ze neplati rovnost u( N An) = lirrln w(An),
n=1

kde hodnota p na intervalu je jeho délka.

6. Ukazte, Ze je-li © mirana S, plati pro A, B € S

ACB= uB\A)=uB)—-uA) pAUB)=puA)+uB)—puAnB).

7. Dokazte Pozorovani o algebrach mnoZin.

8. Dokazte Pozorovani o vlastnostech miry.



9. Dokazte Pozorovani o jednozna¢nosti miry na ziplnéni.

10. Pomoci Pozndmky 1 dokazte, Ze konecné aditivni nezdporna funkce na o-algebfe podmnozin X je mira pravé
kdyZ je spojitd a ma hodnotu 0 na nulové funkci. (Spojitosti se tu mini zachovavani konvergence posloupnosti.)

Konec otazek 1.

Cviceni 1: Pfiklad. Necht X je nespocetnd mnoZina. Ozna¢me 91 systém vSech spocetnych a kospocetnych
podmnozin X. Definujme mnoZinovou funkei p : 9t — {0, 1} takto

pokud F je spocetnd a
w(E) =1,

pokud E je kospocetnd. Dokazte, Ze 91 je o-algebra a  je mira.

Spocetna a kospocetna je jako libd a koliba. Nen{
to ani trochu podobné.

Regeni. Nejprve dokazme, Ze 90t je o-algebra.

Podle definice mame ovérit, ze

1) 90 obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZujeme za spocetnou.

2) 91 je uzavienda na dopliky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A€ kospocetnd a pro A kospo-
Cetnou je A€ spoCetnd.

3) A, € M, n = 1,2,... implikuje |J A, € 9N : pokud jsou vSechny A,, spoletné, stali si vzpome-
nout, Ze spocetné sjednoceni spocetnych mnoZin je mnozina spocetnd. Pokud je aspon jedna z mnozin A4,
kospocetnd, pak je zfejmé i sjednoceni kospoCetnd mnoZina.

Zbyva ukazat, Ze p je mira.

Ovéime tedy, Ze plati

1) u(0) = 0 : to je jasné (fekli jsme, Ze prazdnd mnoZina je spoetnd).

2) spocetna aditivita: zde staci odkazat na bod 3) a definici p.

Tim je dukaz hotov.

IMHO, néco bylo trividlni.

Konec cviceni 1.



Uceni 1:

Ve Cviceni 1 jsme nepouzili, Ze X je nespocetna
mnozina?

Kde nula nebo nuldk kraluje, tam se elektrikari
raduji.

Hodi se na néco takova mira?

Konec uceni 1.

Submira

V této ¢asti bude uveden jiny zpisob rozsifeni miry, ktery v pfirozenych situacich vede opét ke ziplnéni.
Nejdrive se p rozs$iti na vSechny podmnoZiny X, ale nelze oCekdvat, Ze takovéto rozsiteni bude mirou (bude

o

nutné oslabit o-aditivitu). Potom se vezme maximdlni o-algebra, na které je toto rozsiteni mirou.

My matematici jsme prosté kouzelni.

DEFINICE. Submira na mnoziné X je zobrazeni v : S — [0, co] majici vlastnosti



1. v(0) = 0;
2. v(A) <v(B)proAC BC X;

8

o0
3. 1/( U An) < > v(Ay), jakmile {A,} je posloupnost podmnoZin X .
n=1 n=1

| Jdeme na to nejdiiv zevnitf. I

VETA. Pro miru 1 na o-algebfe S na X je nasledujici funkce p* submira:

p*(P) =inf{u(A); A S,P C A}.

| A hned pak z vnéjsku. I

Diikaz. Jediné dikaz subaditivity miZe byt méné snadny. Necht' P = |J P, a€ > 0. Pro kazdé n se najde
Ay, € Stak, ze Py, C Ap a pu(Ap) < p*(Pn) +¢/2™. Potom

pr(P) < p((JAn) €D ulAn) <Yt (Pa) + ¢,
coz dokazuje subaditivitu p*. &

Uvedend submira je u* generovand mirou 11 a nazyva se vnéjsi submira miry p.

| Je to jako obrovsky trpaslik. I

10



DEFINICE. Necht' v je submira na X. Podmnozina A C X se nazyvéd v-méfitelnd, pokud pro libovolné
P C X plati
v(P)=v(PNA)+v(P\A).

VETA. Necht' v je submira na X.
e Systém M vsech v-méritelnych mnozin je o-algebra na X a zidZeni 7 submiry v na M je Gplna mira.

e Je-li submira v generovand mirou p definovanou na S, pak S C M a zizeni v na S je rovno L.

Dukaz.
O

Je-li (X, M, 7) vytvofeno z vn&jsi submiry p* miry p1, znali se jako (X, S, 1) a nazyva se Carathéodoryho
rozSiFeni prostoru s mirou (X, S, p).
Nasledujici pozorovani ukazuje jednoznacnost predchoziho rozsiteni v pripadé tzv. o-konecné miry, kterd

o
je definovéna pozadavkem X = |J X, kde u(X,,) < oo pro kazdé n.
n=1
V diikkazu pouZijte nejdfive piedpoklad p(X) < oo arovnost 7(A) + 7(X \ A) = pu(A) + v(X \ A).
POZOROVANI. Je-li (X, S, i) Carathéodoryho rozsiteni o-koneéného prostoru (X, S, 1) a i je mira na
M, ktera rozsituje i, pak i1 = i.

Jak souvisi Carathéodoryho rozsiteni se ziplné-

nim z predchozi ¢asti? Odpoveéd’ bude ddna opét
pro o-kone¢né miry.

VETA. Carathéodoryho rozsiteni o-kone¢ného prostoru je jeho ziplnéni.

Dukaz. ProtoZze Carathéodoryho rozsifeni je dplné, stali dokdzat, Ze kazdd mnoZina P € M se déd na-
psat jako sjednoceni mnoZiny z S a podmnoziny nulové mnoziny z S. Vzhledem k o konecnosti p lze
piedpoklddat, Ze i(P) < oo.

Pro kazdé n € N existuje A, € S, Ay, D P, tak, Ze u(An) < @(P) + 1/n.

Pak A = NA, € S,A D Panu(P) = u(A). Ze stejného divodu lze nalézt N € S takové, Ze N D
A\ P,u(N) =0.

Odtud jiz plyne P = (PN N)U(A\ N). O

Pozndmky 2:
1. Z predchozi ¢ésti vite, Ze mira je spojitd funkce na uzavieném podokruhu okruhu 2X Navic v jis-
tém smyslu zachovavd vztah mezi algebraickymi operacemi (vyjadieni suprema dvou prvkid pomoci jejich
souctu a soucinu).
V Otdzkdch je uveden vztah submiry ke spojitosti. Vnéjsi submira p* pro miru p je spojitd a je to spojité
roziifeni 4 na celé 2, které vySe zminéné zachovavani vztahu algebraickych operaci oslabuje na nerov-
nost. Vzhledem ke spojitosti je obor kone¢nych hodnot vnéjsi submiry néjaky interval.

Soustava méfitelnych mnozZin je pak nejvétsi podmnozina 2% na které je ona nerovnost rovnosti. Prislu§né
tvrzeni fikd, Ze tato nejveétsi podmnozina je opét uzavieny podokruh.
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Cela teorie miry Ize d€lat na Booleovych algebrach, coZ jsou okruhy (obecné nikoli mnoZinové) s nejvét-
$im prvkem (tedy algebry), jejichZ ndsobeni je idempotentni (pak kzdy prvek je svym inverznim prvkem
vzhledem ke scitani).

Vv s

2. Kdyby se v definici vnéjsi submiry miry p definovalo dudlné
ws(P) =sup{pu(A); Ae S,P D A},

dostane se tzv. vnitini supmira (1épe: nadmira, jako submira by se mohla nazyvat podmira). Pro ni misto
o0 (o0}

subaditivity plati supaditivita, tj. ,u*( U An) > 3 ux(Ap), jakmile { Ay} je posloupnost disjunktnich
n=1 n=1

podmnozin X.

D4 se ukdzat, Ze na o-kone¢nych prostorech je Carathéodoryho roziifeni uréeno vztahem S = {P C
X; ps(P) = p*(P)} (potom 7i( P) = px(P) = p*(P)). (POZOR NA oc!)

3. Submira v definovand na vSech podmnoZzindch metrického prostoru (X, d) se nazyva metrickd submira,
jestlize v(AU B = v(A) 4+ v(B) jakmile d(4, B) > 0.

Vnéjsi submira na R pro libovolnou Lebesgueovu—Stieltjesovu miru p g je metricka.

Da se ukdzat, Ze submira definovand na vSech podmnoZinidch metrického prostoru X je metrickd pravé kdyz
kazda borelovska mnozina je méfitelna. (Zkuste to dokézat.)

Konec poznamek 2.
Piiklady 2:

1. Je-li F' Cantorova funkce (tzv. d’dbelské schodisté)na [0, 1], jakou md hodnotu iz na Cantorové mno-
ziné? [1]. A jakou md hodnotu Lebesgueova mira na Cantorové mnoZzing? [0].

2. Diracova mira na metrickém prostoru je metricka. Jakd je jeji vn&jsi submira?
3. Hausdorffova s-dimenziondlni funkce H* je submira.
4. Hausdorffova s-dimenziondlni submira H* je metricka.
Konec piiklada 2.
Otazky 2:
1. Ukazte, zZe konecné aditivni mira na néjaké o-algebie je jiz spocetné aditivni (a tedy mira).
2. Ukazte, Ze je-li v konecné subaditivni submira, ktera je spojitd, je jiZ spocetné subaditivni (a tedy sub-
mira).
Najdéte priklad konecné aditivni submiry, kterd neni spojita.
3. Vnéjsi submira vytvorena né¢jakou mirou je spojitd.
4. Jaké hodnoty mé vnéjsi submira vytvorend mirou majici jen hodnotu O na () a oo na X? Je tato mira
o-aditivni?
Jak vypada Carathéodoryho rozsifeni této miry?

5. Ukazte, Ze vnéjsi submira na R pro libovolnou Lebesgueovu—Stieltjesovu miru je metricka.

Konec otazek 2.

Cviceni 2: Pfiklad. Na mnoZiné R mé&jme algebru .4 generovanou systémem vsech intervali. Definujme mnozi-
novou funkei p1 : A — {0, 1} takto

n(4) =1,

pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a

jinak. Dokazte, Ze 1 je aditivni, ale nenf spocetné aditivni.
Resent. Pro diikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.
Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé prstencové okoli nuly.
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Tedy (M) =0, u(N) =0, u(M U N) = 0, a proto

w(M) + p(N) = (M U N).

Obsahuje-li jedna z mnozin M, N pravé prstencové okoli nuly (necht’ je to M), pak i sjednoceni obsahuje
pravé prstencové okoli nuly.

Tedy (M) =1, u(N) =0, u(M UN) = 1, a proto

w(M) 4+ pu(N) = u(M UN).

Abychom ukdzali, Ze funkce 1 neni spocetné aditivni, definujme mnoziny

1
An:<,2>, n=12....
n

| A je to jasné. Vidim vSechno. I

(0]
UJA4An=(02¢€A
n=1

Potom

Jelikoz ale

dostavame

M <U An) > Z ,U(A'n,)-

=1

Funkce p tedy neni spocetné aditivni.

| Réd se predvadim. I
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| Ja se taky rada predvadim. I

Konec cviceni 2.

Uceni 2:

Mnoziny A,, ve Cviceni 2 ale nebyly disjunktni.
Opravdu jsme dokdzali, Ze funkce ;o neni spo-
Cetné aditivni?

i
i

Lebesgueova mira na R

A kdyby funkce p byla spocetné aditivni, byla by

pak mirou?

Konec uceni 2.

V této ¢asti bude X = R.

Jak jiz bylo zminéno, abstraktni definice miry nemiiZze obsahovat poZadavek, aby posunuti mnoZiny nemé-
nilo hodnotu miry.

Pro euklidovské prostory je tento poZadavek zcela ptirozeny (pokud se jednd o geometricky pohled).
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Navic je tu dalsi poZadavek, aby mira intervalu byla jeho délka a mira bodu byla 0.

Necht' x4 je Gplnd mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje obéma predchozim
pozadavkim.

Systém vSech kone¢nych sjednoceni intervall a koneénych mnoZin je algebra S a kazdé takovéto sjednoceni
Ize vyjadfit jako kone¢né sjednoceni disjunktnich intervald a kone¢né mnoZiny.

Odtud plynou hodnoty i na S (soucet délek téchto disjunktnich intervalit).

v v s

Dalsim krokem je zjistén{ hodnot p na o-algebie B borelovskych mnozin. Algebra 5 se konstruuje transfi-
nitni indukei: k S se pridaji vSechna spocetnd sjednoceni prvkli S a jejich dopliiky, k ziskanému systému se
opét pridaji vSechna spocetnd sjednoceni prvki nového systému a jejich dopliiky. PokraCuje se az do kroku
w1, kde se postup zastavi.

Je velmi snadné si uvédomit, Ze pfiddvand spocetnd sjednoceni mohou byt brina jako spocetnd sjednoceni
disjunktnich mnoZin. Z toho vyplyva, Ze ;. ma hodnoty na mnoZinach z B opét jednoznacné dany. Tedy

s ¥z

(podle predchozi ¢4sti) je méd jednoznaéné dany i na zdplnéni (R, B, ).

Stejny vysledek se dostane pouzitim ziplnéni (S, 1)). D4 se ukézat, Ze toto ziplnéni uZ je rovno M. Prvky
M se nazyvaji lebesgueovsky méritelné mnoziny. Mira p na M se nazyva Lebesgueova mira.

Ted’ to hlavni, co jde dokazat.

VETA.

. Lesgueova mira )\ je o-konecna.

Pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu P a pro kazdé € > 0 existuje oteviend mnozina G' D P tak,
7e M(G \ P) < e.Je-li navic P omezend, existuje kompaktni mnozina C' C P tak, ze A\(P \ C) < e.

. Existuje lebesgueovsky méfitelnd mnoZzina, kterd neni borelovska.

Existuje podmnozina R, kterd neni lebesgueovsky méfitelna.

A vic asi ani nejde vymyslet.

Dukaz. Diikaz bodu 1 je zfejmy, bod 3 byl dokdzan v Otdzce 1.4, bod 4 v Otdzce 3.5. Zbyva dokazat bod
2.

Z dikazu véty o vztahu ziplnéni a Carathéodoryho rozsiteni vyplyva, Ze pro kazdou lebesgueovsky méfi-
telnou mnozinu P existuje borelovskd mnozina B O P takové, ze AP = A\B.

15



Nyni se pomoci konstrukce borelovskych mnozin (a vlastnosti dobfe usporddanych mnozin) ukaze, Ze pro
kazdou borelovskou mnoZinu B plati A(B) = inf{\(G); G D B, G oteviend}. Druhd ¢dst bodu 2 se dokdze
z prvni ¢asti pomoci doplitku v néjakém vétsim intervalu. <&

Poznamky 3:
Da se dokazat, Ze lebesgueovsky méfitelné mnoZiny tvori nejvetsi o-algebru na které existuje mira invari-
antni vici posunuti a majici za hodnoty intervali jejich délky. Takova mira je navic jedina.
Jestlize se v euklidovském prostoru R" zacne s okruhem konecnych sjednoceni intervald a kone¢nych mno-
Zin a zvoli se pro interval J za A\, (J) jeho objem, dostane se postupnym rozsifovanim (jako u Lebesgueovy
miry na R) n-rozmérnd Lebesgueova mira \,, na R™. Plati pro ni obdobna tvrzen{ jako pro n = 1.

Pfiklad lebesgueovsky neméfitelné mnoziny v Otdzkdch 1ze zobecnit i na lebesgueovskou—stieltjesovskou
neméfitelnost pro spojité neklesajici nekonstantni funkce F'.

Existuji vSak omezené neklesajici nekonstantni funkce F' takové, Ze kazdd podmnoZina R je méfitelna pro
prislusnou og-algebru vytvorenou pomoci F' (napf. F' vytvafejici Diracovu miru).

Konec poznamek 3.

Otazky 3:
V této ¢asti bude A znacit Lebesgueovu miru na R.

1. Uvédomte si, jakou hodnotu md A na mnoziné raciondlnich Cisel a jakou na mnozin¢ iraciondlnich Cisel
(tfeba na intervalu [0, 1]).

Znéte nespocetnou mnozinu, kterd ma Lebesgueovu miru 0?

J6, jednou nés kantor . ..

2. ProtoZe lebesgueovsky méfitelné mnoZiny s Lebesgueovou mirou tvoii ziplnéni borelovskych mnozin,
existuji pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu P borelovské mnoziny A C P C B tak, ze A\(A) =
A(B).

Ukazte, ze A lze sestrojit jako spocetné sjednoceni uzavienych mnozin (takovéto mnoZiny se nazyvaji
Fy-mnoziny), a B jako prinik spocetného systému otevienych mnoZzin (takovéto mnoZziny se nazyvaji G-
mnoziny).

3. Ukazte, ze R lze napsat jako sjednoceni dvou mnozin, z nichZ jedna ma Lebesgueovu miru O a druh4 je
1.kategorie. (A tedy prostor veliky jak z hlediska miry tak z hlediska metriky je sjednocenim dvou malych
mnoZin, kazda ale z jiného hlediska.)

4.Je-li A\(P) > 0, je {x — y;x,y € P} okolim 0.

Pro dikaz vezméte nejdiive (podle bodu 2) uzavienou mnozinu F' C P s A(F) > 0 (takovou F lze vzit

omezenou) a néjaké oteviené okoli G D F' s mirou A\(G) < 4/3 A\(F') (G 1ze najit jako sjednoceni kone¢né
mnoha otevienych intervala Jy,).

Existuje n tak, ze A(F' N Jy,) > 3/4 X\(Jp,). Interval (=A(Jy,)/2,\(J,)/2) je obsazen v {z — y; x,y € P}.

5. Sestrojte podmnoZinu R, kterd neni lebesgueovsky méfitelna:

Na R se definuje ekvivalence ¢ ~ s vztahem ¢ — s je raciondlni. Vyberte z kazdé tiidy ekvivalence jeden
prvek — tyto prvky tvofi nespocetnou mnoZinu P.

Jeji posunuti o raciondlni &isla tvofi disjunktni mnoZiny pokryvajici R, a tedy A(P) > 0, pokud je P
méfitelnd. Z ptedchoziho bodu 4 dostanete spor.
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Konec otazek 3.
Méritelna zobrazeni

Tak jako se definovala spojitd zobrazeni mezi metrickymi prostory, je potfebné definovat vhodna zobrazeni
mezi méfitelnymi prostory.

Zobrazeni mezi strukturami musi v né¢jakém smyslu zachovéavat strukturu.
V metrickych prostorech to bylo zachovavani konvergence, nebo inverzni zachovavani otevienych mnoZin.

V méfitelnych prostorech je situace podobnd jako v metrickych prostorech, uvazuji-li se soustavy méfitel-
nych mnoZin, resp. soustavy otevienych mnoZin. Pak se jiZ snadno usoudi, Ze ndsledujici definice je pravé
ta vhodna.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazent, jestlize f~1(M) € S pro
kazdé M € M.

Meéfitelnd zobrazeni tu nebudou studovana v plné obecnosti. Vzhledem k pouZiti se v dal§im textu vyklad
z0Z{ na redlné méfitelné funkce, tj. méfitelnd zobrazeni (X,S) — (R, M), kde M je soustava vSech
lebesgueovsky méfitelnych mnoZin.

POZOROVANI.
e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méfitelnych funkci jsou opét méritelné funkce.
e Je-li {f,} posloupnost méfitelnych funkci, jsou i sup fp,inf fy,,limsup fy,liminf f, (a tedy i lim fy,

existuje-li) méfitelné funkce.

Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je konecna mnoZina. Je to tedy linearni kombinace konecné
mnoha charakteristickych funkci a miZe se zna¢it jako kone¢ny soudet > a; x A;» kde x 4 je charakteristickd
funkce mnoziny A, tj. ma hodnotu 1 na A a 0 jinde.

POZOROVANI.
1. Jednoduchd funkce > a;x A, je méfitelnd pravé kdyZ jsou mnoziny A; méfitelné.
2. Kazda nezdpornd méfitelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych funkci.
3. Kazd4d méritelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkeci.
Pro dikaz druhého tvrzeni rozd€lte v n-tém kroku obor hodnot [0, c0) na malé intervdlky v [0,n] a na

interval [n, 0o), vezméte charakteristické funkce vzort téchto intervald a jejich vhodné linedrni kombinace.
V dikazu tfetiho tvrzeni vyuZijte vztah f = fy — f_.

Integral

V této Césti budou opét zkoumdna jen méfitelnd zobrazeni (X, S, u) — (R, M, ), kde M je soustava
vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.

Navic se bude predpokladat, Ze v§echny pouzivané miry jsou o-konecné.

Nasledujici definice souhlas{ s integraci redlnych
funkci na intervalech.
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DEFINICE. Pro jednoduchou funkei f =Y a;x A; se definuje jeji integrél vztahem
[ an=3 a4,

Snadno se ukaZze, Ze definice nezavisi na volbé vyjadreni jednoduché funkce, Ze integral je na jednoduchych
funkcich linedrn{ a zachovava nerovnosti.

Pro obecnéjsi funkce se pouZije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkei:
DEFINICE.

1. Necht' f je méfitelna nezaporna funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti
/ Fdu = sup { / g du; g < f je jednoduchd funkce} .

2. Necht' f je méfitelna funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

/fdu=/f+du—/f—du-

3. Je-lia € S a f je méritelnd funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZin€ A rovnosti
/Afdu=/fXA du.

Pokud je | f du konegny, nazyvé se f integrovatelnd a fikd se, Ze integrdl z f konverguje.

Integral ma obvyklé vlastnosti, které se snadno
dokazi:

POZOROVANI.

—

. Integral je linedrni.

2. Integral zachovava nerovnosti mezi funkcemi.

W

- 4 J dp konverguje pokud je 11(A) konecnd a f omezend méfitelna.

o

: ’fAfdﬂ‘ < [alf| dp.

W

. [ J dukonverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.

. Ja4 f dp = 0pokud je pu(A) = 0.

. Je-li { f} monoténni posloupnost mé&fitelnych funkcf, je [lim f,, dp = lim [ f, dp.

N A
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Jestlize (X, S, 1) = (R, M, \), pak pravé zkonstruovany integral je totoZny s diive popsanym (L)-integralem.
Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.

Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp= [, 1 dp.

Co kdyz se misto konstantni funkce 1 vezme jina
funkce? Dostane se mira?

Je zfejmé nutné vzit nezapornou funkci.
Dtikaz nasledujictho tvrzeni neni tézky.

VETA. Necht f je nezdporna méfitelnd funkce a pro A € S se definuje ve(A) = [, f du. Pak vy je mira
nas.

Vztah mezi takto ziskanou mirou a ptvodni mirou vyjadiuje ndsledujici véta.
VETA. Mira v na S lze vyjadfit jako vp(A) = /4 f du pro néjakou nezdpornou p-méfitelnou funkci f

praveé kdyz plati
AeS pu(A)=0=v(A)=0.

Mira v na § s vlastnosti z predchozi véty se nazyva absolutné spojitd vzhledem k p. Predchozi véta se
nazyva Radonova—Nikodymova véta a jeji dikaz je sloZzitéjsi.

Pozndmky 4:
Je mozné zkoumat i ,redlné" funkce s hodnotami +oo. Vétsinou se vSak pozaduje, aby mira mnoziny bodu,
kde takova funkce nabyva navlastnich hodnot, byla nulova.

Stejné tak 1ze zkoumat funkce definované ,skoro vSude", tj. vSude s vyjimkou nulové mnoZiny. At dode-
finujete takovou funkci v chybéjicih bodech jakkoli, na méfitelnosti zobrazeni ani na hodnot¢ integralu se
nic nezméni. Muzete i zménit hodnoty funkce na nulové mnozing.

Véty Jegorova a Lusina, uvedené v Otdzkdch, 1ze vyslovit obecnéji. Podle predchozich odstavcil lze brat
funkce i s nevlastnimi hodnotami. Lusinovu vétu lze dokdzat i pro funkce na metrickych lokdlné kompakt-
nich prostorech.

Pokud je vhodné oznacit proménnou, podle které se integruje (napf. zdvisi-li f na vice proménnych), pise
se napt. [ f(z,y) dp(z).

Integrace podle Lebesgueovy-Stieltjesovy miry yup se Casto znadi [ f(z) dF (z).

Lebesguetv integrdl je zobecnénim Riemannova integralu, tj, ma-li funkce f na kompaktnim intervalu
Riemanniv integral, md i Lebesguetiv integral a oba integrdly se rovnaji. (Zkuste to dokdzat.)

Konec poznamek 4.

Priklady 4:
1. Spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory je borelovské.
2. Monoténni redlnd funkce na R je borelovsky méfitelna.

3. Integrace na N vzhledem k Citaci mife 4 je totéZ jako s¢itdni fad, tj. [ f dp = >, f(n). (odtud plynou
znamé podobnosti napt. mezi konvergenci integralu a fad.)

Konec prikladu 4.

Otazky 4:

19



1. UkaZte, Ze zobrazeni mezi metrickymi prostory je borelovsky méfitelné pravé kdyZz vzory otevienych
mnoZin jsou borelovské.

2. Charakteristickd funkce mnoziny A je méfitelnd pravé kdyz A je méfitelna.

3. Najdéte priklad dvou redlnych lebesgueovsky méfitelnych funkci, jejichZ slozeni neni lebesgueovsky
méfitelné.

4. Najdéte priklad prosté redlné lebesgueovsky méfitelné funkce, jejiz inverzni zobrazeni neni lebesgueov-
sky méfitelné.

5. Véta Jegorova. Necht’ na prostoru s mirou (X, S, u), kde u(X) < oo, konverguji méfitelné redlné
funkce f,, bodové k funkci f. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € S s mirou u(A) < e tak, Ze konvergence
je stejnomérnd na X \ A.

Névod: Polozte A" = {z;|fr(x) — f(x)] < 1/m pro kazdé k > n}. Pak pro kazdé m je {A"},
rostouci posloupnost mnozin z S pokryvajici X, takZe existuje ny, s vlastnosti (X \ A7) ) < /2.
pak A = J,,(X \ A7} ) je hledand mnoZina.

6. Véta Lusinova. Necht' f je lebesgueovsky méfitelnd redlna funkce na omezeném intervalu J C R. Pak
pro kazdé £ > 0 existuje existuje A € S s mirou u(A) < e tak, ze zdzeni f na J \ A je spojité. (Plati
opak?)

Navod: Pouzijte Jegorovovu vétu na posloupnost jednoduchych funkei konvergujici k f.

7. Dokazte, podobnym zpisobem jako v obdobné vété v kapitole o zavislosti integrdlu na parametru, Lebe-
sgueovu vetu o konvergenci:

Necht' {fn} je posloupnost méritelnych funkci (na o-konecném prostoru) konvergujici skoro vsude k f.
JestliZe existuje integrovatelnd funkce g tak, Ze | fn(x)| < g(x) skoro vSude, pak limy, [ f, du = [ f du.

Konec otazek 4.

CviCeni 4: Pfiklad. Necht’” 91 je systém podmnozin E intervalu [0, 1], pro nez je E bud’to spoCetnd nebo kospo-
Cetnd. Dokazte, ze funkce g(x) = x pro x € [0, 1] neni mé&fitelnd.

Reseni. Méli bychom zacit s ovérenim, ze 91 je o-algebra.
To jsme ale ukdzali ve Cvicenf 1.

Chceme-li dokdzat neméfitelnost funkce g, musime podle definice najit Lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu
A C [0,1] tak, aby g~ (A) ¢ M.
Jinymi slovy, aby g~ !(A) nebyla spo¢etn ani kospo&etna.

| T.j. mymi slovy. I

ProtoZe funkce g je identita, 1ze volit naptiklad

Pak
st =(03). D=0 U] 5],

a vidime, Ze ani jedna z téchto mnoZin neni spocetn4.
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Dokadzali jsme, Ze funkce g neni méfitelna.

| Mira nebyla dana. BTW, mira neni Miroslava. I

STANDARDY z kapitoly

| TEORIE MIRY |

Algebra mnoZin

Konec cviceni 4.

DEFINICE. Necht X je neprdzdnd mnoZina. Soustava S podmnozin X se nazyva algebra, jestlize S je
uzaviend na konecnd sjednocenti, dopliiky a obsahuje ().

Algebra se nazyva o-algebra, jestlize je uzaviend na spocetna sjednocen.

POZOROVANI.
1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na kone¢né (resp. spocetné) pruniky a obsahuje X.
2. Prhnik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnoZzin X existuje nejmens{ algebra (resp. o-algebra), kterd tento systém obsahuje.

Mira

DEFINICE. Mira na o-algebie S je zobrazeni p : S — [0, oo] majici vlastnosti
1. p(@)=0;

2. u( E:‘jl Ap) =

18

w(Ay), jakmile { Ay, } je posloupnost navzdjem disjunktnich mnozin z S.

n=1

Posledni vlastnost miry se nazyvd o-aditivita.

POZOROVANI.
I.Je-iA,BeSaAcC B,jeu(A) < u(B).

1(An)

[e.9]
2. Je-li {Ay,} posloupnost z S, je pu( | Ap) <
n=1 1

M2

o0
3. Je-li {Ay,} rostouci posloupnost z S, je pu( U An) = lim u(Ay).
n=1 n

[ee]
4. Je-li {Ay} Klesajici posloupnost z S a (A1) < oo, je pu( | Apn) = lim u(Ay).
n

n=1
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Druhd uvedena vlastnost se nazyvd o-subaditivita, obé posledni vlastnosti vyjadfuji jistou spojitost miry.
Trojice (X, S, 1), kde S je o-algebra na X a p je mira na S, se nazyva prostor s mirou (dvojice (X, S) se
obvykle nazyva méfitelny prostor).

Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je u(X) = 1.

Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati

ACcBeS, u(B)=0,pak AeS.

VETA. Pro prostor s mirou (X, S, 1) se oznaéi S = {AUN; A€ S,N C B, u(B) =0}apro P = AUN
z definice S se definuje 7z(P) = p(A). Pak S je o-algebra obsahujici S a @i je Gplnd mira na S, kterd
rozsifuje .

Prostor s mirou (X, S, 7i) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, p).

POZOROVANI. Je-li (X,S, i) ziplnéni méfitelného prostoru (X, S, 1) a Ji je mira na S, ktera rozgifuje
1, pak g = 7.

Priklad. UkaZte (pro libovolnou neprazdnou X)), Ze nasledujici funkce definované na vSech podmnoZinach
X, jsou mirami:

1. u(A) = 0 pro viechna A C X

2. Funkee rovna 0 na () a nekone€nu na neprazdnych mnoZinach.

3. Funkce, pfifazujici podmnoZziné X pocet jejich prvki (nekonecno, je-li podmnoZina nekone¢nd). (Tato
mira je obzvlasteé dilezitd na N a nazyva se ¢itaci nebo aritmetickd mira.)

4. Funkce, kterd ma hodnotu 1 na mnoZinich obsahujici pfedem dany bod a O jinde (Diracova mira).

Pokud vezmeme funkci i délku intervall, Aproximaci vznikne mira na otevienych a uzavienych mnozi-
ndch, nasledné na borelovskych mnozinach (nejmensi o-algebra obsahujici oteviené mnoZziny) v R . Ziipl-
néni této miry se nazyva Lebesgueova mira.

Tento postup lze zobecnit nasledovné. Necht' F' je spojitd neklesajici funkce na R. Pak se pro interval
A = (a,b) definuje pp(A) = F(b) — F(a). Ziplnéni vzniklé miry na borelovskych mnoZindch se nazyva
Lebesgueova—Stieltjesova mira. (Lze brat funkce jen zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly
typu (a, b] — takto Ize ziskat Diracovu miru). Funkce F' byvd tzv. distribu¢ni funkce jisté pravdépodobnosti.

2y

Priklad. Jakd funkce F' (zprava spojitd) vytvaii Diracovu miru umisténou v bodé a € R?
Soustava borelovskych mnozin na R md mohutnost 2%, tj. stejnou jako je mohutnost R. (Uvédomte si, Ze
kazdy otevieny interval je sjednocenim spocetné mnoha intervalt s racionalnimi konci).

Odtud vyplyva, Ze soustava borelovskych mnozin na R nenf tiplna vzhledem k Lebesgueove mife A, protoze

A(C) = 0 pro Cantorovu mnozinu (ukaZte to) a ta md mohutnost 2. Mohutnost soustavy vech jejich
. z w Y v v

podmnoZin md proto mohutnost 22° a tedy v&tsi nez 2.

Piiklad. Necht' X je nespocCetna mnoZina. Ozna¢me 991 systém vSech spocetnych a kospocetnych podmno-
Zin X. Definujme mnoZzinovou funkci p : 9 — {0, 1} takto
n(E) =0,
pokud F je spocetnd a
WE) =1,
pokud E je kospocetnd. Dokazte, Ze )1 je o-algebra a i je mira.

Nejprve dokazme, Ze 9 je o-algebra.

Podle definice mame ovérit, ze
1) M obsahuje pradzdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZujeme za spocetnou.

2) 91 je uzaviena na dopliky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A€ kospocetnd a pro A kospo-
Cetnou je A€ spoletnd.
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3) A, € M, n = 1,2,... implikuje |J A, € 9 : pokud jsou vSechny A,, spoletné, stali si vzpome-
nout, Ze spoéetné sjednoceni spocetnych mnozin je mnozina spocetna. Pokud je aspon jedna z mnoZzin A,
kospocetnd, pak je zfejmé i sjednoceni kospocetnd mnoZina.

Zbyva ukazat, Ze p je mira.

Ovérme tedy, Ze plati

1) u(P) = 0 : to je jasné (fekli jsme, Ze prazdnd mnoZina je spofetnd).
2) spocetnd aditivita: zde staci odkéazat na bod 3) a definici .

Submira

DEFINICE. Submira na mnoZiné X je zobrazeni v : S — [0, oo] majici vlastnosti
1. v(0) =0;
2. v(A) <v(B)pro AC BC X;

o0 o0
3. 1/( U An) < > v(Ay), jakmile {A,} je posloupnost podmnoZin X .
n=1 n=1

VETA. Pro miru 1 na o-algebfe S na X je ndsledujici funkce p* submira:
p*(P) =inf{u(A); A€ S, P C A}.

Diikaz. Jediné dikaz subaditivity miZe byt méné snadny. Necht’ P = | J P, a ¢ > 0. Pro kazdé n se najde
Ap € Stak, ze Py, C Ap a pu(An) < p*(Pyn) + £/2™. Potom

P (P) < p({JAn) €D u(An) <D (Pa) + ¢,
coz dokazuje subaditivitu p*. O
Uvedend submira je u* generovand mirou 11 a nazyva se vnéjsi submira miry p.

DEFINICE. Necht' v je submira na X. Podmnozina A C X se nazyva v-méfitelnd, pokud pro libovolné
P C X plati
v(P)=v(PNA)+v(P\A).

VETA. Necht' v je submira na X.
e Systém M vsech v-méfitelnych mnozin je o-algebra na X a zdZeni 7 submiry v na M je Gplna mira.
e Je-li submira v generovand mirou p definovanou na S, pak S C M a zizZeni v na S je rovno /.
Je-li (X, M, D) vytvoteno z vnéjsi submiry p* miry u, znadf se jako (X, S, i) a nazyva se Carathéodoryho

roz§iFeni prostoru s mirou (X, S, ).
oo
o-kone¢nd mira je mira, pro kterou plati, Ze X = |J Xy, kde u(Xy,) < oo pro kazdé n.
n=1
POZOROVANI. Je-li (X,
M, kterd roz8ituje u, pak g = .

VETA. Carathéodoryho rozsiteni o-konecného prostoru je jeho ziplnéni.

Priklad. Je-li F' Cantorova funkce (tzv. d dbelské schodist€) na [0, 1], jakou md hodnotu p na Cantorové
mnoZiné? [1]. A jakou ma hodnotu Lebesgueova mira na Cantorové mnozin€?[0].
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Priklad. Na mnoZiné R méjme algebru A generovanou systémem vsech intervali. Definujme mnoZinovou
funkei g : A — {0, 1} takto

n(A) = 1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
n(4) =0,

jinak. Dokazte, Ze 1 je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

Pro dikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.
Neobsahuje-1i Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M/ U N pravé prstencové okoli nuly.
Tedy p(M) = 0, u(N) = 0, u(M U N) = 0, a proto

u(M) + p(N) = p(M UN).

Obsahuje-li jedna z mnozin M, N pravé prstencové okoli nuly (necht’ je to M), pak i sjednoceni obsahuje
pravé prstencové okoli nuly.

Tedy pp(M) =1, u(N) = 0, u(M UN) =1, a proto
p(M) + p(N) = p(M UN).

Abychom ukdzali, Ze funkce ;. neni spocetné aditivni, definujme mnoZiny

1
Ay = (2) n=12,....
n

UJA4An=(02¢€A
n=1

Potom

JelikozZ ale

1(0,2) =1

K <U An) > ZN(An)-
n=1 n=1

Funkce p tedy neni spocetné aditivni.

dostavame

Lebesgueova mira na R

V této ¢asti bude X = R.
Definujme mnoZinovou funkci p tak, aby mira p intervalu byla jeho délka a mira bodu byla 0.

Systém vSech konecnych sjednoceni intervali a kone¢nych mnozin je algebra S. Kazdé takovéto sjednoceni
Ize vyjadfit jako konecné sjednoceni disjunktnich interval a kone¢né mnoziny.

Odtud plynou hodnoty p na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

Dalsim krokem je zjiSténi hodnot x4 na o-algebre 3 borelovskych mnoZin. Algebra B se konstruuje transfi-
nitn{ indukci: k S se pridaji v§echna spocetnd sjednoceni prvki S a jejich dopliiky, k ziskanému systému se
opét pridaji v§echna spocetna sjednoceni prvkii nového systému a jejich dopliiky. Pokracuje se az do kroku
w1, kde se postup zastavi.

Je velmi snadné si uvédomit, Ze pridavand spocetnd sjednoceni mohou byt brdna jako spocetnd sjednoceni
disjunktnich mnoZin. Z toho vyplyva, Ze ;. ma hodnoty na mnoZinach z B opét jednoznacné dany. Tedy

s ¥z

(podle predchozi ¢sti) je m4 jednoznaéné dany i na ziplnéni (R, B, ).

Misto (R, B, i) budeme psét (R, M, \). Prvky M se nazyvaji lebesgueovsky méfitelné mnoziny. Mira A
na M se nazyva Lebesgueova mira.

VETA.
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1. Lesgueova mira A je o-konecna.

2. Pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnoZzinu P a pro kazdé € > 0 existuje oteviend mnozina G D P tak,
7ze A(G'\ P) < e. Je-li navic P omezend, existuje kompaktni mnozina C' C P tak, ze A(P \ C) < e.

3. Existuje lebesgueovsky méfitelnd mnozina, kterd neni borelovska.

4. Existuje podmnoZina R, kterd nen{ lebesgueovsky méfitelna.

Priklad. Jakou hodnotu méd A\ na mnoziné€ raciondlnich c¢isel a jakou na mnoZzing iraciondlnich Cisel (tfeba
na intervalu [0, 1])?

Priklad. Najdéte nespocetnou mnozinu, kterd ma Lebesgueovu miru 0?

Lebesgueovsky méritelné mnoziny s Lebesgueovou mirou tvoii ziplnéni borelovskych mnozin, proto exis-
tuji pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu P borelovské mnoziny A C P C B tak, ze A(A) =
A(B).

A lze sestrojit jako spocetné sjednoceni uzavienych mnozin (takovéto mnoziny se nazyvaji Fy-mnoZiny), a
B jako prinik spocetného systému otevienych mnoZin (takovéto mnoZiny se nazyvaji G s-mnoZziny).

Priklad. Sestrojte podmnoZinu R, kterd neni lebesgueovsky méftitelna.

Regeni. Na R se definuje ekvivalence t ~ s vztahem ¢ — s je raciondlni. Vybereme z kazdé tiidy ekvivalence
jeden prvek — tyto prvky tvori nespocetnou mnozinu P, kterd neni méfitelna.

Meéritelna zobrazeni
DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazent, jestlize f~1 (M) € S pro
kazdé M € M.

Meéfitelnd zobrazeni tu nebudou studovana v plné obecnosti. Vzhledem k pouziti se v dal§im textu vyklad
7071 na redlné méfitelné funkce, tj. méfitelnd zobrazeni (X,S) — (R, M), kde M je soustava vSech
lebesgueovsky méfitelnych mnoZin.

POZOROVANI.
e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méfitelnych funkei jsou opét métitelné funkce.

e Je-li {f,} posloupnost méfitelnych funkci, jsou i sup fp,inf f,limsup fn,liminf f, (a tedy i lim fp,
existuje-li) méfitelné funkce.

Jednoduchd funkce je funkce, jejiZ obor hodnot je kone¢nd mnoZina. Je to tedy linedrni kombinace kone¢né
mnoha charakteristickych funkci a miZe se znadit jako kone¢ny soucet > cv;x A;»>kde x 4 je charakteristickd
funkce mnoziny A, tj. ma hodnotu 1 na A a 0 jinde.

POZOROVANI.
1. Jednoduchd funkce ) avjx 4, je méfitelnd pravé kdyZ jsou mnoziny A; méfitelné.
2. Kazda nezaporna méfitelna funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych funkci.
3. Kazdd méfitelnd funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.
Pro dikaz druhého tvrzeni rozdélte v n-tém kroku obor hodnot [0, c0) na malé intervdlky v [0,n] a na

interval [n, 00), vezméte charakteristické funkce vzorti téchto intervald a jejich vhodné linedrni kombinace.
V dikazu tfettho tvrzeni vyuzijte vztah f = fy — f_.

Integral

V této Casti budou opét zkoumdna jen méfitelnd zobrazeni (X, S, u) — (R, M, ), kde M je soustava
vSech lebesgueovsky méfitelnych mnoZin a A je Lebesgueova mira.
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Navic se bude predpokladat, Ze vSechny pouZivané miry jsou o-konecné.

DEFINICE. Pro jednoduchou funkci f = > a;x A; se definuje jeji integrél vztahem
/f dp =" aip(A;) .

Pro obecnéjsi funkce se pouZzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkei:
DEFINICE.

1. Necht' f je méfitelnd nezdpornd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti
/ Fdu = sup { / g du; g < f je jednoducha funkce} .

2. Necht' f je méfitelna funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

/fdMZ/erdﬂ—/ffdM-

3. Je-lia € S a f je méritelna funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZzin€ A rovnosti
/Afdu=/fXAdu-

Pokud je | f du konegny, nazyvé se f integrovatelnd a fikd se, Ze integrdl z f konverguje.

POZOROVANI.

—

. Integrél je linedrni.

2. Integrdl zachovédva nerovnosti mezi funkcemi.

(98]

. ]A f du konverguje pokud je p(A) koneénd a f omezend méfitelna.

N

N Sar ] < gal 6] an

W

. [ f du konverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.

. Ja f dp = 0pokud je pu(A) = 0.

. Je-li { f,} monoténni posloupnost mé&fitelnych funkcf, je [lim f,, dp = lim [ f, dp.

N

Jestlize (X, S, ) = (R, M, ), pak pravé zkonstruovany integrdl je totoZny s diive popsanym (L)-integralem.

Je ziejmé, Ze pro A € S je u(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

A misto konstantni funkce 1 se muze vzit jind
funkce.
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VETA. Necht' f je nezdporna mé&fitelna funkce a pro A € S se definuje vi(A) = J4 [ dp. Pak vy je mira
naS.

VETA. (Radon—Nikodymova véta) Mira v na S lze vyjadit jako v/ 1 (A) = / 4 f du pro n&jakou nezdpornou
p-méfitelnou funkei f pravé kdyz plati

AeS u(Ad)=0=v(A)=0.

Mira v na S s vlastnosti z predchozi véty se nazyva absolutné spojitd vzhledem k 1.

Integrace podle Lebesgueovy—Stieltjesovy miry pp se Casto znali [ f(z) dF(z).

Piiklad. Charakteristicka funkce mnoZiny A je méfitelna pravé kdyz A je méfitelna.

VETA. (VétaJegorova.) Necht na prostoru s mirou (X, S, 1), kde (X)) < oo, konverguji méfitelné redlné

funkce f;, bodové k funkci f. Pak pro kazdé £ > 0 existuje A € S s mirou u(A) < ¢ tak, Ze konvergence
je stejnomérnd na X \ A.

VETA. (Véta Lusinova.) Necht' f je lebesgueovsky méfitelna realna funkce na omezeném intervalu J C R.
Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje existuje A € S s mirou u(A) < ¢ tak, Ze ziZeni f na J \ A je spojité.

VETA. (Véta Lebesgueova.) Necht {fn} je posloupnost méfitelnych funkci (na o-kone¢ném prostoru)
konvergujici skoro vSude k f. JestliZe existuje integrovatelnd funkce g tak, Ze | f,(x)| < g(z) skoro vSude,
pak limy, [ fn du = [ f du.
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