TEORIE MIRY

V nékterych predchozich kapitolach jste se setkali s méfenim velikosti mnoZin a vite, jaké byly téZkosti s
méfenim mnoZin i na redlné ose.

Kvili témto téZkostem se méfeni zdZilo jen na délku intervald a jejich spocetnad sjednocent.

Velikost (neboli mira) takovéto mnoZiny byl soucet délek intervalii.

Je moZné najit metodu, jak méfit libovolné podmnoZiny piimky (nebo euklidovského prostoru)?

vvvvvv

hodnotou 1 (takova funkce, kterd se dodefinuje na zbylych bodech prostoru hodnotou 0, se nazyva charakteristickd
funkce mnoZiny A).

Pokud se vezme obecny integral (napiiklad Lebesguetliv) a mira mnoZiny se definuje jako integral z charakte-
ristické funkce této mnoZiny, dostane se jiZ velika tfida mnozZin, které se timto zptisobem daji méfit (nikoli vSak
vSechny).

V abstraktni teorii miry se postupuje podobné jako v metrickych prostorech.

Z vlastnosti velikost{ mnoZin se vyberou ty podstatné a ty se ur¢i jako axiomy pro miru.

Mira a integral spolu dzce souvisi.
Jak bylo feceno vyse, integral urcuje miru.

Ale existuje i opacny postup: z abstraktniho pojmu miry lze vytvofit teorii integralu.

Mira uddva nejen velikost mnoZin, ale pouZiva se i jako pravdépodobnost.

Algebra mnoZzin

Jak bylo naznaceno v tivodu, miry ziskané z integralu nejsou definovdny na v§ech podmnoZinach.

Soustava mnoZin, na kterych je takovd mira snadno definovdna, m4 jisté vlastnosti shrnuté v nasledujici definici.

DEFINICE. Necht' X je neprazdna mnozina. Soustava S podmnozin X se nazyva algebra, jestlize S je uzaviena
na koneéni sjednocent, dopliiky a obsahuje ().

Algebra se nazyva o-algebra, jestliZe je uzaviend na spocetna sjednoceni.

POZOROVANI.
1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) priniky a obsahuje X.
2. Prunik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnoZin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), kterd tento systém obsahuje.

Mira

DEFINICE. Mira na o-algebie S je zobrazeni p : S — [0, oo] majici vlastnosti
L p(0) = 0;

[ee] [ee]
2. u( U An) = X w(Ap), jakmile {A,} je posloupnost navzdjem disjunktnich mnozin z S.
n=1 n=1
Posledn{ vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

POZOROVANI.



1. Je-li A,BeSaAcC B,jeu(A) < u(B).

o o0
2. Je-li {Ay,} posloupnost z S, je u( U An) < 3 n(Ayn)
1 n=1

n=

[e.9]
3. Je-li {Ay,} rostouci posloupnost z S, je u( U An) = lim u(Ay).
n=1 n
[e.e]
4. Je-li {Ap} Klesajici posloupnost z S a 1(A1) < oo, je p( () Apn) = lim pu(Ay).
n=1 n

Druhd uvedena vlastnost se nazyva o-subaditivita, obé posledni vlastnosti vyjadiujf jistou spojitost miry (viz
téZ Otdzky). ~

Trojice (X, S, 1), kde S je o-algebra na X a p je mira na S, se nazyvé prostor s mirou (dvojice (X, S) se
obvykle nazyvd méfitelny prostor).

Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyvé pravdépodobnostni, pokud je u(X) = 1.
Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati

ACBeS,u(B)=0,pak A€S.

VETA. Pro prostor s mirou (X, S, i) se oznaci S={AUN;Ac S N C B,uB) = 0}aproP = AUN z
definice S se definuje 7i(P) = pu(A). Pak S je o-algebra obsahujici S a [z je dplnd mira na S, kterd rozSifuje p.

Prostor s mirou (X, S, 7i) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, p).

POZOROVANI. Je-li (X, S, i) ziplnéni méfitelného prostoru (X, S, 1) a /i je mira na S, ktera rozgifuje j, pak
f= R

Poznamky 1  Piiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1

Uceni 1

Submira

V této Casti bude uveden jiny zpisob rozsifeni miry, ktery v prirozenych situacich vede opét ke ziplnéni.
Nejdfive se p rozsiii na vSechny podmnoziny X, ale nelze ocekdvat, Ze takovéto rozsifeni bude mirou (bude
nutné oslabit o-aditivitu). Potom se vezme maximdlni o-algebra, na které je toto rozsiteni mirou.

DEFINICE. Submira na mnoziné X je zobrazeni v : S — [0, oo] majici vlastnosti

2. v(A) <v(B)proAC BC X;

o0 o0
3. 1/( U An) < > v(Ay), jakmile {A,} je posloupnost podmnoZin X .
n=1

n=1



VETA. Pro miru y na o-algebfe S na X je nésledujici funkce p* submira:

p*(P)=inf{u(A);AeS,PC A}.

Uvedend submira je u* generovand mirou ;i a nazyva se vnéjsi submira miry f.

DEFINICE. Necht' v je submira na X. PodmnoZina A C X se nazyva v-méfitelna, pokud pro libovolné P C X

plati
v(P)=v(PNA)+v(P\A).

VETA. Necht' v je submira na X.
e Systém M vSech v-méfitelnych mnozin je o-algebra na X a zizeni 7 submiry v na M je Gplnd mira.

e Je-li submira v generovand mirou p definovanou na S, pak S C M a zizZeni v na S je rovno p.

Je-li (X, M, D) vytvofeno z vn&j3i submiry p* miry p, znadi se jako (X, S, 1) a nazyva se Carathéodoryho
rozSiFeni prostoru s mirou (X, S, p).

Nasledujici pozorovani ukazuje jednoznacnost predchoziho rozsitfeni v piipadé tzv. o-konecné miry, ktera je

o0
definovdna pozadavkem X = |J X, kde p(X,,) < oo pro kazdé n.
n=1
V dikazu pouZijte nejdfive pfedpoklad p(X) < oo arovnost 7(A) + 7(X \ 4) = p(A4) + (X \ A).
POZOROVANI. Je-li (X,S,7) Carathéodoryho roziifeni o-konetného prostoru (X, S, ;1) a i je mira na M,
kterd rozsituje p, pak 1 = .

VETA. Carathéodoryho rozsifeni o-kone¢ného prostoru je jeho ziplnéni.

Poznamky 2 Piiklady 2  Otazky 2

Cviceni 2
Uceni 2

Lebesgueova mira na R

V této Casti bude X = R.

Jak jiz bylo zminéno, abstraktni definice miry nemiiZze obsahovat pozadavek, aby posunuti mnoZiny neménilo
hodnotu miry.

Pro euklidovské prostory je tento poZadavek zcela ptirozeny (pokud se jednd o geometricky pohled).

Navic je tu dalsi pozadavek, aby mira intervalu byla jeho délka a mira bodu byla 0.

Necht’ i je dplnd mira (pokud existuje) na néjaké o-algebie M na R, kterd vyhovuje obéma piedchozim
pozadavkim.

Systém vSech konecnych sjednoceni intervalli a koneénych mnoZin je algebra S a kazdé takovéto sjednoceni
Ize vyjadfit jako kone¢né sjednoceni disjunktnich intervalli a koneéné mnozZiny.

Odtud plynou hodnoty p na S (soucet délek téchto disjunktnich intervald).

Dalsim krokem je zjisténi hodnot i na o-algebie 15 borelovskych mnozZin. Algebra B se konstruuje transfinitni
indukci: k S se pfidaji vSechna spocetnd sjednoceni prvki S a jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji



vSechna spocetna sjednoceni prvkd nového systému a jejich dopliiky. Pokracuje se az do kroku w1, kde se postup
zastavi.

Je velmi snadné si uvédomit, Ze priddvand spocetna sjednoceni mohou byt brana jako spocetnd sjednoceni
disjunktnich mnoZin. Z toho vyplyvd, Ze 1 md hodnoty na mnoZindch z B opét jednoznacné ddny. Tedy (podle
pfedchozi asti) je mé jednoznacné dany i na ziplnéni (R, B, p).

Stejny vysledek se dostane pouZitim ziplnéni (S, 11)). D4 se ukdzat, Ze toto ziplnéni uz je rovno M. Prvky M
se nazyvaji lebesgueovsky méfitelné mnoziny. Mira p na M se nazyva Lebesgueova mira.

VETA.

1. Lesgueova mira A je o-konecnd.

[\]

Pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu P a pro kazdé € > 0 existuje oteviend mnozina G O P tak,
7e M(G'\ P) < e. Je-li navic P omezend, existuje kompaktni mnozina C' C P tak, ze A\(P \ C) < e.

3. Existuje lebesgueovsky méfitelnd mnoZina, kterd neni borelovska.

4. Existuje podmnoZina R, kterd neni lebesgueovsky méfitelna.

Poznamky 3  Otazky 3

Méritelna zobrazeni
Tak jako se definovala spojitd zobrazeni mezi metrickymi prostory, je potiebné definovat vhodnd zobrazeni
mezi méfitelnymi prostory.
Zobrazeni mezi strukturami musi v né¢jakém smyslu zachovavat strukturu.
V metrickych prostorech to bylo zachovavani konvergence, nebo inverzni zachovavani otevfenych mnozin.

V méritelnych prostorech je situace podobnd jako v metrickych prostorech, uvazuji-li se soustavy méfitelnych
mnozin, resp. soustavy otevienych mnozin. Pak se jiZ snadno usoudi, Ze nasledujici definice je pravé ta vhodna.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazeni, jestlize f—1(M) € S pro kazdé
M e M.

Meéritelnd zobrazeni tu nebudou studovédna v plné obecnosti. Vzhledem k pouziti se v dal$im textu vyklad zazi
na redlné méfitelné funkce, tj. méfitelnd zobrazeni (X,S) — (R, M), kde M je soustava viech lebesgueovsky
méfitelnych mnoZin.

POZOROVANI.
e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méfitelnych funkci jsou opét méfitelné funkce.
e Je-li {fn} posloupnost méfitelnych funkei, jsou i sup fy,inf fp, limsup fp, liminf f;, (a tedy i lim fy,

existuje-li) méfitelné funkce.

Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je kone¢nd mnoZina. Je to tedy linedrni kombinace konecné
mnoha charakteristickych funkci a miZe se znaéit jako kone¢ny soudet > a;x A;» kde x4 je charakteristickd
funkce mnoziny A, tj. ma hodnotu 1 na A a 0 jinde.

POZOROVANI.
1. Jednoduchd funkce > a;x A, Je méfitelnd pravé kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné.
2. Kazdd nezapornd méfitelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych funkeci.

3. KaZzda méfitelnd funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.



Pro dikaz druhého tvrzeni rozdélte v n-tém kroku obor hodnot [0, c0) na malé intervdlky v [0, n] a na interval
[n, 00), vezméte charakteristické funkce vzorQ téchto intervald a jejich vhodné linedrni kombinace. V dikazu
tretiho tvrzeni vyuZzijte vztah f = f4 — f_.

Integral

V této ¢asti budou opét zkoumdna jen méfitelnd zobrazeni (X, S, u) — (R, M, \), kde M je soustava vSech
lebesgueovsky méfitelnych mnoZin a \ je Lebesgueova mira.

Navic se bude predpokladat, Ze vSechny pouzivané miry jsou o-konecné.

DEFINICE. Pro jednoduchou funkei f = a;x 4, se definuje jeji integral vztahem
/fdu=§:mMA0-

Snadno se ukdze, Ze definice nezdvisi na volbé vyjadreni jednoduché funkce, Ze integrél je na jednoduchych
funkcich linearni a zachovava nerovnosti.

e e

Pro obecnéjsi funkce se pouZije jejich vyjadfeni pomoci jednoduchych funkci:

DEFINICE.

1. Necht' f je méfitelnd nezdporna funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti
/f dp = sup { /g du; g < f je jednoducha funkce} .
2. Necht' f je méritelna funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

[ran=[rdu- [ 1 dn.

3. Je-lia € S a f je méfitelna funkce. Pak se definuje jejf integral na mnoZziné A rovnosti
/Afdu:/fXA .

Pokud je [ f dukoneény, nazyvé se f integrovatelnd a ik se, Ze integrdl z f konverguje.

POZOROVANI.
1. Integrél je linedrni.

2. Integrél zachovdva nerovnosti mezi funkcemi.

3. /A f du konverguje pokud je p(A) koneénd a f omezend méfitelna.
A Jaf dnl < [y 17] dn
5. [4 f dukonverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.

[*)}

. Ja f dp = 0pokud je pu(A) = 0.

. Je-li { f,} monoténni posloupnost méfitelnych funkef, je [lim f,, dp = lim [ f, dp.

~



Jestlize (X, S, u) = (R, M, ), pak pravé zkonstruovany integrdl je totozny s dfive popsanym (L)-integralem.
Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.
Je ziejmé, Ze pro A € S je pu(A) = [ xa dp = [, 1 dp.
Je zfejmé nutné vzit nezadpornou funkeci.
Dtuikaz nasledujictho tvrzeni neni tézky.

VETA. Necht f je nezdporna mé&fitelnd funkce a pro A € S se definuje ve(A) = [1 f dp. Pak v je mirana S.
Vztah mezi takto ziskanou mirou a pivodni mirou vyjadfuje nasledujici véta.

VETA. Mira v na S lze vyjadfit jako vi(A) = [, f du pro néjakou nezdpornou p-méfitelnou funkci f pravé
kdyZ plati
AeS u(Ad)=0=rvA)=0.

Mira v na S s vlastnosti z predchozi véty se nazyva absolutné spojitd vzhledem k ji. Pfedchozi véta se nazyva

vvvvvv

Poznamky 4  Piiklady 4  Otazky 4

Cviceni 4

STANDARDY z kapitoly

| TEORIE MIRY |

Algebra mnoZin

DEFINICE. Necht' X je neprazdnd mnozina. Soustava S podmnozin X se nazyvd algebra, jestlize S je uzaviend
na kone¢nd sjednocent, dopliiky a obsahuje {).

Algebra se nazyva o-algebra, jestlize je uzaviend na spocetna sjednocen.

POZOROVANI.
1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) pruniky a obsahuje X.
2. Prunik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnoZin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), kterd tento systém obsahuje.

Mira

DEFINICE. Mira na o-algebfe S je zobrazeni y1 : S — [0, oo] majici vlastnosti
L p(0) = 0;

118

oo
2. p( U1 Ap) = w1(Ay), jakmile {A;,} je posloupnost navzdjem disjunktnich mnoZin z S.
n—=

n=1

Posledn{ vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

POZOROVANI.



1. Je-li A,BeSaAcC B,jeu(A) < u(B).

(0.] o
2. Je-li {Ay,} posloupnost z S, je u( U An) < > u(Ay)
1 n=1

n—=

[e.@]
3. Je-li {Ay,} rostouci posloupnost z S, je pu( U Apn) = lim u(Ap).
n=1 n

o0
4. Je-li { Ay} Klesajici posloupnost z S a pu(A;) < oo, je p( () Ap) = lim pu(Ay).
n

n=1

Druhd uvedena vlastnost se nazyva o-subaditivita, ob& posledni vlastnosti vyjadiuji jistou spojitost miry.
Trojice (X, S, i), kde S je o-algebra na X a p je mira na S, se nazyvé prostor s mirou (dvojice (X, S) se
obvykle nazyvd méfitelny prostor).

Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyvé pravdépodobnostni, pokud je u(X) = 1.

Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati

ACBeS,uB)=0, pakAcS.

VETA. Pro prostor s mirou (X, S, 1) se oznaéi S = {AUN;A € SN C B,u(B) =0}aproP = AUN z
definice S se definuje 7i(P) = u(A). Pak S je o-algebra obsahujici S a [z je Uplnd mira na S, kterd rozSifuje fi.

Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, ).

POZOROVANI. Je-li (X, S, i) ziplnéni méfitelného prostoru (X, S, 1) a i je mira na S, ktera rozgifuje j, pak
=R

Priklad. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), Ze nasledujici funkce definované na vSech podmnozinach X,
jsou mirami:

1. u(A) = 0 pro v8echna A C X,

2. Funkce rovna 0 na () a nekone¢nu na nepréazdnych mnoZindch.

3. Funkce, pfifazujici podmnoZiné X pocet jejich prvki (nekoneéno, je-li podmnoZina nekonecnd). (Tato mira
je obzvlaste dilezitd na N a nazyva se itaci nebo aritmetickd mira.)

4. Funkce, kterd ma hodnotu 1 na mnoZinich obsahujici pfedem dany bod a 0 jinde (Diracova mira).

Pokud vezmeme funkci p délku intervalli, Aproximaci vznikne mira na otevienych a uzavienych mnozinéch,
nédsledné na borelovskych mnoZinich (nejmensi o-algebra obsahujici otevfené mnoZiny) v R . Ziplnéni této miry
se nazyva Lebesgueova mira.

Tento postup lze zobecnit nasledovné. Necht' F' je spojita neklesajici funkce na R. Pak se pro interval A =
(a,b) definuje pp(A) = F(b)— F(a). Ziplnéni vzniklé miry na borelovskych mnoZindch se nazyvé Lebesgueova—
Stieltjesova mira. (Lze brét funkce jen zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly typu (a, b] — takto 1ze
ziskat Diracovu miru). Funkce F' byva tzv. distribu¢ni funkce jisté pravdépodobnosti.

Priklad. Jaka funkce F' (zprava spojitd) vytvaii Diracovu miru umisténou v bodé a € R?
Soustava borelovskych mnozin na R ma mohutnost 2%, tj. stejnou jako je mohutnost R. (Uvédomte si, Ze kazdy
otevieny interval je sjednocenim spocetné mnoha intervalt s raciondlnimi konci).

Odtud vyplyva, Ze soustava borelovskych mnozin na R nenf tiplnd vzhledem k Lebesgueové mite A, protoze
A(C) = 0 pro Cantorovu mnoZinu (ukaZte to) a ta ma mohutnost 2*. Mohutnost soustavy v§ech jejich podmnoZzin
w
md proto mohutnost 22 a tedy v&tsi ne 2.

Priklad. Necht X je nespocetnd mnoZina. Ozna¢me 1 systém vSech spocetnych a kospocetnych podmnoZin
X. Definujme mnozinovou funkci 4 : 9t — {0, 1} takto

pokud FE je spocetnd a



pokud F je kospocetna. Dokazte, ze 901 je o-algebra a p je mira.
Refeni. Nejprve dokaZme, Ze 9 je o-algebra.

Podle definice mame ovérit, Zze
1) 9 obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZujeme za spocetnou.

2) 90 je uzaviend na dopliiky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A€ kospocetnd a pro A kospocetnou
je A€ spoletnd.

3) Ap, €M, n=1,2,... implikuje | J Ay € M : pokud jsou viechny A, spoCetné, stali si vzpomenout, Ze
spocetné sjednoceni spoetnych mnoZin je mnoZina spocetnd. Pokud je aspori jedna z mnoZin A,, kospocetnd, pak
je zfejmé i sjednoceni kospocetnd mnoZina.

Zbyva ukazat, Ze y je mira.
Ovéime tedy, Ze plati
1) (@) = 0 : to je jasné (fekli jsme, Ze prazdnd mnoZina je spofetnd).

2) spocetna aditivita: zde staci odkazat na bod 3) a definici u.

Submira

DEFINICE. Submira na mnoziné X je zobrazeni v : S — [0, oo] majici vlastnosti
1. v(0) = 0;
2. v(A) <v(B)pro AC BC X;

o0 o0
3. 1/( U An) < > v(Ay), jakmile {A,} je posloupnost podmnoZin X .
n=1 n=1

VETA. Pro miru ;1 na o-algebfe S na X je nésledujici funkce p* submira:

p*(P)=inf{u(A); A€ S,P C A}.

Uvedend submira je u* generovand mirou ;i a nazyva se vnéjsi submira miry f.

DEFINICE. Necht’ v je submira na X.Podmnozina A C X se nazyva v-méritelna, pokud pro libovolné P C X
plati
v(P)=v(PNA) +v(P\A).

VETA. Necht’ v je submira na X.
e Systém M vSech v-méfitelnych mnozin je o-algebra na X a zizeni v submiry v na M je Gplnd mira.

e Je-li submira v generovand mirou p definovanou na S, pak S C M a ziZeni v na S je rovno p.

Je-li (X, M, D) vytvofeno z vn&j3i submiry p* miry p, znaéi se jako (X, S, 1) a nazyva se Carathéodoryho

roz§iFeni prostoru s mirou (X, S, ).

o
o-kone¢nd mira je mira, pro kterou plati, 7e X = |J Xy, kde u(Xy,) < oo pro kazdé n.
n=1

POZOROVANI. Je-li (X,S,7i) Carathéodoryho rozsiteni o-koneéného prostoru (X, S, ) a i je mira na M,
kterd roz8ituje u, pak 1 = 1.

VETA. Carathéodoryho rozsifeni o-kone¢ného prostoru je jeho ziplnéni.

Priklad. Je-li F' Cantorova funkce (tzv. d’dbelské schodisté) na [0, 1], jakou md hodnotu pp na Cantorové
mnoZziné? [1]. A jakou ma hodnotu Lebesgueova mira na Cantorové mnozin€?[0].



Priklad. Na mnoZiné R méjme algebru A generovanou systémem vSech intervald. Definujme mnoZinovou
funkei g : A — {0, 1} takto

pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
p(4) =0,

jinak. Dokazte, Ze 1 je aditivni, ale neni spocetné aditivni.
Pro dikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.
Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M/ U N pravé prstencové okoli nuly.
Tedy (M) = 0, u(N) = 0, u(M U N) = 0, a proto

u(M) + p(N) = p(M UN).

Obsahuje-li jedna z mnoZin M, N pravé prstencové okoli nuly (necht’ je to M), pak i sjednoceni obsahuje
pravé prstencové okoli nuly.

Tedy (M) =1, u(N) = 0, (M UN) = 1, a proto
p(M) + p(N) = p(M UN).

Abychom ukdzali, Ze funkce . neni spocetné aditivni, definujme mnoZiny

1
Ap = (2) n=12,....
n

UJA4n=(002 €A
n=1

Potom

JelikozZ ale

1(0,2) =1

K <U An) > ZN(An)-
n=1 n=1

dostavame

Funkce p tedy neni spocetné aditivni.

Lebesgueova mira na R

V této Casti bude X = R.

Definujme mnoZinovou funkci p tak, aby mira p intervalu byla jeho délka a mira bodu byla 0.

Systém vSech konecnych sjednoceni intervali a kone¢nych mnozin je algebra S. Kazdé takovéto sjednoceni
Ize vyjadfit jako kone¢né sjednoceni disjunktnich intervalli a koneéné mnoziny.

Odtud plynou hodnoty p na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

Dalsim krokem je zjisténi hodnot i na o-algebie I3 borelovskych mnoZin. Algebra B se konstruuje transfinitn{
indukci: k S se pfidaji vSechna spoCetnd sjednoceni prvki S a jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji
vSechna spocetnd sjednoceni prvkl nového systému a jejich doplriky. Pokracuje se aZ do kroku w1, kde se postup

zastavi.

Je velmi snadné si uvédomit, Ze pfiddvand spocetnd sjednoceni mohou byt brana jako spocetnd sjednoceni
disjunktnich mnoZin. Z toho vyplyvd, Ze ;1 md hodnoty na mnoZindch z B opét jednoznacné ddny. Tedy (podle
pfedchozi Casti) je mé jednoznacné dany i na ziplnéni (R, B, 1).

Misto (R, B, i) budeme psit (R, M, ). Prvky M se nazyvaji lebesgueovsky méfitelné mnoziny. Mira A na
M se nazyvé Lebesgueova mira.

VETA.



1. Lesgueova mira A je o-konecna.

\S)

Pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu P a pro kazdé € > 0 existuje oteviend mnozina G' D P tak,
7e M(G \ P) < e.Je-li navic P omezend, existuje kompaktni mnozina C' C P tak, ze A\(P \ C) < e.

3. Existuje lebesgueovsky méfitelnd mnoZina, kterd neni borelovska.

4. Existuje podmnoZina R, kterd nenf lebesgueovsky méfitelna.

Priklad. Jakou hodnotu ma A na mnoZiné raciondlnich Cisel a jakou na mnoZiné iraciondlnich Cisel (tfeba na
intervalu [0, 1])?
Priklad. Najdéte nespoc¢etnou mnoZinu, kterd mé4 Lebesgueovu miru 0?

Lebesgueovsky méfitelné mnoZiny s Lebesgueovou mirou tvoii ziplnéni borelovskych mnoZin, proto existuji
pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu P borelovské mnoziny A C P C B tak, ze A(A) = A\(B).

A lze sestrojit jako spocetné sjednoceni uzavienych mnoZin (takovéto mnoZiny se nazyvaji F,,-mnoziny), a B
jako prtinik spocetného systému otevienych mnoZin (takovéto mnoZiny se nazyvaji G5-mnoZziny).

Priklad. Sestrojte podmnoZinu R, kterd neni lebesgueovsky méritelna.

Reieni. Na R se definuje ekvivalence t ~ s vztahem t — s je raciondlni. Vybereme z kazdé t¥idy ekvivalence
jeden prvek — tyto prvky tvofi nespocetnou mnoZzinu P, kterd neni méfitelna.

Méritelna zobrazeni
DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazeni, jestlize f~1(M) € S pro kazdé
M e M.

Meéritelnd zobrazeni tu nebudou studovédna v plné obecnosti. Vzhledem k pouZiti se v dal$im textu vyklad zazi
na redlné méfitelné funkce, tj. méfitelnd zobrazeni (X,S) — (R, M), kde M je soustava viech lebesgueovsky
méfitelnych mnoZin.

POZOROVANI.

e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méfitelnych funkei jsou opét métitelné funkce.

e Je-li {fn} posloupnost méfitelnych funkei, jsou i sup fy, inf fp,limsup fp, liminf f;, (a tedy i lim fy,
existuje-li) méfitelné funkce.

Jednoduchd funkce je funkce, jejiZ obor hodnot je kone¢nd mnoZina. Je to tedy linedrni kombinace kone¢né
mnoha charakteristickych funkci a miZe se znadit jako konelny soudet > ay;x A;» kde x4 je charakteristickd
funkce mnoziny A, tj. ma hodnotu 1 na A a 0 jinde.

POZOROVANI.
1. Jednoduchd funkce ) cvjx 4, je méfitelnd pravé kdyZ jsou mnoziny A; méfitelné.
2. KaZd4 nezdpornd méftitelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych funkei.
3. Kazda méfitelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkeci.
Pro dikaz druhého tvrzeni rozdélte v n-tém kroku obor hodnot [0, c0) na malé intervalky v [0, n] a na interval

[n,00), vezméte charakteristické funkce vzort téchto intervall a jejich vhodné linedrni kombinace. V dikazu
tretiho tvrzeni vyuzijte vztah f = f4 — f_.

Integral

V této &asti budou opét zkoumdna jen méfitelnd zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \), kde M je soustava viech
lebesgueovsky méfitelnych mnoZin a \ je Lebesgueova mira.

Navic se bude predpokladat, Ze vSechny pouZivané miry jsou o-konecné.

10



DEFINICE. Pro jednoduchou funkci f = > a;x A; se definuje jeji integral vztahem
/f dp="> " a;u(4;).

Pro obecnéjsi funkce se pouZije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkei:
DEFINICE.

1. Necht' f je méfitelna nezaporna funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti
/f dp = sup { /g du; g < f je jednoducha funkce} .

2. Necht' f je méfitelna funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

[ran=[tean= [ an

3. Je-lia € S a f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jejf integral na mnoziné A rovnosti
[ ran= [ rxaan.

Pokud je [ f du konegny, nazyvd se f integrovatelnd a fikd se, Ze integrdl z f konverguje.
POZOROVANL.
1. Integrél je linearni.

2. Integral zachovava nerovnosti mezi funkcemi.

W

- 4 f du konverguje pokud je (A) konecnd a f omezend méfitelnd.

o~

: ’fAde‘ < Jalf] dp.
. [ f du konverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.

. J4 f dp = 0pokud je pu(A) = 0.

. Je-li { f} monoténni posloupnost mé&fitelnych funkef, je [lim f,, dp = lim [ f, dp.

~N O W

Jestlize (X, S, u) = (R, M, \), pak pravé zkonstruovany integral je totozny s difve popsanym (L)-integralem.

Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp= [, 1 dp.
VETA. Necht' f je nezdpornd mé&fitelna funkce a pro A € S se definuje vi(A) = [4 J dp. Pak vy je mirana S.

VETA. (Radon-Nikodymova véta) Mira v na S lze vyjadit jako vi(A) = f\ f dp pro néjakou nezdapornou
p-méftitelnou funkcei f praveé kdyz plati

AeS u(A)=0=v(A4)=0.

Mira v na S s vlastnosti z pfedchozi véty se nazyva absolutné spojitd vzhledem k L.
Integrace podle Lebesgueovy-Stieltjesovy miry s se asto zna&f [ f(z) dF (z).

Priklad. Charakteristicka funkce mnoZiny A je méfitelna pravé kdyz A je méfitelna.
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VETA. (Véta Jegorova.) Necht' na prostoru s mirou (X, S, ), kde p(X) < oo, konverguji méfitelné redlné
funkce fy, bodové k funkei f. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € S s mirou u(A) < e tak, Ze konvergence je
stejnomérnd na X \ A.

VETA. (Véta Lusinova.) Necht' f je lebesgueovsky méfitelnd redlna funkce na omezeném intervalu J C R. Pak
pro kazdé £ > 0 existuje existuje A € S s mirou p(A) < ¢ tak, Ze zdzeni f na J \ A je spojité.

VETA. (Véta Lebesgueova.) Necht {fn} je posloupnost méfitelnych funkci (na o-kone¢ném prostoru) kon-
vergujici skoro viude k f. Jestlize existuje integrovatelnd funkce g tak, ze |fn(x)| < g(x) skoro vSude, pak

limy, [ fn dp= [ f dp.
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