KOMPLEXNI CISLA A FUNKCE

V predchozich ¢astech byl diraz kladen na redlna Cisla a na redlné funkce.

Pokud se komplexni ¢isla vyskytovala, bylo to z hlediska kartézského soucinu dvou redlnych piimek, napf. pfi
zkoumani funkci dvou proménnych. Nebyly pii tom brany v dvahu vSechny algebraické vlastnosti komplexnich
Cisel.

Je zndmo, Ze nekteré dlohy zadané redlnymi funkcemi nemaji feSeni v redlném oboru, ale maji fesSeni v kom-

plexnim oboru.

Takovym jednoduchym pfipadem jsou kvadratické rovnice.

Slozitéjsi situace bude probrana v kapitole o Fourierove transformaci: inverzni obrazy Laplaceovy transformace
realné funkce se vypocitaji pomoci integralu komplexnich funkci.

I kdyZ mnoho vlastnosti komplexnich cisel lze ziskat z vlastnosti redlnych Cisel, nelze tak ziskat vSechny
potiebné vlastnosti.

Navic, uz pfi zkoumani funkci dvou proménnych byly vidét podstatné rozdily ve sloZitosti jistych mnoZin na
pfimce a v roviné.

V této kapitole proto budou zopakovéany nékteré vlastnosti roviny a funkci dvou proménnych (a zdklady kom-
plexnich &isel ze stiedni Skoly).

MNOZINA KOMPLEXNICH CISEL C

DEFINICE. Mnozina C komplexnich &isel je mnozina R? viech dvojic (z,y) redlnych &isel s euklidovskou
vzdalenosti dvou bodl (z1,y1) a (x32, y2) rovnou

\/($1 —2)2 + (y1 — y2)?

a algebraickymi operacemi s¢itdni a ndsobeni:

(z1,01) + (2,92) = (21 + 22,91 +y2)
(@1,91) - (w2,92) = (w122 — y1y2, 2192 + 22y1) -
Cislo = se nazyva redlna slozka komplexniho &isla z = (z,%) (znafeni R(z)) a y jeho imaginarni slozka

(znaleni (z)).

Cislo (z, —y) se nazyva komplexné sdruZené k &islu (z, y) (znadent (z, y)).

S uvedenym ndsobenim a s¢itanim tvoii C téleso, s uvedenou vzdalenosti tvoii metricky prostor.
Pokud se ztotoZni redln4 &isla r € R s komplexnimi Eisly (7, 0), je R podtéleso C (a jeho metricky podprostor).
Vzdélenost bodu z = (x,y) od poitku se podobné jako v redlnych &islech zna¢i absolutni hodnotou |z| =

|(z,y)| = /2% + y2. Vzdalenost dvou &isel 21, 29 je potom |21 — 22|. Pro absolutni hodnotu plati stejné pravidla
jako v R (viz Otdzky).

Pocitek, tj. bod (0, 0), bude Casto znacen jako O.

Pozndmky 1 Priklady 1 Otazky 1 1

Alternativni popis komplexnich ¢isel

Jestlize se ozna¢i i = (0, 1) (tzv. imagindrni jednotka), 1ze psat komplexni ¢isla ve tvaru (z,y) = = + iy.



Dalsi moznosti vyjadfeni komplexnich &isel je pouZiti polarnich soufadnic: (x,y) = (rcosy,rsing) =
r(cos @ + isin ), kde r je vzddlenost bodu (x, y) od polétku. a ¢ je dhel mezi kladnym smérem osy z a spojnici
bodu (z,y) s pocatkem.

s ¥

Cislo r je pro komplexni &islo z = (z, y) uréeno jednoznacné:

r=lel = Va2 2,

Uhel ¢ je, kromé bodu (0, 0), uréen jednozna¢n& aZ na periodu 27:

Sz

i

cosp = sing =

Rz
N

Popis ¢ pomoci funkce arctg je uveden v Ofdzkdch. MnoZina Ghli ¢ pro dané z se znali arg(z), takze
z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

Popis pomoci poldrnich soufadnic je vhodny pfi ndsobeni komplexnich ¢isel. Plati totizZ zobecnéné Moivreovy
VZorce pro 21, zg s prisluSnymi argumenty 1, 2:

.. Z1 Z1 ..
%@IMWWM%+WHMM%+W»@L$MW1wﬂﬂmW1wﬁ

Pozndmky 2 Priklady 2 Otazky 2 2

Rozsirena komplexni rovina C*

Stejné jako v R je vhodné rozsitit rovinu o nevlastni body.

Na rozdil od R se vSak C roz§ifuje jen o jedno nevlastni &islo, které bude znaceno oo a rozsifend rovina CU{oo}
bude oznadena jako C*.
Aritmetika s 0o je ndsledujici (operace s¢itani a ndsobeni jsou komutativni):
ztoo=o00proz#oco,z-00=o00proz#0,
z z
— =0proz#o00,- =ooproz #0.
00 0
Operace
00
o+, -0, —, =
00
nemaji smysl (neurCité vyrazy).

Je vhodné zavést |co| = 00,50 = 0.

Poznamky 3 Piiklady 3 Otazky 3 3

Topologie roviny

V kapitole o funkcich vice prom&nnych byla pomoci vzddlenosti popséna konvergence v R? a jeji vlastnosti,
déle pak jisté vlastnosti podmnoZin roviny, jako otevienost, uzavienost, omezenost, kompaktnost, okoli bodd,
hromadné body.

Pro dplnost:

e okoli bodu z je libovolnd mnoZina obsahujici néjaky kruh o stiedu z;



e podmnozina C je oteviend, jestliZe je okolim kazdého svého bodu;
e podmnozina C je uzavrend, jestlize jeji doplnék je otevieny;
e podmnozina C je kompaktni, jestlize je uzaviend a omezend,

e posloupnost z,, konverguje k z € C, jestliZe libovolné okoli bodu z obsahuje skoro v§echna z,.

V Pozndmkdch, Prikladech a Otdzkdch je probrano rozsifeni uvedenych pojmi na C*.

Kromé tvrzeni obsahujicich pojmy z uspofddani, plati stejné véty pro konvergenci jako v R:
VETA.

1. {z,} md nejvyse jednu limitu,

2. je-li posloupnost {zy, } konstantni, z,, = u, pak lim z,, = u,

3. jestlize lim 2, = u, pak lim 25, = u pro kazdou podposloupnost {z,. } posloupnosti {2, },

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {z, } 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k u, pak {z, } konverguje k
u.

5. jestlize {z, } konverguje v C, pak {z,} je omezend posloupnost.

6. posloupnost {z, } konverguje v C pravé kdyz je cauchyovskd (tj. Ve > 0 Ing € N (n,k > ng = |zn—21| <

€))s

7. plati tvrzeni o limité€ souctu, soucinu a podilu.

Beze zmény zlstdva definice hromadnych bodi posloupnosti nebo mnozin v C a vSechna tvrzeni o nich, kterd
maji smysl v C (tj. musi se vynechat tvrzeni pouZivajici usporadani, napt. nemd smysl hovofit o nejveétsim a
nejmensim hromadném bodé posloupnosti). V Cantorové vété se misto omezeného uzavieného intervalu bere
kompaktni mnozZina (viz Otdzky).

Bude potieba dalsi ddlezity pojem, a to souvislost mnoZiny.

MnoZina A se nazyva souvisld, jestlize kazda funkce spojitd na A majici jen kone¢né mnoho hodnot je kon-
stantni.

Pro ucely této kapitoly bude stacit siln€jsi pojem neZz souvislost. MnoZina je kiivkové souvisld, jestlize kazdé
jejf dva body Ize spojit kiivkou lezici v oné mnozZiné.

Ztejmé je kazda kiivkové souvisld mnoZina je souvisla.

Kazda ktivkové souvisla mnoZina souvisld, diikaz je snadny. Opak obecné neplati, plati pro oteviené mnoziny,
kde se navic dé kfivka v definici nahradit lomenou €arou.

Oteviené souvislé mnoZiny se nazyvaji oblastmi.

Oblast spolu se svou hranici se nazyva uzaviena oblast.

Pro podrobné;jsi pohled na souvislost viz Pozndmky, Priklady a Otdzky.

Souvisld mnoZina se nazyva jednoduse souvisld, jestliZe jeji doplnék je souvisld mnoZina.

Oblast G je jednoduse souvisld, jestlize s kazdou Jordanovou kiivkou v G lezi v G i jeji vnitiek.

Poznamky 4 Piiklady 4 Otazky 4 4

FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Komplexni funkce komplexni proménné zobrazuje néjakou podmnozinu C do C. MiZeme se na ni tedy di-
vat jako na dvojrozmérné vektorové pole (redlné) definované na podmnoZiné roviny, neboli f(z) = f(z,y) =
(f1(z,y), fo(z,y)) = fi(z,y) +if2(z,y) (f1 = RS jeredlnd slozka a fo = S f je imagindrni sloZzka funkce f).



Abychom mohli tspés$né pracovat s komplexnimi funkcemi komplexni proménné, byvd mimo vySe uvedeny
model typu "rozvélené tésto"uzite¢né zkoumat oddélené redlnou a imagindrni slozku zvI4st’.

Naptiklad pro funkci z — z je redlnd slozka zobrazeni (z,y) — x a imagindrni slozka zobrazeni (z,y) — .
Jde tedy vlastné o dvé plochy nad rovinou (x, y).

Je zfejmé, jak se definuje soucet, soucin a podil komplexnich funkci (vSe bodové), jejich sloZeni, inverzni
funkce, jejich bodova limita.

Nemad smysl hovofit o monoténnich funkcich, o extrémech, o konvexnich funkcich.

Ale ma smysl pojem omezena funkce, sud4, lichd nebo periodicka funkce.

Uvédomte si rozdil oproti kapitole o funkcich vice proménnych, kde se soucin a podil funkci uvazoval pouze
pro funkce s hodnotami v R.

Umluva: Pokud nebude fe¢eno jinak, bude v této i ndsledujicich kapitolach termin funkce znamenat komplexni
funkce komplexni proménné.

Budou se vyskytovat pfifazeni, kterd jednomu bodu pfifadi vice hodnot (jako napt. arg z). Takovéto pfitazeni
se nazyva mnohoznacné zobrazeni a v piipadé€, Ze je definovano na komplexnich Cislech a hodnoty jsou opét
komplexni ¢isla, bude se nazyvat mnohoznacna funkce.

Spojitost

ProtoZe C je metricky prostor, je spojitost funkce f definovana jako spojitost zobrazeni mezi metrickymi prostory
(v bod€ nebo na mnozing).

Je vSak mozné vzit za definici spojitosti funkce f jednu z nésledujicich ekvivalentnich vlastnosti plynouci ze
spojitosti redlnych funkci a z rozkladu f na redlnou a imaginarni slozku:

1. slozky Rf a S f spojité;
2. pro kazdé z € D(f) a kazdé okoli U bodu f(z) existuje okoli V' bodu z takové, ze f(V ND(f)) C U.

3. pro kazdé z € D(f) a kazdé £ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze |f(z) — f(w)| < € jakmile
z € D(f).

z—w| <da

4. jestlize zp, — z v D(f), pak f(zn) — f(2).

Stejnomérnd spojitost je definovana tfeti podminkou, jestlize volba d nezdvisi na volbé z (tj., kvantifikator ,,pro
kazdé z" se presouva za kvantifikator ,existuje 6").

Z kapitoly o funkcich vice proménnych nyni vyplyvaji nékteré zdkladni vlastnosti spojitych funkci, napt. o
zachovani souvislosti sloZzenim a zachovani kompaktnosti spojitym obrazem. Plati o néco vice (pouZziji se piislusna
tvrzeni o spojitosti pro funkce z roviny do pfimky).

VETA.

1. Soucet, soucin a podil spojitych k funkci je spojitd funkce.

[\]

. SloZeni spojitych funkci je spojitd funkce.

W

Spojity obraz kiivkové souvislé mnoZiny je kiivkové souvisld mnoZina.

4. Spojity obraz kompaktni mnoZiny je kompaktni mnoZina.

9

Spojitd funkce na kompaktni mnoZziné je stejnomérné spojita.

6. Prostd spojitd funkce na kompaktni mnoZiné mé spojitou inverzni funkci.



Pozndmky 5 Priklady 5 Otazky 5 5

Limita funkce
Lze opét pouzit definice a tvrzeni z kapitoly o funkcich vice proménnych, takze pro funkci f je li_r}n f(z) =
zZ—Uu
, S o
lim R(f)(2) +1 lim I(f)(2).
Vsechny zdkladn{ vlastnosti limity redlné funkce plati i pro funkce v komplexnim oboru, samoziejmé kromé

téch pouZivajicich uspofdddni. Ale i pro funkce v komplexnim oboru lze dokdzat nékterd tvrzeni u kterych se v
redlnych funkcich pouziva usporadani, napf.

z}% f(2) =0, g je omezend v okoli u = Zlgrt f(z)g(z) =0.

Je to proto, Ze i pro komplexni funkce plati lim f(z) = 0 < lim |f(2)| = 0.

Nasledujici tvrzeni 1ze vyhodné pouZzit v nékterych situacich, protoZe prevadi limitu z komplexniho oboru na
redlny obor jinak neZ je rozklad na sloZky.

VETA. Necht f je definovdna na oteviené mnoziné M a u € M. Pak lim f(z) = A pravé kdyz pro kazdou
zZ—U
kiivku ¢ na [0, 1] s vlastnostmi
0(0)=u,p:(0,1] = M

ie lim f(o(t) = A.
je lim fo(t))

Za kiivku spojujici body zy, 1ze vzit lomenou ¢aru. Neni t€Zké ukazat, Ze 1ze vzit i hladkou kiivku (navic majici

vSechny derivace).
| STANDARDY z kapitoly |

6
KOMPLEXNI CISLA A FUNKCE

MNOZINA KOMPLEXNICH CISEL C

DEFINICE. Mnozina C komplexnich &isel je mnozina R2 viech dvojic (z,y) redlnych Eisel s euklidovskou
vzddlenosti dvou bodi (21, y1) a (22, y2) rovnou

\/(351 = 22)? + (y1 — y2)?

a algebraickymi operacemi s¢itani a ndsobeni:

(@1,91) + (22,92) = (21 + 32,51 +12)
(T1,91) - (v2,92) = (2122 — y1y2, 2192 + 2291) -
Cislo = se nazyva redlna slozka komplexniho &isla z = (z,%) (znafeni R(z)) a y jeho imaginarni slozka

(znaceni &(2)).
Cislo (z, —y) se nazyva komplexné sdruzené k &islu (z, y) (znadeni (z, y)).

Vzddlenost bodu z = (x,y) od poitku se podobné jako v redlnych &islech znaéi absolutni hodnotou |z| =
|(z,y)| = v/22 + y2. Vzddlenost dvou &isel 21, 29 je potom |21 — z3].
Pocitek, tj. bod (0, 0), bude Casto znacen jako 0.

Alternativni popis komplexnich Cisel

P

Jestlize se ozna¢i i = (0, 1) (tzv. imagindrni jednotka), 1ze psat komplexni &isla ve tvaru (z,y) = « + iy.



Dalsi moznosti vyjadfeni komplexnich &isel je pouZiti polarnich soufadnic: (x,y) = (rcosy,rsing) =
r(cos @ + isin ), kde r je vzddlenost bodu (x, y) od polétku. a ¢ je dhel mezi kladnym smérem osy z a spojnici
bodu (z,y) s pocatkem.

Cislo r je pro komplexni &islo z = (z,%) uréeno jednoznacné:
r=|z| = Va2 +y2,

Uhel ¢ je, kromé bodu (0, 0), uréen jednozna¢né a7 na periodu 27:

Sz

Rz
2] 7 El

MnoZina Ghld ¢ pro dané z se znadf arg(z), takZe z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(2))).

cosp = sing =

Plati totizZ zobecnéné Moivreovy vzorce pro 21, 29 s prisluSnymi argumenty @1, ©2:

.. Z1 21 ..
2122 = [atlloal(coslipr + p2) + isin(ier + ) 2 = :ZQ:@osm ~ p2) +isin(p1 — @2)

Rozsitfena komplexni rovina C*

s v vy

Na rozdil od R se vSak C roz§ituje jen o jedno nevlastni &islo, které bude znaceno oo a rozsifend rovina CU{oo}
bude oznadena jako C*.

Aritmetika s 0o je ndsledujici (operace s¢itdni a ndsobeni jsou komutativni):
z+too=o0proz #o00,z-00=00proz #0,
z z
— =0proz#o00,- =oc0proz #0.
00 0
Operace
00
©+o00, o0-0, —, =
00
nemaji smysl (neurcité vyrazy).
Je vhodné zavést |oo| = 00,30 = 0.
Topologie roviny
Pro tplnost:
e okoli bodu z je libovolnd mnoZina obsahujici néjaky kruh o stfedu z;
e podmnozina C je otevriend, jestlize je okolim kazdého svého bodu;
e podmnozina C je uzaviend, jestlize jeji doplnek je otevieny;

e podmnozina C je kompakini, jestliZe je uzaviend a omezend;

posloupnost z,, konverguje k z € C, jestliZe libovolné okoli bodu z obsahuje skoro v§echna z;,.

Mnozina A se nazyva souvisld, jestlize kazda funkce spojitd na A majici jen kone¢né mnoho hodnot je kon-
stantni.

Mnozina je kiivkove souvisla, jestlize kazdé jeji dva body lze spojit kiivkou leZici v oné mnoZing.

Kazda krivkove souvisld mnoZina souvisld, diikaz je snadny. Opak obecné neplati, plati pro oteviené mnoziny,
kde se navic d4 kfivka v definici nahradit lomenou ¢arou.
Oteviené souvislé mnoziny se nazyvaji oblastmi.

Oblast spolu se svou hranici se nazyva uzaviend oblast.



Souvisld mnoZina se nazyva jednoduse souvisld, jestliZe jeji doplnék je souvisld mnoZina.

Oblast G je jednoduse souvisld, jestlize s kazdou Jordanovou kiivkou v G lezi v G i jeji vnitiek.

FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Komplexni funkce komplexni proménné zobrazuje néjakou podmnoZinu C do C. Miizeme se na ni tedy di-
vat jako na dvojrozmérné vektorové pole (redlné) definované na podmnoziné roviny, neboli f(z) = f(z,y) =
(fi(z,y), fa(z,y)) = filz,y) +ifa(z,y) (f1 = RS je redlnd slozka a fo = Jf je imagindrni slozka funkce f).

Budou se vyskytovat pfifazeni, kterd jednomu bodu pfitadi vice hodnot (jako napt. arg z). Takovéto pritazeni
se nazyvd mnohoznacné zobrazeni a v ptipadé, Ze je definovdno na komplexnich &islech a hodnoty jsou opét
komplexni Cisla, bude se nazyvat mnohoznacna funkce.

Spojitost

Za definici spojitosti funkce f lze vzit jednu z nésledujicich ekvivalentnich vlastnosti plynouci ze spojitosti
redlnych funkci a z rozkladu f na redlnou a imagindrni sloZku:

1. slozky Rf a 3 f spojité;
2. prokazdé z € D(f) a kazdé okoli U bodu f(z) existuje okoli V bodu z takové, ze f(V ND(f)) C U.

3. pro kazdé z € D(f) akazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze |f(z) — f(w)| < e jakmile |z — w| < J a
z € D(f).

4. jestlize zp, — z v D(f), pak f(zpn) — f(2).

Stejnomérna spojitost je definovana tfeti podminkou, jestlize volba d nezdvisi na volbé z (tj., kvantifikator ,,pro
kazdé 2" se presouva za kvantifikator ,existuje 9").

VETA.

1. Soucet, soucin a podil spojitych k funkci je spojita funkce.

[\]

SloZeni spojitych funkecf je spojita funkce.

W

Spojity obraz kiivkové souvislé mnoZiny je kiivkové souvisld mnoZina.

4. Spojity obraz kompaktni mnoZiny je kompaktni mnoZina.

D

Spojitd funkce na kompaktni mnoziné je stejnomérné spojita.

6. Prostd spojitd funkce na kompaktni mnoZiné mé spojitou inverzni funkci.

Limita funkce

Definujeme pro funkci f
. . .
lim f(2) = Tim R(f)(2) +1i lim (f)(2).
VETA. Necht f je definovana na oteviené mnoziné M a u € M. Pak liﬂm f(z) = A pravé kdyZ pro kazdou
z u
kfivku ¢ na [0, 1] s vlastnostmi

e(0)=u,p:(0,1] - M
je lim f(p(t)) = A.

t—0 }

V poldrnim zdpisu Cisla z se r nazyva privodi¢ a ¢ argument Cisla z. Zobrazeni arg, které pfifazuje komplex-
nimu &islu jeho argument, neni jednoznacné.



Lze se omezit jen na nékteré hodnoty argumentu, napf. interval [0, 27) a potom je arg jednoznacnou funkei
(kromé 0).

Necht’ S je sféra {(z,y,2) € R3: 22 + 42 4+ 22 = 1} a P jeji ,severni pél" (0,0,1). Rovina C se ztotoZni s
rovinou os , y, tj. mnoZinou {(z,y,0) € R3; (z,y) € R?}.

Tzv. stereografickd projekce je prosté zobrazeni S \ { P} na C: vezme se pfimka prochédzejici bodem P, kterd
neni rovnobéznd s C — ta protind sféru S presné v jednom dal$im bod¢ a rovinu C taky presné v jednom bodg, jeho
stereografickém obraze.

Sféra S tedy slouZi jako model rozsifené komplexni roviny C*, pfi¢emZ P odpovida nevlastnimu bodu oo.

Uvedeny model C* ve tvaru sféry bude nazyvén Riemannova sféra.

Je-li f mnohoznacné zobrazeni na G, pro kazdé z € G vyberte jen jednu hodnotu z mnoZiny f(z) (oznadte ji
F(2)), dostane se funkce F' na G, kterd se nazyva (jednoznacnd) vétev funkce f.

Grafem mnohoznacné funkce imaginarni ¢ast logaritmu je schodisté.

v

Pokud je tfeba vyjadfit podil dvou komplexnich ¢isel jako dvojice redlnych Cisel, rozsiti se zlomek komplexné
sdruzenym jmenovatelem. Napiiklad pro podil z/w, kde z = (x,y),w = (u,v):

z W (azu—yv :w—i—yu)
w o ww '

u? + 027 w2 402
DokaZzte, Ze plati

21
arg(z120) = arg(z1) + arg(z2) , arg (5) = arg(21) — arg(z2) .

2" = |z|"(cos(ny) + isin(ny)).
Jestlize pro n € N zna¢i ¥z ta komplexni ¢isla w, pro kterd je w™ = z, pak

Vz = V/]zl(cos(¢/n) + isin(p/n)).

Najdéte redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho Cisla

1+4\3
1—4)

Spocitejte (1 + 7)20.
Spoéitejte odmocninu ¥/ —8.



