DERIVACE FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE
DERIVACE

U redlnych funkci vice redlnych proménnych nebylo moZné definovat derivaci analogicky definici derivace
redlné funkce jedné redlné proménné (neslo délit ...) a definovaly se jen parcidlni derivace, resp. derivace ve sméru.

Komplexni ¢isla vSak 1ze délit a je moZné prevzit definici derivace z jedné redlné proménné beze zmény.

DEFINICE. Necht je funkce f definovana v okoli bodu w. Jestlize ma smysl limita
f(z) = f(w)

lim ,

zZ—w zZ— W

nazyva se jeji hodnota derivaci funkce f v bod& w a znadi se f’(w).

Vzhledem ke stejné definici jako v redlném pripadé a vzhledem k pifedchozim stejnym vétam o limitach, plati
i pro funkce v komplexnim oboru obdobné véty jako v redlném piipadé:

1. plati stejné vzorce pro derivaci souctu, soucinu, podilu, sloZené funkce a inverzni funkce;

2. ma-li funkce v bod¢ vlastn{ derivaci, je v tomto bodé spojita;
Nelze prenést bez podstatnych dprav véty o stiedni hodnoté.

Pozndmky 1 Piiklady 1 Otazky 1 1

CAUCHYOVY-RIEMANNOVY PODMINKY
Je samoziejmé€ mozné pouzivat i parcidlni derivace funkce f = fi + ifo po slozkdch, tj.

0f 0K 0k Of _0h 0

oxr Oz or’' Oy Oy oy’

VETA. Necht je funkce f = (f1(x,y), fo(x,y)) definovdna v okoli bodu w = (u,v). Jestlize f/(w) existuje a je
vlastni, pak jsou splnény podminky

1. f1 a fo maji v bodé w parcidlni derivace prvniho fadu,

2. v bodé w plati

df1 B 0fo df1 N 0fo
or 9dy ' 9y = Oz
Potom platf rovnosti f/(w) = %(u) = —i %(U,‘).

Uvedené rovnosti pro parcidlni derivace se nazyvaji Cauchyovy—Riemannovy podminky nebo rovnosti.

V Prikladech je uvedena funkce f, ktera spliiuje vSechny podminky predchozi véty, ale nema v bodé€ w derivaci.

Podminky tedy nejsou postacujici, je tfeba k nim pfidat dalsi podminku. Nasledujici tvrzen{ ukazuje, Ze napfi-
klad spojitost parcidlnich derivaci mtize byt takova dal§i podminka (sta¢i v§ak méné — viz Pozndmky).

VETA. Necht je funkce f = (f1(x,y), fa(x,y)) definovdna v okoli bodu w = (u, v) a jsou splnény podminky

. fra fomajiv ¢ w spojité vlastni parcidlni derivace prvniho fadu,
1. f1 a fo maji v bodé w spojité vlastni parcidlni derivace prvniho fadu



2. v bodé w plati ’ ’
oh _0fa  Oh _ _Of
Ox oy = Oy Ox

Potom existuje vlastni derivace f’(w).

Pozndmky 2 Ptiklady 2 Otazky 2 2

HOLOMORFNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce je holomorfni v bod¢, jestlize ma derivaci v néjakém okoli tohoto bodu.

Funkce je holomorfni na mnozing, jestliZe je holomorfni v kazdém bod¢ této mnoZiny.

Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Jak bylo zminéno v Pozndmkdch 2, bude pozdéji dokdzéano, Ze holomorfni funkce ma spojité parcidlni derivace
vSech fada.

Pak pfimo z Cauchyovych-Riemannovych podminek vyplyva derivovanim nésledujici dusledek (redlna funkce dvou
proménnych se nazyva harmonicka na oteviené mnozin€ G, jestlize tam ma spojité parcidlni derivace 2.fadu a spl-

o L L O 0 e,
nuje Laplaceovu rovnici oz T ogZ = 0, zkracené A f = 0):

DUSLEDEK. Necht funkce f = (f1, f2) je holomorfni na oteviené mnoziné GG. Potom jsou funkce f1 a fo
harmonické v G.

Predchozi disledek ma4 i ndsledujici ¢dste¢né obracené tvrzeni:

DUSLEDEK. Necht' f je harmonicka redlnd funkce dvou proménnych na oteviené mnoziné GG. Pak existuji az
na konstanty jediné redlné funkce g, h dvou proménnych tak, Ze funkce f +ig a h 4 if jsou holomorfni v G.

Redlna funkce g z ptedchoziho tvrzeni se nazyva sdruZend harmonickd funkce k f.
Existuje jesté jiny pohled na Cauchy—Riemannovy podminky, ktery spojuje teorii holomorfnich funkci s vek-
torovymi poly a tedy s moZnosti vyuZit napf. Greenovu vétu.

Dvojrozmérné vektorové pole je dvojice dvou redlnych funkei dvou proménnych, a tedy komplexni funkce
komplexni proménné. Lze definovat i komplexni vektorové pole na oteviené mnoziné G C C jako dvojici (f, g)
dvou komplexnich funkci komplexni proménné, které maji spojité parcidlni derivace 1.fadu na G.

Komplexni vektorové pole (f, g) se v souladu s redlnym piipadem nazyva potencidlni na oteviené mnozin&
G C C, jestliZe existuje funkce F takovd, Ze F, = f, F, = g (tato funkce F' se pak nazyva potencidl pole (f, g)).

Ziejmé soucty komplexnich potencidlnich poli a jejich ndsobky Cisly (i komplexnimi) jsou opét potencidlni.

S pomoci komplexniho vektorového pole mdme jiny pohled na Cauchyovy—Riemannovy podminky. Diikaz
nésledujiciho tvrzeni je jednoduchy a je pfenechan ctendii v Otdzkdch.

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro komplexni funkci f = (f1, fo) majici spojité parcidlni deri-
vace 1.fadu na oteviené mnoziné G:

1. f je holomorfni na G;

\S]

. pole (f1,—f2) a (f2, f1) jsou potencidlni na G,

W

. pole (f,if) je potencidlni na G.



Pfedchozi charakterizace bude vyuZita v integraci funkci.

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3 3456

| STANDARDY z kapitoly |

DERIVACE FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE
DERIVACE

DEFINICE. Necht je funkce f definovana v okoli bodu w. Jestlize ma smysl limita
f(z) = f(w)

lim ,

zZ—w Z—w

nazyva se jeji hodnota derivaci funkce f v bod& w a znadi se f’(w).

CAUCHYOVY-RIEMANNOVY PODMINKY
Je samoziejmé mozné pouzivat i parcidlni derivace funkce f = fi + ifo po slozkdch, tj.
OF _Oh L0h O _0n 0%
Or  Ox Ox’ 0Oy Oy oy’
VETA. Necht je funkce f = (f1(z,%), f2(z,)) definovina v okoli bodu w = (u, v). Jestlize f’(w) existuje a je
vlastni, pak jsou splnény podminky
1. f1 a fo maji v bod€ w parcidlni derivace prvniho fadu,

2. v bodé w plati

or oy’ oy  Ox
Potom plati rovnosti f/(w) = %(u) =—i %(u)

Uvedené rovnosti pro parcidlni derivace se nazyvaji Cauchyovy—Riemannovy podminky nebo rovnosti.

VETA. Necht je funkce f = (f1(x,y), fo(x,y)) definovna v okoli bodu w = (u, v) a jsou splnény podminky
1. f1 a fo maji v bodé w spojité vlastni parcidlni derivace prvniho fadu,

2. v bodé w plati
df dfa af1

0f2 _0f
or oy’ oy  Ox

Potom existuje vlastni derivace f/(w).

HOLOMORFNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce je holomorfni v bodg, jestlize ma derivaci v néjakém okoli tohoto bodu.

Funkce je holomorfni na mnozing, jestlize je holomorfni v kazdém bod¢ této mnoZiny.



Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Pak pfimo z Cauchyovych—Riemannovych podminek vyplyva derivovanim ndsledujici dtisledek (redlnd funkce
dvou proménnych se nazyva harmonickd na oteviené mnozin€ G, jestlize tam ma spojité parcidlni derivace 2.fadu

. . O02F | 0%f P — 0
a spliiuje Laplaceovu rovnici 52t o = 0, zkracené¢ A f = 0):

DUSLEDEK. Necht funkce f = (fi, f2) je holomorfni na oteviené mnoziné¢ GG. Potom jsou funkce f1 a fo
harmonické v G.

DUSLEDEK. Necht' f je harmonicka redlnd funkce dvou proménnych na oteviené mnoziné GG. Pak existuji aZ
na konstanty jediné redlné funkce g, h dvou proménnych tak, zZe funkce f + ig a h + if jsou holomorfni v G.

Redlna funkce g z pfedchoziho tvrzeni se nazyva sdruzend harmonicka funkce k f.

Dvojrozmérné vektorové pole je dvojice dvou redlnych funkci dvou proménnych, a tedy komplexni funkce
komplexni proménné. Lze definovat i komplexni vektorové pole na oteviené mnoZiné G C C jako dvojici (f, g)
dvou komplexnich funkci komplexni proménné, které maji spojité parcidlni derivace 1.fadu na G.

Komplexni vektorové pole (f,g) se v souladu s redlnym piipadem nazyva potencidlni na oteviené mnoZiné
G C C, jestliZe existuje funkce F takovd, Ze F, = f, F, = g (tato funkce F' se pak nazyva potencidl pole (f, g)).

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro komplexni funkci f = (f1, fo) majici spojité parcidlni deri-
vace 1.fadu na oteviené mnoziné G:

1. f je holomorfni na G;
2. pole (f1,—f2) a (f2, f1) jsou potencidlni na G;

3. pole (f,if) je potencidlni na G.

Pomoci Cauchyovych-Riemannovych podminek zkoumejte holomorfnost funkci.
K zadané harmonické funkci najdéte harmonicky sdruzenou.

Piiklad. Jestlize funkce f definovand v okoli bodu zg = xo +iyg € C mé v bod& zg nenulovou derivaci f'(z),
pak se kiivka prochézejici bodem zg ve sméru a zobrazi pomoci f do kiivky prochézejici bodem f(zg) ve sméru
f'(20)c. Tedy se zachovavaji thly kiivek prochdzejici bodem zg. DokaZte.

Reseni. Spodteme te¢ny vektor kiivky f(p(t)) pro vhodnou kiivku ¢. Uvédomime si nakonec, Ze ndsobeni
1 (20)c ndsobi dhel o komplexnim &islem f/(zg) = r(cos(Arg z)+i sin(Arg z)), kde r zplsobi protaZeni vektoru
a ten je nasledné otocen o piislusny thel.



