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KRIVKOVY INTEGRAL

Na konci kapitoly o derivaci je uvedena souvislost existence derivace s potencialnim
polem. Existuje dal$i charakterizace potencidlného pole, ktera nebyla v kapitole o deri-
vaci vyuZita, a to je souvislost s kfivkovym integralem — jeho

Pokud nebude uvedeno jinak, uzaviena kiivka je orientovana kladné.

Nejdrive je nutné vysvétlit, jak bude vypadat odpovidajici kiivkovy integral.

Necht' f je funkce na oteviené mnozZiné GG. Pole ji odpovidajici je komplexni pole
(f,if). Potfebuje se vyjadfit kiivkovy integral 2.druhu tohoto pole po kiivce C' v G
vyjadiené parametricky funkci ® = (p, ) : |a,b] — G:
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/C(f de+if dy) = [ (filz,y) +ifelz,y)) dz+ (1filz,y) — folz,y)) dy

) Gl — o) Gy /O falw,y) de + fi(,y) dy
b

I

(fi(o(®), ()¢ (t) — folep(t), (1) (1)) dt +
b

(fole®), v ()¢ (t) + frle®), b)Y (t)) dt

_l_
g\

(fu(e(®), ¥ (®) +ifalip(t), B (1)) ' (t) dE +

b

(f1le(®), (1) +ifale(t), (1)) i/ () d

=/f (1)( () + i (¢ dt—/f

DEFINICE. Integraly v pfedchozi rovnosti se znaci

/C f(2) dz

a nazyvaji se integral funkce f po ktivce C' nebo, pokud kfivka neni podstatnd, kiivkovy
integral funkce f.

\\

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Tedy

/Cf(Z) dz—/abf(cbt

Ptipomeiite si, Ze kfivkovy integrdl prvniho druhu funkce f po téZe kiivce je roven

fds= [ Fle),v()v/e?() +¢2E) dt = [ F(O))|P(#)] dt.
forae= [ [

Samotny vypocet kiivkového integralu je podle vzoreCku typu kucharka

b
/Gf(z)dz—/a f(D(t))P'(t) dt
snadny.

Klasicka zalezitost bude nazavislost tohoto integrdlu na zvolené parametrizaci dané
kfivky.

Protoze definice [, f o f(z) dz je vlastn€ zndmy kfivkovy integrdl 2.druhu, je snadné
prepsat pro tento spemalm prlpad jeho vlastnosti:
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4.1 fp £(2) d2| < [, |£(2)] ds < L(C) maxsec | £(2)

, kde L(C') je délka kiivky C.
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PRIMITIVNI FUNKCE

Bude potieba z teorie pole prevést jesté jeden pojem, a to pojem potencidlni funkce.
Dostane se pojem primitivni funkce, ktery je sice dostateCné jasny, ale je 1€pe ho
definovat 1 pro komplexni obor.

DEFINICE. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoZiné G, jestliZze
pro kazdé z € G plati F'(z) = f(2).

VETA. Necht na oblasti U ma funkce f derivaci f’. Pak plati
[ £ 2= 76) - £
pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu « do bodu S.

Nyni je jiz mozné uvést druhou cast charakterizace vektorového pole. ProtoZe vnitiky
uzavienych kiivek lezicich v G musi také patfit do G, je nutné predpokladat, Zze G je
jednoduse souvisla.

VETA. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni
derivace 1.fadu svych sloZek na jednoduse souvislé oblasti G:
1. f je holomorfni na G;

2. integrély z f po kiivkach leZicich v GG nezdvisi na cesté (tj. zavisi jen na pocitecnim
a koncovém bod¢ krivky);

3. kazdy integrél z f po jednoduché uzaviené ktivce v GG je nulovy;
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4. f ma na G primitivni funkci F.

Pozndmky 2 Otazky 2 2




CAUCHYOVA VETA

Predchozi vétu preformulujeme. Je to velmi diilezité tvrzeni a proto bude zformulo-
vano znovu za obecnych predpokladii:

VETA. (Cauchy) Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kfivce C' a na jejim
vnitiku. Potom je [, f(z) dz = 0.

_Poznamenejme (jak jiz bylo zminéno v Pozndmkdch 2), je mozné dokéazat Greenovu
vétu bez predpokladu spojitosti p0u21tych parcialnich derivaci, nebo je mozné dokazat
pfimo, zZe v implikaci (1) — (3) nen{ tato spojitost potieba.

Pouzije-li se obecna Greenova veéta 1 pro vicendsobné souvislé oblasti, dostane se na-
sledujici tvrzent:

VETA. (Cauchy) Necht C'a C, ..., C), jsou jednoduché uzaviené kladné orientované
kiivky, pricemz C', ..., C), lezi uvnitt C' a vnitrky ktivek C7, ..., C, jsou navzijem dis-
junktni. Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim vnitfku
kromé vnitrka kiivek C1, ..., C,. Potom je

fz Z—Z ) dz.

Cauchyova véta se dostane pro n = 0. Tvrzeni pro n = 1 je velmi duleZité, a je vhodné
ho zformulovat jako dtsledek.

DUSLEDEK. Jestlize jednoduchd uzaviend kiivka C' obsahuje ve SVém Vnitﬂ<u jedno—
duchou uzavienou kfivku D a obé jsou kladné orientované, pak [ f(z) dz = [, f(z) dz
pro kaZzdou funkci f holomorfni na obou kfivkach a mezi nimi.
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Tohoto disledku se pouZziva pro nahrazeni komplikované kfivky C' jednodussi kiivkou
D, napf. kruznici.

Nasledujici dtleZzité tvrzeni takovéto nahrady v dikazu vyuZziva.

Je to tzv. Cauchyuv vzorec, z kterého vyplyva, Ze hodnoty holomorfni funkce uvnitf

kiivky jsou ureny hodnotami na kiivce.
LEKCE34-KIN
integral po kiivce

VETA. (Cauchytv vzorec) Necht C' je jednoduchd uzaviena kfivka a f je holomorfni | viastnostiintegrilu
‘ primitivni funkce

uvnitf a na C'. Potom pro kazdy bod w lezici ve vnittku C' plati Cauchyova véta

obecnd Cauchyova

. Liouvillova véta
211 < — W zdkladni véta alge-
, -
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Z pohledu diferencidlnich rovnic (zde Cauchyovy—Riemannovy podminky) je to v
poradku. ReSeni existuje a je jednoznacné.

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3 3
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DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE

Cauchytliv vzorec md mnoho disledkt. Nejdiive je vhodné si uvédomit, Ze 1ze po-
uzivat vétu z kapitoly o integrdlech s parametrem, ktera uvadi podminky pro zdméenu
derivace a integralu:

LEMMA. Necht f(w,2) je komplexm’ funkce dvou komplexnl’ch proménnych, ktera
je je SpOJlta ve druhé promenne na Jednoduche uzaviené kiivce C, holomorfni v prvni
proménné v oblasti G amav G sp()]lte parcialni derivace podle slozek prvni promeénné.

Potom funkce F'(w) = [, f(w, z) dz je holomorfni v G a plati F'(w) = |, gi( ,2) dz.

Nyni slibené dlisledky Cauchyova vzorce.

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech rada, pro které plati vzorec YN
integral po kiivce
n! f < Z> vlastnosti integralu
f(n) ( UJ) - dz primitivn{ funkce
. - +1 ) Cauchyova véta
27Tl C <Z w>n obecnd Cauchyova

véta
kde C' je libovolné jednoducha uzaviena ktivka lezici i s vnitfkem v GG a bod w lezi Cauchyly vzorec
ve vnitrku C. zékladni véta alge-
. p bry
2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak STANDARDY
0Z1:
n' 123456789
; Priklady
|f(n)<w>‘ < — max{\f(Z): ‘Z . w\ - 7“} - 123456789
rn ’ Otazky
123456789
. . w1 P . . . P Cviceni
3. (Liouville) Kazda omezena celistva funkce je konstantni. 1234567809
Uceni
123456789



Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech tadi), ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

Tato posledni vlastnost dava jiz drive slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu
spojitosti parcidlnich derivaci):

Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:
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KRIVKOVY INTEGRAL

/C f(2) de = / " ()@ (2) di

definujeme integral funkce f po kfivce C' parametrizované ® nebo, pokud kiivka neni
podstatnd, nazyvame jej krivkovy integral funkce f.

DEFINICE. Zipisem

VETA. Necht f, g jsou funkce definované na piislusnych orientovanych kiivkach C, C;, (.

Nésledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrtd vlastnost plati,
jakmile ma smysl leva strana.
LEKCE34-KIN

1. fc(af(z + Bg(z)) dz = O‘fc ) dz + ch dz:
integral po kiivce

2. dZ = dZ + dZ vlastnosti integrélu
fOl + OQ f@ fC primitivni funkce
Cauchyova véta
3. f = — dZ obecnd Cauchyova
“/LC ( f@ véta
. L - Cauchytv vzorec
4. ‘ fC f(Z Z’ S f@ ‘f Z ‘ ds S L(C) max,cc ‘f(Z)‘, kde L(C) Jc délka kerky C. Liouvillova véta
’ ’ zédkladni véta alge-
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PRIMITIVNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoziné G, jestlize
pro kazdé z € G plati F'(z) = f(2).

VETA. Necht na oblasti U m4 funkce f derivaci f’. Pak plati
[ £6) ¢s= 1(6) - f(a)
¥

pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu o do bodu £.

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni
derivace 1.fddu svych sloZek na jednoduse souvislé oblasti G

1. f je holomorfni na G,

2. integraly z f po kiivkéach leZicich v G nezdvisi na cesté (tj. z4visi jen na pocateCnim
a koncovém bodé krivky);

3. kazdy integrdl z f po jednoduché uzaviené kiivce v GG je nulovy;
4. f ma na G primitivni funkci F.




CAUCHYOVA VETA

VETA. (Cauchy) Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kfivce C' a na jejim
vnitiku. Potom je [, f(z) dz = 0.

VETA. (Cauchy) Necht C'a (1, ...,C, jsou jednoduché uzaviené kladné orientované
ktivky, pricemz C', ..., C, lezi uvnitt C' a vnitiky ktivek C4, ..., C), jsou navzdjem dis-
junktni. Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim vnittku
kromé vnitika kiivek C', ..., C,,. Potom je

/Cf(z) dz:zill:/@f(z) dz

DUSLEDEK. Jestlize jednoducha uzaviena kiivka C' obsahuje ve svem vnitrku Jedno—
duchou uzavienou kiivku D a obé jsou kladn€ orientované, pak [ f o f(z) dz = [ f b f(z) dz
pro kazdou funkci f holomorfni na obou kfivkach a mezi nimi.




Tohoto dlisledku se pouziva pro nahrazeni komplikované kiivky C' jednodussi kiivkou
D, napft. kruznici.

VETA. (Cauchytv vzorec) Necht' C je jednoduchd uzaviend kfivka a f je holomorfni
uvnitf a na C'. Potom pro kazdy bod w lezici ve vnitiku C' plati
LEKCE34-KIN

1 A integral po kiivce
f < ) dz = f (w) vlastnosti integralu
2 1 v 2 — W ‘ ) primitivni funkce
¢~ Cauchyova véta
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Cauchyiv vzorec

Vzorecek L sl wa
1 f( Z) zakladni véta alge-
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DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE

LEMMA. Necht' f(w, z) je komplexni funkce dvou komplexnich proménnych, ktera
je je spojitd ve druhé proménné na jednoduché uzaviené kiivce C', holomorfni v prvni
promeénné v oblasti G amé V (G spojité parcidlni derivace podle sloZek prvni proménné.

Potom funkce F'(w) = [, f(w, z) dz je holomorfni v G a plati F'(w) = |, S—Z)(w, z) dz.

Disledky Cauchyova vzorce:

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

f(n)(w> . i‘/c( f(z) dz,

27i z —w)"H

kde C je libovolna jednoduchd uzaviend ktivka leZici i s vnittkem v G' a bod w leZi
ve vnitrku C'.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak
n!
7 w)] < 2 max{|f(2)s ]2 —w| =}
3. (Liouville) Kazda omezena celistva funkce je konstantni.

4. Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C,
pak pro kazdy bod w z vnittku C' je | f(w)| < max{|f(2)|; 2 € C'}.




Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech radi), Ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

Tato posledni vlastnost dava jiz drive slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu
spojitosti parcidlnich derivaci):

Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:

K tradi¢nimu vykladu Cauchyovy véty patii dikkaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:
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pro kiivku ¢ neprochazejici pocatkem mizeme kiivku ¢ lokdlné nahrazovat ¢astmi jed-
notkové kruznice diky predchozi vété.

Celkem mutZeme pietvorit kiivku ¢ na cestu prochézejici pouze jednotkovou kruznici.
Takto integraci prevedeme na znamy integral pres jednotkovou kruznici, ktery je roven
2m.

Tedy vidime, Ze vysledek bude roven n-krat 2772, kde n udava pocet ,,obéhu* kiivky
¢ okolo pocatku (proti sméru hodinovych rucicek).

Obecné pocitame tento pocet ob&hti kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zj jako

integral
1 / 1
2 J o, 2 — 20

a tomuto Cislu fikdme index bodu z, ke kfivce ¢, znacime ind(zg, ¢).

Index je spojitd, celoCiselnd a uziteCna funkce. Index vzroste o jednicku, pokud pre-
skoCime pres kiivku ,,zprava doleva*.

<)k

Vlastnost o nabyvéani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je
mozné pouZit i na nabyvani minima — sta¢i vzit 1/ f.

Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitr jednoduché uzavrené krivky C' a ne-
nabyvd tam nikde hodnoty 0, pak pro kaZdy bod w z vnitiku C je | f(w)| > min{|f(2)|;z €
C'}.

dz
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Priklad. Spoctéte [.(z —w)" dz pron € Z, kde C je kruZnice se stfedem v bodé w.

Popis kruznice je w + re'’,t € [0,2x], vysledek je O pro n # —1,27i pro
im = =1.
Priklad. Spoctéte pomoci obecné Cauchyovy véty integral

/ dz
o 2(22416)°

kde C se sklada ze dvou kruznic: |z| = 1 orientované kladn€ a |z| = 3 orientované
zaporné.

Ptiklad. Pomoci Cauchyovy véty spoctéte | C(z2 — 1)t dz pies kruznici C o stfedu 0
a poloméru 2.

Zlomek (2% — 1)~! se rozlozi:

L1 ( 1 1 )
22—1 2\z—1 z+1
a podle obecné Cauchyovy véty nyni staci spocitat integraly zlomkt 1/(z—1)al/(z+1)
pres kruznice |z — 1| =1a

z+1| =1
(vyjde 271) a odecist je.

Priklad. Pomoci derivace Cauchyova vzorce vypoctéte integraly (C' jsou jednoduché
uzaviené kiivky obsahujici 0 ve svém vnitiku):

2

cosh z COS 2 e*
— dz, -— dz, — dz.
c < c < c <
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Ptiklad. Funkce 1/z je holomorfni na C \ {0}. Ukazte, Ze nema na svém defini¢nim
oboru primitivni funkci.

Priklad. UkaZte, Ze dvé primitivni funkce k f na oblasti GG se 1i$1 o konstantu.

1
/—dz,
o 2

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu
{ze€C:|z| <1}

Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

Budeme integrovat po kfivce ¢(t) = €'’ pro t € [0, 27].

1 2m 1 . 2m
/—dz:/ 7ieltdt:/ i dt = 2mi .
gpz 0 e’ 0

Priklad. Vypocitejte integrél
/ ze® dz,
(2

podél kiivky ¥ (t) =t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzristu parametru ¢.

MiZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZit vétu o integraci primitivni funkce.
Funkce ze* je holomorfni na C, takZe k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic
snadno spocitdme per-partes.
Tedy
F(Z) — (Z o 1)627
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a hledany integral je roven

/¢ se*dz = F(y(1)) — F(0) = F(1+1) — F(0)

= —1+ie™t =—esinl — 1+ iecosl.

622
/C(z—l— 7y 9%
kdeC ={z € C: |z| =3}

Oznaime f(z) = e*, pak podle Cauchyova integralniho vzorce mame

gy = [ @

Priklad. Spocitejte integral

21t Jo (2 4+ 1)+t
Pron =3 je LEKCE3-KIN
_ integral po kiivce
f”/(Z) = 8€2Z, f”/(—l) = 8e 2 vlastnosti integralu
primitivni funkce
2 Cauchyova véta
a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah Sbound. Conchyova
véta
3' 622 Cauchyv vzorec
8 6_2 _ ) dz Liouvillova véta
- . o /kl( d { St r] _
271_2 o (Z+ 1)4 Z‘Lr; ni veta alge
STANDARDY
Odtud jiz snadno zjistime, ze zadany integral ma hodnotu Pozndmky
9 Priklady
e“* 8 ,
——dz =i—me“. Odzky
c(z+1)* 3 Cvicenf

Uceni



Priklad. Spocitejte integral

/ (Qxy — :U2) dx + (:U 4F y2) dy,
C

kde C' je uzaviend pozitivné orientovand kiivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

2

y=x, SC:yQ.

Zabyvejme se nejdifve prvnim piipadem, tj. y = 2°. Integral parametrizujeme:

/01 ((2z)(z*) — 2%) dz + (z + (z%)%) d(z°) = /01 (22° + 2° + 22°) do = g

Podobné& tomu bude pro z = 3 :

/1 2 () — @*)?) dy*) + (v° +y°) dy = /1 (4y' — 2% +2¢°) dy = ——.

Celkovy vysledek tedy bude

/(Qxy—a:Z) dz+ (z+¢°) dy=-——=—.
C

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecna Cauchyova
véta
Cauchyuyv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
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Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



