INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE

KRIVKOVY INTEGRAL

Na konci kapitoly o derivaci je uvedena souvislost existence derivace s potencidlnim polem. Existuje dalsi cha-
rakterizace potencidlného pole, kterd nebyla v kapitole o derivaci vyuZita, a to je souvislost s kfivkovym integralem
— jeho nezavislost na cesté.

Pokud nebude uvedeno jinak, uzaviend kfivka je orientovana kladné.

Nejdiive je nutné vysvétlit, jak bude vypadat odpovidajici kiivkovy integral.

Necht’ f je funkce na oteviené mnoziné G. Pole ji odpovidajici je komplexni pole (f,1if). Potfebuje se vyjadrit
kiivkovy integral 2.druhu tohoto pole po kiivce C v G vyjadfené parametricky funkci ® = (@, ¢) : [a,b] — G-

/C (f de +if dy) /C (fr(@.y) + ifa(z.y) do+ (ifi (2. ) — folz.y)) dy

/ fi(@,y) dz — fa(z,y) dy +i/ fo(@ay) dz+ fu(e,y) dy
C C

b
/ (F1(o(8), (0 () — Falip(8), 0 () (1)) dt +
b
b / (P2 (8), (1)@ (8) + Fi(p(t) w()w' (1)) it
b
- / (F1((8), (1)) + ifal (), (1)) (£) dt +

b
+ / (F1 (), 6(8)) + ifa(o(8), (1)) (1) dt

b b
/f(w(t)Jriw(t))(w'(t)+i¢'(t)) dt:/ F(2(1)®'(t) dt .

DEFINICE. Integraly v pfedchozi rovnosti se znaci

/Cf(z) dz

a nazyvaji se integral funkce f po kfivee C' nebo, pokud kfivka nenf podstatna, kiivkovy integral funkce f.
Tedy
b
[ 1@ as= [ s@me a.
C a

Pfipomerite si, Ze kiivkovy integral prvniho druhu funkce f po téZe kiivce je roven

b b
/C fds= / F(t), BN 2(t) +w2(t) dt = / F@()[@'(1)] dt

Samotny vypocet kiivkového integralu je podle vzorecku typu kucharka

b
/ f(2) dz = / ()P (t) dt
C a

snadny.
Klasicka zélezitost bude nazdvislost tohoto integralu na zvolené parametrizaci dané kfivky.



ProtoZe definice |, cf (z) dz je vlastn& zndmy k¥ivkovy integral 2.druhu, je snadné prepsat pro tento specidlni
pripad jeho vlastnosti:

VETA. Necht' f, g jsou funkce definované na p¥islusnych orientovanych kiivkdch C, C1, Cs. Nsledujici 3 rov-
nosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrtd vlastnost plati, jakmile m4 smysl leva strana.

1. Jo(of(2) + Bg(z)) dz = a [ f(2) dz + B [ g(2) dz;

3. [_of(z) dz = — [ f(2) dz

4. H( f(z) dz| < ]( |f(2)| ds < L(C)max,cc | f(2)

,kde L(C) je délka kiivky C.

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1 1

PRIMITIVNI FUNKCE

Bude potieba z teorie pole prevést jeste jeden pojem, a to pojem potencidlni funkce.

Dostane se pojem primitivni funkce, ktery je sice dostate¢né jasny, ale je 1épe ho definovat i pro komplexni
obor.

DEFINICE. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoziné G, jestlize pro kazdé z € G plati

F'(z) = f(2).
VETA. Necht' na oblasti U md funkce f derivaci f’. Pak plati
[ 7@) @ =16) - (@)

pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu « do bodu /.

Nynfi je jiz moZzné uvést druhou ¢4st charakterizace vektorového pole. ProtoZe vnitiky uzavienych kiivek lezi-
cich v G musi také patfit do G, je nutné predpokladat, Ze GG je jednoduse souvisla.

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni derivace 1.¥adu svych slozek
na jednoduse souvislé oblasti G:

1. f je holomorfni na G;

2. integraly z f po kiivkach lezicich v G nezévisi na cesté (tj. zdvisi jen na pocateCnim a koncovém bodé
kfivky);

3. kazdy integral z f po jednoduché uzaviené kiivce v GG je nulovy;

4. f mana G primitivni funkci F'.

Poznamky 2 Otazky 2 2

CAUCHYOVA VETA

Predchoz{ vétu preformulujeme. Je to velmi dileZité tvrzen{ a proto bude zformulovano znovu za obecnych
predpokladu:



VETA. (Cauchy) Necht f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C a na jejim vnitiku. Potom je f( f(z) dz =
0.

Poznamenejme (jak jiz bylo zminéno v Pozndmkdch 2), je mozné dokazat Greenovu vétu bez predpokladu
spojitosti pouzitych parcidlnich derivaci, nebo je mozné dokézat pfimo, Ze v implikaci (1) — (3) nen tato spojitost
potieba.

PouZije-li se obecnd Greenova véta i pro vicendsobné souvislé oblasti, dostane se ndsledujici tvrzeni:

VETA. (Cauchy) Necht C'a CY, ..., Cy, jsou jednoduché uzaviené kladn& orientované kiivky, pii¢emz C1, ..., Cy,
lezi uvnitt C' a vnitiky kiivek C1, ..., Cy, jsou navzdjem disjunktni. Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené
kiivee C' a na jejim vnitiku kromé vnitikd kiivek C1, ..., C,. Potom je

/( f(z) dz = i}/{z f(2) dz.

Cauchyova véta se dostane pro n = 0. Tvrzeni pro n = 1 je velmi duileZité, a je vhodné ho zformulovat jako
disledek.

DUSLEDEK. Jestlize jednoducha uzavfenad kiivka C' obsahuje ve svém vnitiku jednoduchou uzavienou kiivku D
a obé jsou kladné orientované, pak [ f(z) dz = [}, f(2) dz pro kazdou funkci f holomorfni na obou kiivkach a
mezi nimi.

vvvvv

Nasledujici dalezité tvrzeni takovéto ndhrady v dikazu vyuziva.
Je to tzv. Cauchyuv vzorec, z kterého vyplyvd, Ze hodnoty holomorfni funkce uvnitf kiivky jsou urceny hod-
notami na kfivce.

VETA. (Cauchyiiv vzorec) Necht C' je jednoduchd uzaviend kiivka a f je holomorfni uvnitf a na C. Potom pro
kazdy bod w lezici ve vnitiku C' plati
L[S

27ri,(;zfu,'

dz = f(w).

Vzorecek

1 &) 4, _
o Cz_wdz—f(w)

pocita hodnotu funkce ve vnitfnim bod¢ integraci pres obvod mnoZiny.

Z pohledu diferencidlnich rovnic (zde Cauchyovy—Riemannovy podminky) je to v porddku. Redenf existuje a
je jednoznacné.

Pozndmky 3 Priklady 3 Otazky 3 3

DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE

Cauchyidv vzorec ma mnoho disledkt. Nejdfive je vhodné si uvédomit, Ze lze pouZivat vétu z kapitoly o
integralech s parametrem, kterd uvadi podminky pro zdiménu derivace a integralu:

LEMMA. Necht f(w,z) je komplexni funkce dvou komplexnich proménnych, kterd je je spojitd ve druhé
proménné na jednoduché uzaviené kiivce C', holomorfni v prvni proménné v oblasti G a ma v G spojité par-
cidln{ derivace podle slozek prvni proménné. Potom funkce F'(w) = fC’ f(w, z) dz je holomorfni v G a plati

Fl(w) = [ %(u z) dz.

Nyni slibené disledky Cauchyova vzorce.

DUSLEDEK.



1. Holomorfni funkce v oblasti G md v G derivace vSech radd, pro které plati vzorec

)y n! [ f(2) B
7 (w) 27i ,/(v (z —w)ntl dz,

kde C' je libovolnd jednoduchd uzaviena kiivka lezici i s vnittkem v G a bod w leZi ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak
£ @) < % mas{|(2): |z — w| = 1)
) w)| < 5 max{|f(2); s —w| =7}

3. (Liouville) Kazdd omezena celistva funkce je konstantni.

4. Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C, pak pro kazdy bod w z
vnittku C'je | f(w)| < max{|f(2)];z € C}.

Disledkem pfedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spojité parcidlni derivace
svych sloZek (v8ech fadi), Ze harmonické funkce maji derivace vSech fadu, a Ze funkce majici primitivni funkci je
holomorfni.

Tato posledni vlastnost dava jiZ difve slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu spojitosti parcidlnich deri-
vaci):

VETA. (Morera) Necht J. f(z) dz = 0 pro kazdou jednoduchou uzavienou kiivku lezici i s vnitikem v oteviené
mnozing€ G. Pak je f holomorfni.

Liouvillova véta m4 jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:

VETA. Kazdy polynom P stupné aspoii 1 md nulovy bod, tj. existuje z tak, ze P(z) = 0.

Poznamky 4 Piiklady 4 Otazky 4 456

| STANDARDY z kapitoly |

INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE

KRIVKOVY INTEGRAL

DEFINICE. Zipisem
b
[ 1@ as= [ s@me a.
C a
definujeme integral funkce f po kiivce C' parametrizované ¢ nebo, pokud kfivka neni podstatnd, nazyvame jej
kiivkovy integral funkce f.
VETA. Necht f, g jsou funkce definované na piisluinych orientovanych kiivkdch C, C;, Cs. Nasledujici 3 rov-
nosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrta vlastnost plati, jakmile ma smysl levé strana.
L. [o(af(z) + Bg(z) dz = a [ f(2) dz + B [ g(2) dz
2. ,].C]+C2 f(z) dz = f(ﬁ‘] f(z) dz + ‘]'02 f(z) dz;

3. [Lof(z) dz = — [~ f(2) dz



4. | Jo f(2) dz| < [ |f(2)] ds < L(C) max.cc | f(2)], kde L(C) je délka kfivky C.

PRIMITIVNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoziné G, jestlize pro kazdé z € G plati

Fl(z) = f(2).

VETA. Necht' na oblasti U md funkce f derivaci f’. Pak plati
[ 7@) @ = 16) - (@)
Jo

pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu « do bodu /.

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni derivace 1.Fadu svych slozek
na jednoduse souvislé oblasti G:

1. f je holomorfni na G;

2. integraly z f po kiivkach lezicich v G nezdvisi na cesté (tj. zavisi jen na pocateCnim a koncovém bodé
ktivky);

3. kazdy integral z f po jednoduché uzaviené kiivce v GG je nulovy;

4. f mana G primitivni funkci F.

CAUCHYOVA VETA

VETA. (Cauchy) Necht f je holomorfni na jednoduché uzaviené kfivce C a na jejim vnitiku. Potom je fC f(z) dz =
0.

VETA. (Cauchy) Necht’ C a (', ..., C,, jsou jednoduché uzaviené kladné orientované kiivky, piicemz C1, ..., Cy,
lezi uvnitf C' a vnittky kiivek C1, ..., Cy, jsou navzdjem disjunktni. Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené
kfivce C' a na jejim vnitiku kromé vnitiku kiivek C1, ..., Cy,. Potom je

/Cf(Z) d—;/p £(2) dz.

DUSLEDEK. Jestlize jednoduchad uzaviend kfivka C' obsahuje ve svém vnitrku jednoduchou uzavienou kiivku D
a obé jsou kladné orientované, pak [ f(z) dz = [}, f(2) dz pro kazdou funkci f holomorfni na obou kiivkach a
mezi nimi.

vvvvv

VETA. (Cauchyiiv vzorec) Necht' C' je jednoduchd uzaviend kiivka a f je holomorfni uvnitf a na C. Potom pro
kazdy bod w lezici ve vnitrku C' plati
1 2
— M dz = f(w) .
2m Jo z —w

Vzorecek
S 1O BT

21 Jo z —w



pocita hodnotu funkce ve vnitfnim bod¢ integraci pres obvod mnoZiny.

DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE

LEMMA. Necht f(w,z) je komplexni funkce dvou komplexnich proménnych, kterd je je spojitd ve druhé
proménné na jednoduché uzaviené kiivce C, holomorfni v prvni proménné v oblasti G a ma v G spojité par-
cidlni derivace podle slozek prvni proménné. Potom funkce F(w) = [ f(w,z) dz je holomorfni v G a plati

 of
Fl(w) = [ é—({(uz) dz.
Disledky Cauchyova vzorce:

DUSLEDEK.

1. Holomorfni funkce v oblasti G md v GG derivace vSech fadu, pro které plati vzorec

! .
(") (4 :L/ _ e,
Frw) 27 Jo (2 — w)ntL o
kde C je libovolnd jednoduchd uzavtenad kiivka lezici i s vnittkem v G a bod w leZi ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu

z —w| <r, pak

z—w|=r}.

n!
F )| < 5 max{|(2);

3. (Liouville) Kazda omezena celistva funkce je konstantni.

4. Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C, pak pro kazdy bod w z
vnitiku C je | f(w)| < max{|f(z)|; z € C}.

Dusledkem predchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spojité parcialni derivace
svych slozek (v8ech fdda), Ze harmonické funkce maji derivace vSech fadu, a Ze funkce majici primitivni funkci je
holomorfni.

Tato posledni vlastnost dava jiz difve slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu spojitosti parcidlnich deri-
vaci):

VETA. (Morera) Necht j( f(2) dz = 0 pro kazdou jednoduchou uzavienou kiivku leZici i s vnitfkem v oteviené
mnozingé G. Pak je f holomorfni.

Liouvillova véta m4 jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:

VETA. Kazdy polynom P stupn& aspoii 1 mé nulovy bod, tj. existuje z tak, ze P(z) = 0.

K tradiénimu vykladu Cauchyovy véty patii dikaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:

VETA. Necht je funkce f holomorfni na oteviené mnoziné U a kiivka ¢ popisuje obvod trojihelnika T C U.

Pak .
’/p,/’(z) dz=0.

Existuje jeden pékny trikovy diikaz principu maxima modulu:

1
/—dz
o 2

pro kfivku ¢ neprochézejici poCiatkem muizZeme kiivku ¢ lokalné nahrazovat ¢dstmi jednotkové kruznice diky
predchozi vété.

Pfi vypoctu integralu



Celkem miZeme pretvofit kfivku ¢ na cestu prochézejici pouze jednotkovou kruznici. Takto integraci preve-
deme na zndmy integral pfes jednotkovou kruZnici, ktery je roven 2.

Tedy vidime, Ze vysledek bude roven n-krat 27i, kde n udava pocet ,,obéhid“ kiivky ¢ okolo pocatku (proti
sméru hodinovych rucicek).

Obecné pocitame tento pocet obéht kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zg jako integral

1 1
2mi ), 2z — 20

a tomuto ¢islu fikdme index bodu zg ke kiivee ¢, znaéime ind(zg, ¢).

Index je spojitd, celociselnd a uZite¢nd funkce. Index vzroste o jednicku, pokud pfeskocime ptes kiivku ,,zprava
doleva*“.

Vlastnost o nabyvéani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je mozné pouzit i na nabyvani
minima — staéf vzit 1/ f.

Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf¥ jednoduché uzaviené kiivky C' a nenabyvd tam nikde hod-
noty 0, pak pro kazdy bod w z vnitiku C je | f(w)| > min{|f(z)|; z € C}.

Priklad. Spo¢téte [(z —w)™ dz pron € Z, kde C je kruznice se sttedem v bod& w.

Popis kruznice je w + rel’, t € [0, 27], vysledek je 0 pron # —1,2xipron = —1.

Priklad. Spoctéte pomoci obecné Cauchyovy véty integral

/ dz
c 2(22 +16)’

kde C se skldda ze dvou kruZnic: |z| = 1 orientované kladné a |z| = 3 orientované zéporné.
Priklad. Pomoci Cauchyovy véty spoltéte |, O(z2 — 1)~! dz pies kruznici C o stiedu 0 a poloméru 2.

Zlomek (22 — 1)~ se rozlozi:

1 ( 1 1 )
221 2\z—1 2z+1
a podle obecné Cauchyovy véty nynf sta¢i spocitat integrély zlomku 1/(z—1) a 1/(z+1) pfes kruznice |z—1| =1

a
lz+1]=1

(vyjde 27i) a odecist je.

Priklad. Pomoci derivace Cauchyova vzorce vypoctéte integraly (C jsou jednoduché uzaviené kiivky obsahu-

jici 0 ve svém vnitiku):
cosh z Cos z e’22
/ — dz, / 3 dz, / — dz.
c =z c z c z

Priklad. Funkce 1/z je holomorfni na C \ {0}. UkaZte, Ze nem4 na svém defini¢nim oboru primitivni funkci.

Priklad. UkaZte, Ze dv€ primitivni funkce k f na oblasti G se lis{ o konstantu.

1
/fdz,
o ?

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu

Priklad. Spocitejte kiivkovy integrél

{zeC:|z| < 1}.

Budeme integrovat po kiivce ¢(t) = €' pro t € [0, 27].

1 27 1 it 21 ) ]
—dz = —ie dt = idt = 2mi .
0 ? o € 0



Priklad. Vypocitejte integral

/ ze? dz,
»

podél kiivky () =t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzriistu parametru ¢.

Miizeme sice postupovat jako dfive, tj. dosazenim parametrizace do integrandu, ale jednodus$si bude
pouZzit vétu o integraci primitivni funkce.

Funkce ze? je holomorfni na C, takZe k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic snadno spoCitame per-partes.

Tedy
F(z) = (z — 1)e7,

a hledany integral je roven

/w iz = F(y(1) = F((0) = F(1+1) — F(0)

—1 —i—iei""1 = —esinl — 1+ 2ecos1.

2z
e
— X dz,
/C (z+1)4
kdeC ={z€C: |z| =3}
Ozname f(z) = %2, pak podle Cauchyova integralniho vzorce mame

Ty (T

T 2w Jo (z+ LT

Ptiklad. Spocitejte integral

Pron =3 je
f///(z) — 8622:7 f///(—l) — 8672

a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah

86_2 - 3' €2Z

EL R e ——
omi Jo (z+ D1

Odtud jiz snadno zjistime, Ze zadany integrdl ma hodnotu

2z
/ ¢ dz = i§7re_2.
c (z+1)* 3
Pfiklad. Spocitejte integral

/ 2xy — xQ) dx + (:E + y2) dy,
C

kde C' je uzavfend pozitivné orientovand kfivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=2°  z=y"

Zabyvejme se nejdiive prvnim piipadem, tj. y = 22. Integrdl parametrizujeme:

/01 ((Q‘T’)(xz) - mQ) dz + (x + (552)2) d(@?) = /01 (2m3 +a2 + 2x5> dz = %

Podobng& tomu bude pro = = y? :

Celkovy vysledek tedy bude

/C(2ccy—a:2) d:c+(m+y2) dyz%—%:g—lo.



