RADY KOMPLEXNICH FUNKCI

OBECNE VLASTNOSTI

Rady komplexnich &isel 3 z, byly &dste¢né probirany v kapitole o &iselnych fadéch.

Definice 1ika, Ze .Zflo:o zn = 2, jestliZe z je limita Castecnych souctd fady Y | zp, tj. pro kazdé € > 0 existuje
ktak, zeprom > kje |z — > g zn| <e.

Rada "7 z, konverguje absolutng, jestlize konverguje fada > 2 [z, | (to je fada redlnych &isel a Ize na ni
pouZit kritéria konvergence fad redlnych cisel).

p—

C D> zn = zpravé kdyz > R(zn) = R(2) ad] S(zn) = S(2).

. Pokud > z;, konverguje, pak z,, — 0 a tedy {zp} je omezend posloupnost.

[\

m-+p
n=m

w

. > zn konverguje pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje k tak, ze | > zn| < eprokazdé m > kap e N.

4. S (azp +bwy) =ad zn + b wp.

5. Absolutné konvergentni fada je konvergentni.

V kapitole o fadach funkci byly zminény i obecnéjsi funkce neZ jen redlné funkce jedné redlné proménné.

Nicméné, u nékterych vlastnosti pouzivajicich derivaci nebo integral bylo nutné se omezit jen na realné funkce.
Zakladni definice vSak zdstavaji stejné.

DEFINICE. Rada > fn funkei konverguje na mnoZiné A k funkci f, jestlize konverguje bodové, tj. pro kazdé
z€Aje). fu(z) = f(2).

Rada Yo% fn funkei konverguje na mnoZziné A k funkci f stejnomérng, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje k
tak, Ze prokazdé m > kakazdé z € Aje |f(z)—> neg fa(2)] < e (. limp sup,c 4 | f(2) = > e fn(2)] = 0).

Nasledujici tvrzeni je stejné (i s diikazem) jako odpovidajici tvrzeni pro redlné funkce.

VETA. Necht fada > fn konverguje k f stejnomérné na A. Jsou-li v§echny funkce f;, (stejnomérné) spojité, je i
f (stejnomérné) spojita.

Tvrzeni o integraci a derivaci fad komplexnich funkci je v§ak nutné ovéfit. Pfitom vyuZijeme pfedchozi vztahy
mezi integraci a derivaci.

VETA. Necht' f, jsou spojité funkce na kiivce C' a fada ) fy, konverguje stejnomérné na kiivee C'. Potom je

Z '/(.'fu,(l) dz = '/(.'Zf”(:) &

Tvrzeni o zdméné derivace a souctu fady uz tak jednoduché nebylo a bylo tfeba pridat néjakou podminku.
Pro komplexni funkce stac¢i existence derivace v okoli bodu, tj. holomorfnost:

VETA. Necht fada holomorfnich funkei f,, konverguje stejnomérné k funkci f na oblasti G. Pak f je holomorfni

af(z)=>fL(2).
Pozndmky 1 Ptiklady 1 Otazky 1 1

MOCNINNE RADY

Mocninnd fada je fada > 2 an(z — 20)", kde zg € C,a, € C a z je komplexni proménnd. Bod 2 je stied
konvergence fady a v tomto bod¢€ fada vzdy konverguje. Pripomeiite si dileZité tvrzeni o konvergenci mocninnych
fad.



VETA. Necht' je ddna mocninnd fada °°0 ; an, (2—20)" ap = (limsup ¥/|a,|)~'. Pak uvedend fada konverguje
j zg| > p. Pro libovolné kladné » < p konverguje stejnomérné pro

z—zp| <.
Cislo p se nazyva polomér konvergence a {z; |z — 29| < p} kruh konvergence dané fady.

Z ptedchozich tvrzeni a podobnych dvah z dfivéjsi kapitoly o mocninnych fadach nyni vyplyvaji nasledujici
vlastnosti:

VETA. Necht je ddna mocninnd fada Yoo an(z — 20)™, f(2) je jeji souCet a p jeji polomér konvergence

—

. Funkce f je holomorfni v kruhu konvergence.

2. Je-li

z— 20| < p,pak f'(z0) = D024 na,,,zg a polomér konvergence této fady je opét p.

3. Je-li |z — 20| < p, pak D7 ity (2 — 2 »)" 1 je primitivni funkce k f(z) v kruhu konvergence a polomér
konvergence této fady je opét p.

4. Je-li |z — zg| < p a C kiivka lezici v kruhu konvergence s pocate¢nim bodem A a koncovym bodem B, pak
- a 1 p
/ f(z) dz = Z n N ZU)rz,Jrl —(A- ZO)Hvl) .
5. Rada Y 0% ;an(z — 20)™ je Taylorovou fadou funkce f(z) na kruhu konvergence, tj.

£ (z0) .

an = |
n.

Soucet mocninné fady je tedy holomorfni funkce v kruhu konvergence. Plati i opak, Ze holomorfni funkce Ize
napsat jako soucet holomorfni funkce?

VETA. Funkce f je holomorfni v bod€ zy pravé kdyZ je v néjakém otevieném kruhu okolo zg souctem své
Taylorovy tady.

Pro kazdy bod zg, ve kterém je funkce f holomorfni, tedy existuje nejvétsi mozny otevieny kruh o stiedu zg,
ve kterém je f souctem mocninné fady.

NP3

Polomér tohoto kruhu je vzdalenost mezi zg a nejbliz§im bodem, v kterém f neni holomorfni (a tedy je to oo
pokud je f celistva).

Timto bodem miiZe byt i bod, kde f neni definovana — pak ziskand fada miZze konvergovat na vétsim kruhu a
tedy ptivodni funkci rozsifuje na vétsi defini¢ni obor jako holomorfni funkci.

Otazka je, zda takovéto rozsifeni je jediné, nebo jich mizZe existovat vice. Tuto otazku fesi véta o jednoznacnosti

v posledni ¢4sti této kapitoly.

Pozndmky 2 Ptiklady 2 2

LAURENTOVY RADY

Velice Casto se vyskytuji pfipady, kdy funkce je holomorfni v né¢jakém kruhu kromé jeho stfedu.

Pak tuto funkci nelze v tomto kruhu psét jako soucet mocninné fady.
Napft. funkce el/z je holomorfni vS§ude kromé& bodu 0. Je moZné se na tuto funkci divat jako na funkci holo-

morfni v kruhu o stiedu oo.

Nelze psit > an(z—00)"™, ale pravé uvedend funkce ddva ndvod na pouZiti fady > ay, ln resp. > an (Z;

_Zo)n
pro funkci el/(z=20),



Podivejme se tedy na tyto ,obrdcené mocninné fady".

VETA. Pro fadu > anﬁ existuje Cislo p € [0, +o0] takové, Ze tato fada konverguje absolutné na
mnoziné K = {z;|z — 29| > p} a stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoziné K.

Plati p = limsup ¥/|an|.

Z predchozich obecnych vét o stejnomérné konvergenci holomorfnich funkci vyplyvaji nasledujici tvrzeni:

VETA. Soucet fady f(z) = > 02, (znﬁ je holomorfni funkce a jeji derivace a primitivni funkce se ziska
derivovanim a integrovanim fady ¢len po Clenu.
Nyni se tyto fady a mocninné fady pouZiji dohromady.

DEFINICE. Laurentovafada 2 an(z — 29)" se definuje rovnosti

o0

Z an(z —20)" = Z an(z — 20)" + Z anﬁ .
n=0 n=1 o 0

n=-—00
Prvni ast ) >y an(z — 29)™ Laurentovy fady se nazyva regularni ¢dst, druhd se nazyvé hlavni ast.
Uvédomte si, Ze definice urcuje, co znamend konvergence Laurentovy fady: je to konvergence obou jejich ¢4sti.

Kombinaci predchozich vét o konvergenci regularni a hlavni ¢asti Laurentrovy fady se dostava ndsledujici
tvrzeni.

VETA. Pro Laurentovu fadu Zfzfx an(z — 2zp)" existuji ¢isla 0 < r < R < 400 tak, Ze fada konverguje

absolutné na mnoziné M = {z,r < |z — zp| < R} a stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoziné M.
Souctem této fady je holomorfni funkce v mezikruzi M, jeji derivace a primitivni funkce se ziskaji derivovanim
a integrovanim fady ¢len po ¢lenu.

Podobné jako u funkci holomorfnich v kruhu je otdzka, zda funkce holomorfni v mezikruZi lze pfedstavit jakou
soucet Laurentovy fady. Odpovéd’ je kladna:

VETA. Necht 0 < r < R < oo a funkce f je holomorfni v mezikruzi M o stfedu zg a polomérech r, R. Potom
+oo
/<3> = Z (171,(/3 - Z(,))”

pro né&jaka a,, € C a vSechna z € M.

V dikazu jsme ziskali vzorec pro vypocet koeficienti a,:

1 f(2)

S S £ GO N
= om ¢ (z — z)nt1 =

kde C je libovolna jednoduse uzaviend kiivka leZici v mezikruZi a obsahujici bod zg ve svém vnitiku.

Odtud vyplyvaji odhady pro koeficienty ay,. Za kiivku C' se vezme kruZnice se stfedem v zg a polomérem p:

an] < max{|f(2); |z — 20| = p}

Poznamky 3 Piiklady 3 Otazky 3 3

RUZNA POUZITI

Zajimavym a dulezitym dusledkem pfedchoziho tvrzenf je ndsledujici véta o jednoznacnosti.



Ta je znacné silnéjsi nez tvrzeni vyplyvajici z Cauchyova vzorce, odkud vyplyvalo, Ze dvé funkce holomorfni
na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C' se rovnaji uvniti C, jakmile se rovnaji na C.

VETA. (Véta o jednozna¢nosti) Necht' funkce f a g jsou holomorfni v oblasti G a {wy,} je posloupnost v G
konvergujici k w € G. Jestlize f(wy) = g(wy) pron € N, pak f(z) = g(z) pro vSechna z € G.

Véta o jednoznacnosti md zajimavé disledky pro pfenaseni vzorct z redlné analyzy do komplexni analyzy —
viz Otdzky.

Jednou z aplikaci rozvoje v fady je obdoba L’Hospitalova pravidla o vypoctu limit pomoci derivaci.

VETA. (L' Hospitalovo pravidlo) Necht' f a g jsou holomorfni funkce v bod& w a necht f(w) = g(w) = 0. Potom

6 _ 1)
z—=w g(z) 2w gl(z)

Z dtikazu vyplyva vice, nez je formulovano ve véte. Pokud je k > [, je uvedena limita podilu rovna 0. Pokud
je k < I, je limita rovna co. Pokud je k = [, je limita rovna ay,/by.

Nasledujici tvrzeni je podobné tvrzeni o reguldrnich zobrazenich uvedenému v Casti o substituci v integralu
vice proménnych. Podobnost neni ndhodnd, nekonstantni holomorfni funkce je regularnim zobrazenim.

VETA. Kazda holomorfni nekonstantni funkce f je oteviené zobrazen, tj. f(G) je oteviend podmnozZina roviny,
jakmile je G otevfend podmnoZzina defini¢niho oboru f.

S reguldrnimi zobrazenimi maji souvislost i ndsledujici véty. Nejdiive je nutné uvést pomocné tvrzeni, které je
zajimavé samo o sob¢€. Pfipomerite si, Ze ndsobnost (neboli fad) nulového bodu w funkce f je nejmensi pfirozené
¢islo k takové, Ze f (k) (w) # 0 (4. prvni index koeficientu a;, v Taylorové rozvoji f okolo w, ktery je nenulovy).

LEMMA. Necht’ f je holomorfni uvnitf a na uzaviené jednoduché kiivce C, nenulovd na C' a ma jen koneény
pocet nulovych bodl uvnitt C'. Pak integral

1 [ ()
1
2mi Jo f(z) €

udava pocet nulovych boda f uvnitf C, kazdy brany tolikrat, kolik je jeho ndasobnost.

<

VETA. Holomorfni a prostd funkce na oblasti ma v§ude nenulovou derivaci.

Predchozi véta se da obritit, ale jen lokalné.

VETA. Mé-li holomorfni funkce nenulovou derivaci v bodég, je prostd na n&jakém jeho okoli.

ODbé véty lze vyslovit soucasné: Funkce holomorfni v néjakém bodé je prostd v néjakém jeho okoli pravé kdy?
md v tomto bodé nenulovou derivaci.
Dals$im dasledkem je obdoba derivace inverzni redlné funkce redlné proménné.

S tvrzenim o derivaci inverzni funkce jste se setkali jiz v kapitole o derivaci, ale bylo nutné predpokladat
spojitost inverzni funkce — ta nyni vyplyva z predchozich tvrzeni.

VETA. Necht' f je holomorfni prostd funkce na oblasti G. Pak inverzni funkce ¢ = f~! je holomorfni na G a

g'(z) =1/f(9(2)).

VETA. ( Riemannova véta. ) Necht' U je jednoduse souvisla oteviena mnozina v C. Pak U je izomorfni s jed-
notkovym kruhem D = {z € C, |z| < 1}, to znamend, Ze existuje holomorfni bijekce mezi U a D, kterd ma
holomorfni inverzi.
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| STANDARDY z kapitoly |

RADY KOMPLEXNICH FUNKCI

OBECNE VLASTNOSTI

Definice fikd, Ze Y oo zn = 2, jestliZe z je limita Cdste¢nych souctd Fady > zy,, tj. pro kazdé € > 0 existuje
ktak, zeprom > kje |z — > " g zn| <e.

Rada }"°  z,, konverguje absolutng, jestlize konverguje fada > _° |2, (to je fada redlnych &isel a Ize na ni
pouzit kritéria konvergence fad redlnych Cisel).

1. Y zp = zpravé kdyz Y R(zn) = R(2) a > S(zn) = S(2).
2. Pokud Y z, konverguje, pak z, — 0 a tedy {z,} je omezen4 posloupnost.

m-+p
n=m

3. Y zp, konverguje pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje k tak, Ze | > zn| < eprokazdé m > kap e N.

4. S (azp +bwy) =ad zp + b wp.

5. Absolutné konvergentni fada je konvergentni.

DEFINICE. Rada Y f,, funkci konverguje na mnoziné A k funkci f, jestlize konverguje bodové, tj. pro kazdé
z€Aje} fn(z) = f(2).

Rada g Jn funkci konverguje na mnoZiné A k funkci f stejnomérné, jestlize pro kazdé e > 0 existuje k
tak, ze pro kazdé m > kakazdé z € Aje |f(z)—> 1 fn(2)] < e @ limp, sup,eca | f(2) =D neg fn(2)] = 0).

VETA. Necht fada > fn konverguje k f stejnomérné na A. Jsou-li v§echny funkce f;, (stejnomérné) spojité, je i
f (stejnomérné) spojita.

VETA. Necht' f, jsou spojité funkce na kfivce C' a fada > fn konverguje stejnomérné na kiivee C'. Potom je

2 /( fn(z) dz = /( S falz) dz.

VETA. Necht fada holomorfnich funkci fn konverguje stejnomérné k funkci f na oblasti G. Pak f je holomorfni

a f'(z) =3 ful2).

MOCNINNE RADY

Mocninnd fada je fada > > an(z — 20)", kde zg € C,a, € C a z je komplexni proménnd. Bod 2 je stied
konvergence fady a v tomto bod¢ fada vzdy konverguje.

z —

VETA. Necht je ddna mocninnd fada $"°°  a(2—29)" ap = (limsup ¥/]a,,|)~!. Pak uvedens fada konverguje
absolutné pro |z — zg| < p, diverguje pro 20| > p. Pro libovolné kladné » < p konverguje stejnomérné pro
|z — 20| <.

Cislo p se nazyva polomér konvergence a {z; |z — 20| < p} kruh konvergence dané fady.

VETA. Necht je ddna mocninnd fada Yoo an(z — 20)", f(2) je jeji soudet a p jeji polomér konvergence.



1. Funkce f je holomorfni v kruhu konvergence.

2. Je-li |z — 2| < p, pak f'(20) = D0y nanzg*l a polomér konvergence této fady je opét p.

3. Je-li |z — 20| < p, pak > 07 my (2 — 20)"™* je primitivni funkce k f(z) v kruhu konvergence a polomér

konvergence této fady je opét p.

4. Je-li |z — zg| < p a C kiivka lezici v kruhu konvergence s pocate¢nim bodem A a koncovym bodem B, pak

/ f d77 an ((B*Z())”Jrl*(A*ZO)WA»l).
n= 0

5. Rada 3°2°  an(z — 20)" je Taylorovou fadou funkce f(z) na kruhu konvergence, t;.

FARIE) '

ap = |
n!

VETA. Funkce f je holomorfni v bodé zy pravé kdyZ je v néjakém otevieném kruhu okolo zg souCtem své
Taylorovy tady.

LAURENTOVY RADY

DEFINICE. Laurentova fada > >° an(z — zg)™ se definuje rovnosti

n—=—oo

oo
Z an(z — z0)" Zanz—zo +Zanz—z0

n=-—00
Prvni &ast )00 o an(z — 20)™ Laurentovy fady se nazyva reguldrni ¢dst, druhd se nazyva hlavnf ¢ast.

Definice urcuje, co znamena konvergence Laurentovy fady: je to konvergence obou jejich Casti:

VETA. Pro Laurentovu fadu an . a,L(z — 20)™ existuji ¢isla 0 < r < R < +oo tak, Ze fada konverguje

Souctem této fady je holomorfni funkce v mezikruzi M, jeji derivace a primitivni funkce se ziskaji derivovanim
a integrovanim fady ¢len po ¢lenu.
VETA. Necht 0 < r < R < 0o a funkce f je holomorfni v mezikruzi M o stiedu zy a polomé&rech r, R. Potom

“+o00

f(z) = Z an(z — 20)"

n=—oo
pro néjaka a,, € C avsechna z € M.
V dikazu jsme ziskali vzorec pro vypocet koeficientil a,:
1
NELY g CHS
271 Jo (2 — z0)"t

kde C je libovolnd jednoduse uzaviena kiivka lezici v mezikruZi a obsahujici bod 2 ve svém vnitiku.



RUZNA POUZITI

VETA. (Véta o jednoznacnosti) Necht' funkce f a g jsou holomorfni v oblasti G a {wy,} je posloupnost v G
konvergujici k w € G. Jestlize f(wy) = g(wy) pron € N, pak f(z) = g(z) pro vSechna z € G.

VETA. Kazdd holomorfni nekonstantni funkce f je oteviené zobrazeni, tj. f(G) je oteviend podmnoZina roviny,
jakmile je G oteviend podmnoZzina definiéniho oboru f.

LEMMA. Necht' f je holomorfn{ uvnitf a na uzaviené jednoduché kiivce C', nenulova na C' a ma jen konecCny
pocet nulovych bodl uvnitt C'. Pak integral
1 %
27ri JC

udava pocet nulovych bodt f uvnitf C, kazdy brany tolikrat, kolik je jeho ndsobnost.

1) .
7o) ¢

VETA. Holomorfni a prostd funkce na oblasti ma v§ude nenulovou derivaci.

VETA. Mé-li holomorfni funkce nenulovou derivaci v bodg, je prostéd na néjakém jeho okoli.

ODbé véty lze vyslovit soucasné: Funkce holomorfni v néjakém bodé je prostd v néjakém jeho okoli pravé kdy?
md v tomto bodé nenulovou derivaci.

VETA. Necht' f je holomorfni prosta funkce na oblasti G. Pak inverzni funkce g = f~! je holomorfni na G a

g'(z) = 1/f (9(2)).

VETA. ( Riemannova véta. ) Necht' U je jednoduse souvisld otevienda mnozina v C. Pak U je izomorfni s jed-
notkovym kruhem D = {z € C, |z| < 1}, to znamend, Ze existuje holomorfni bijekce mezi U a D, kterd ma
holomorfni inverzi.

Z véty o jednoznacnosti vyplyva fada vztahil pro holomorfni funkce, které plati v realném oboru. Napt. holo-
morfni funkce sin? z + cos? z a funkce 1 se rovnaji na redlné pfimce a proto se rovnaji viude v C.

Dalsi dilezity disledek véty o jednoznacnosti se tyka tzv. analytického pokracovani holomorfni funkce. Je-
li f holomorfni funkce na oteviené mnoziné G, g, h jsou holomorfni funkce na oteviené mnozin¢ H, pricemz
GNH#Pag=f,h=fnaGNH,pakg=hnaH.

Funkce f’/f se Casto nazyvd logaritmickd derivace funkce f, protoZze ma za primitivni funkci log(f(2)) =
log [ f(2)] +iarg f(2).

Uvedeny integral fC % dz je tedy roven prirtstku argumentu funkce f (vyndsobeny i) po obéhu bodu z po
kiivce C' (na uzaviené kiivce se redlnd ¢ast logaritmu zrusi).

Piiklad. Ukazte, ze fada ) > ; n~* konverguje absolutn& a lokdlng stejnomé&rmé pro Rz > 1 a diverguje pro
Rz < 0.Pro Rz > 1 je tedy funkce {(z) = D2 ; n~* holomorfni.

Priklad. UkaZte, Ze ) 021 <2 je holomorfni funkce pro Rz > 0, jakmile > 2 ;| ¢, absolutné konverguje.

o0

Piiklad. UkaZte, Ze v oboru komplexnich Cisel je soucet geometrické fady ) 17

|z| < 1. Geometrickd fada diverguje pro |z| > 1.

Priklad. Najdéte rozvoj 1/z okolo bodu 1.

Regeni. NapiSeme 1/z jako 1/(1 — (1 — z)) a pouZijte geometrickou fadu s kvocientem 1 — 2.

z" roven 1/(1 — z) pro

Priklad. Najdéte rozvoj (Z_S% okolo bodu 0.
n

Regeni. Rozklad Z—ll + ﬁ je soulet geometrickych fad — 3 2™, > (—2)™.

Priklad. Integraci vhodnych mocninnych fad ziskejte mocninné fady pro Log(z + 1) a arctg z.



. s . 2
Priklad. Najdéte mezikruZi konvergence Laurentovy fady Z;tfi oo 221

Pfiklad. Rozkladem na parcidlni zlomky a jejich rozvojem v geometrické fady lze ziskat Laurentovy fady
raciondlnich funkci. Zjistéte Laurentovu fadu funkce 1/(2% — 3z + 2) v mezikruzi 1 < |2| < 2.

s Xz

Reguldrni &dst se ziskd z parcidlntho zlomku 1/(z — 2); hlavni ¢dst se ziskd ze zlomku 1/(z — 1)
dpravou na (1/2)/(1 — (1/z)) arozvojem v geometrickou fadu s kvocientem 1/z.

Priklad. Integraci logaritmické derivace zjistéte pocet obéhi nasledujicich funkei okolo 0O:

2" (neZ), sinz, €°.

Ptiklad. Najdéte rozvoj do Laurentovy fady se stiedem v bodé zg = 1 pro funkci

-
2(z—1)

Zacneme tim, Ze zadanou (raciondlni) funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomka:

S B
2z2—1) 2z z-1

Singularity funkce jsou v bodech0a 1. Pro |z — 1| < 1 je

1 1 - n __ - 1)y — 1)
;71_(1_2),;0(1fz) 711220( DHE= D

Na mezikruzi 0 < |z — 1| < 1 tedy plati

1 1 > " "
= 1+n§::0(71) (z—1)".

2(z—1)  z-—



