SINGULARITY A REZIDUA




I1ZOLOVANE SINGULARITY

Kvili jednodussimu vyjadrovani se bude v této kapitole predpokladat, Ze mezikruZzi je
vzdy oteviené a neprazdné, tj. ve vyjadieni 0 < |z — w| < R je vzdy R > 0.

DEFINICE. Bod uzavéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bod€ neni holomorfni.

Definice smgularlty je velmi obecnad, a proto se v dalSim textu budou vySetfovat jen
specialné;si singularni body, k jejichz vysSetrovani pomohou Laurentovy fady.

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
néji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.
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izolovana

0 < |z — w| < R ada se tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje lze singularita
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Misto ,,pdl fadu 1" se fika Castéji jednoduchy pol.

VETA. Necht w je izolovany singularni bod funkce f.
1. V bod€ w je odstranitelna singularita praveé kdyz lim f(z) € C.

Z—W

2. V bodé w je pol prave kdyz lim f(z) = oc.
Z—rW

3. V bodé w je podstatna singularita pravé kdyz lim f(z) neexistuje.
Z—>W

Chovani funkce v okoli podstatné singularity w funkce f je slozité. Existuji aspon dvé
posloupnosti konvergujici k w, jejichZz funkéni hodnoty konverguji k riznym c¢islim.
Neni prili§ obtizné ukézat, Ze takovéto limity funkcnich hodnot pokryji C (viz Otdzky).
Podstatné t€z5i je dokazat nisledujici tvrzent: e
singularni bod

izolovana

VETA. (Pickard) Je-li w podstatna singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w singularita
b s , g % h h d C k v . % . d 7 odstI_‘anltelna singu-
naoyva f VSEC odnot z rome nejvyse jedane. larita
pol
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singularita
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REZIDUA

Necht’' funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, md tam
+00
> ay(z — w)" a C je jednoduchd uzaviena kiivka lezici v M a
n=—00
obsahujici w ve svém vnitiku, pak

+00
if(Z) dz = n;m p, ﬁ(z —w)" dz = 27ia_; .

Odtud je vidét, ze koeficient s indexem —1 v Laurentove rozvoji hraje velkou roli pri
integraci a proto ma svij nazev.

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém mezikruzi 0 < |z — w| < R. Koeficient
s indexem —1 v Laurentové rozvoji funkce f okolo w se nazyva reziduum funkce f v
bod€ w a znaci se res ,, f.

Laurentv rozvoj

Je zfejmé, Ze pokud je f holomorfni ve w nebo tam m4a odstranitelnou singularitu, je
res . f = 0.

7. obecné Cauchyovy véty se z predchozi integrace Laurentovy fady dostava nasledu-
jici dulezité tvrzent:
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Pro vypocty integralli pomoci reziduové véty je tedy potfeba umét rezidua vypocitat.
Z konstrukce rozvoje f v Laurentovu fadu je zndm vzorec

reswf—%mfaf(z) dz,

kde C, je vhodna kruznice okolo w. Toto je také jedna z mala moZnosti, jak vypocitat
reziduum v podstatné singularité (dal$i mozZnosti je Laurentliv rozvoj ziskany vhodnym
postupem z jiné Laurentovy nebo Taylorovy rady).

Pro pdly je vhodné;jsi postup pomoci limit. Je-li w jednoduchy pél funkce f, je funkce
(z — w) f(z) holomorfni ve w a tedy
res, f = lim(z — w)f(2).
Z—W
Je-li w pol 2.f4du, bude ve w holomorfni funkce (z —w)? f(2), ale jeji limita ve w neni

reziduum, ale koeficient a_5 jejiho Laurentova rozvoje. Pokud ale tuto funkci zderivujete
a pak provedete limitu, dostane se reziduum.

Obecné dostaneme nasledujici:
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VETA. (Pravidlo 3) Je-li h holomorfni ve w a ¢ m4 jednoduchy pél ve w, pak res,(gh) =
h(w)res,g.

Nékteré dalsi metody vypoctu rezidui v pdlech jsou uvedeny v Otdzkdch.

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém okoli nekone¢na. Definujeme

_1.f 1

reSs [ = resy —
z z

Piiklady 2 Otdzky2 2
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VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI

Nékteré integraly redlnych funkci realné proménné 1ze pocitat pomoci reziduové véty.
Interval, po kterém se integruje, se rozsiri na jednoduchou uzavienou kiivku v roviné
a dand redlna funkce se vhodné€ rozsiti na komplexni funkci komplexni proménné.

Postup bude ukdzéan na integraci pres celé R a pres interval [0, 27].

( TYP I. Integral z raciondlni funkce. )

Necht h je redlnd funkce redlné proménné. Integrél [ _JF;O h(x) dx se nékdy da spocitat
nasledujicim zpiisobem.

Vezme se R > 0 a jednoduché uzaviend kiivka Cp, kterd lezi v jedné z polorovin
x > 0 nebo z < 0 (necht’ je to napf, prvni pfipad) a na ose x je totoZzna s useCkou
|— R, R] (Dp bude cast Cj, lezici v oteviené horni poloroving). MizZe se pozadovat, aby
min{|z|; 2 € Dgr} s rostoucim R konvergovalo k oo (napf. se za Dy bere polokruznice
se sttedem v 0 a polomérem R).

Pokud h je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam m4 jen ko-
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necné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostateCné velka R je

R

R k
/ h(z)dx =27 ) resy,f— [ f(z)dz.
- i=1 Dp

Odtud vyplyva, ze

50 R— o0

+00 k
/ h(z)dx = 2mi Zres w, [ — lim f(z) dz.
- i=1 Dg

Neni nutné brat vSechna R > 0, staCi neomezenou rostouci posloupnost R, pro kterou
je snadné spocitat lim,, [ . f(2) dz.

NejlepSim ptipadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napf. pro nékteré
racionalni funkce.

Predchozi postup 1ze pouzit 1 na ptipad, kdy je racionalni funkce vynasobend omeze-
nou funkci, napt. €'*, nebo sice neomezenou funkci, ale takovou, ze limita v oo této

funkce lomené linearni funkci je 0, napt. \/|z|.
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U goniometrickych funkci, napt. cos z, byva vhodné je rozsifit na C nikoli na cos z,
ale na slozku mocniny €'*. Vysledkem je pak pfisluSna slozka komplexniho vysledku.

VETA. ( Jordanovo lemma. ) Necht p > 0, [, 5] C [0, 7] a funkce f je spojitd na
{ze€C:argz € |a,f],|z| > p} takova, ze

lim f(z)=0.

z—00, arg z€[a, f]

Pak pror > p, b > 0 akiivku @,(t) = re’, t € [a, 8] je

lim f(2)e? dz=0.
Pr

r——+00

VETA. ( TYPIL Integrél z raciondlni funkce vyndsobené cos nebo sin ) Necht' @) je
raciondlni funkce takovd, Ze nemd v R pél a pro z — oo je Q(z) = O(z7") (t.j. stupei
jmenovatele alespoti o 1 v&tsi neZ stupeti Citatele). Pro b > 0 ozname f(z) = Q(2) €.
Pak
400

Q(x) cos(bx) dz =R | 2mi - Z res f

aeCT, Q(a)=00

- Q(x)sin(bx) do = | 2mi - Z rgsf

- aceCt, Q(a)=00




Integruje-li se funkce na intervalu (0, +o00), da se prejit k sudé funkci na intervalu
(—00, +00) a pouzit predchozi postup.
Neékdy je nutné se vyhnout bodu 0, napt. u funkce sin x/x — viz Priklady.

( TYP III. Integrél z raciondlni v sinu a kosinu. )
Prechodem ke kiivkovému integralu se daji spocitat 1 nékteré integraly goniometric-
kych funkci pfes omezené intervaly. Jako priklad 1ze vzit

/27T dx
0 3+sinz’

Staci zvolit z = €', ¢imz se z uvedeného integralu stane integral

2 dz
|2|=1 22 :E 61z — 1 ’
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Poznamky 3 Priklady3 3456

‘ STANDARDY z kapitoly \
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I1ZOLOVANE SINGULARITY

DEFINICE. Bod uzavéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bodé neni holomorfni.

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
néji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.

+00
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa >  a,(z—w)" je Laurentova

fada funkce f. Singularita ve w se nazyva
e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro vSechna zaporna n;
e pol fadu £k (k € N), jestlize a_j, # 0 a a,, = 0 pro vSechnan < —k;
e podstatna, jestlize a,, # 0 pro nekone¢n¢ mnoho zapornych n;

Misto ,,pol fadu 1" se tika Castéji jednoduchy paol.

VETA. Necht w je izolovany singuldrni bod funkce f.
1. V bod€ w je odstranitelna singularita praveé kdyz lim f(z) € C.

Z—rW

2. V bod& w je pél pravé kdyz lim f(z) = oo.

Z—>W

3. V bodé€ w je podstatnd singularita pravé kdyz lim f(z) neexistuje.
Z—rW
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VETA. (Pickard) Je-li w podstatnd singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w
nabyva f vSech hodnot z C kromé nejvyse jedné.




REZIDUA

Necht' funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, md tam
400

Laurentiv rozvoj > a,(z — w)" a C je jednoduchd uzaviena kiivka lezici v M a
n=—oo
obsahujici w ve svém vnitiku, pak

jif(z) Zan]{z— dz = 2mia_q .

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém mezikruzi 0 < |z — w| < R. Koeficient

s indexem —1 v Laurentové rozvoji funkce f okolo w se nazyva reziduum funkce f v
bod¢ w a znadi se res ,, f.

VETA. (Reziduov4 véta) Necht f je holomorfni na a uvniti jednoduché uzaviené kiivky
C kromé kone¢né mnoha bodua wy, ..., wy leZicich uvnitt C'. Pak plati

Z konstrukce rozvoje f v Laurentovu fadu je zndm vzorec

1
res, f = Q—Mjérf(z) dz
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kde C) je vhodna kruznice okolo w.
VETA. (Pravidlo 1) Necht' f md v bod& w pol fadu k. Pak

(k —1 1)! zh_% (<Z - w)kf<z>)(k—1) |

res ., f =

VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) =
0, g'(w) # 0, pak
[ f(w)

res ,— = .
g g(w)

VETA. (Pravidlo 3) Je-li & holomorfni ve w a ¢ md jednoduchy pél ve w, pak res,,(gh) =
h(w)res,g.

DEFINICE. Necht’ f je holomorfni v néjakém okoli nekone¢na. Definujeme

res f = resg (;—21 - f (%)) :




VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI

( TYP L. Integral z racionalni funkce. )

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integral | j;o h(z) dx se nékdy da spocitat
nasledujicim zpiisobem.

Vezme se & > 0 a jednoduché uzaviend kiivka Cp, kterd lezi v jedné z polorovin
x > 0 nebo x < 0 (necht’ je to napt, prvni pfipad) a na ose x je totoZna s useckou
|—R, R] (Dp bude cast C'g lezici v oteviené horni poloroviné). Miize se pozadovat, aby
min{|z|; 2 € Dr} s rostoucim R konvergovalo k oo (napf. se za Dy bere polokruznice
se sttedem v O a polomérem R).

Pokud A je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam m4 jen ko-
necné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostateCné velka R je

k
/Rh(x)dX:QWineswif— f(z) dz.
i=1 Dr

—R
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Odtud vyplyva, ze

/+OO h(z)dx = 2mi Zresw f— lim f(z) dz
_ Dg

00 R—o0
Neni nutné brat vSechna R > 0, staci neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou
je snadné spocitat lim,, [ D, f(z) dz.

NejlepSim pripadem je ten kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napt. pro nékteré
racionalni funkce.

VETA. ( TYP I Integrél z raciondlni funkce. ) Necht' P, Q) jsou polynomy stupiit k., n
resp., pii¢emZ n — k > 1 a Q nema realné kofeny. Potom pro raciondlni funkci f = £

Q
plati
00 k
/ f(x)dx = 2mi Z res ., | -

- i=1

VETA. ( Jordanovo lemma. ) Necht p > 0, [o, 3] C [0, 7] a funkce f je spojitd na
{z e C: argz € |a,f],|z| > p} takova, ze

lim f(z)=0.

z—00, arg z€[a,f]

Pak pro r > p, b > 0 a kiivku (¢ —7“6)”7‘6[ , 0] je

lim / f(z z2=0.
r—-+00
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Integruje-li se funkce na intervalu (0, +o00), da se prejit k sudé funkci na intervalu

(—o0, +00) a pouzit predchozi postup. LEKCE36-KRZ
v . , v . . o Sll’lgll arni f)
Nékdy je nutné se vyhnout bodu 0, napt. u funkce sin z/x — viz Priklady. lzquvaﬁam

simgularite
( TYP III. Integral z raciondln{ v sinu a kosinu. ) o e
Prechodem ke kfivkovému integralu se daji spocitat i nektere integraly goniometric- b0 -
kych funkci pres omezené intervaly. Jako priklad 1ze vzit singularita
jednoduchy po6l
Pickardova véta
/ 2m dX reziduum
_— reziduova véta
1 STANDARDY
0 3 +sma Poznamky
Staci zvolit z = €'*, ¢imzZ se z uvedeného integralu stane integral Priklady
Otéazky

/ 2 dZ Cviceni
2 e )
|2]=1 2% T 61z — 1 Ulent



ktery se jiz spocCte pomoci reziduové vety.
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Rozsireni Gama funkce na komplexni cisla. Jednoduchy pol
o 00 Lp—1_—t - . Ny rezidmum
Podle definice je I'(z) = fo t* ‘e " dt pro x > 0. Dejte nyni za x komplexni Cislo z, ™%y -
WV e . . L4 7/ A\ .. 7/ v w —_— —_— .
pouZijte pro obecnou mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, Ze [~ t* le™" dt konverguje, pomimey
jakmile R(z) > 0. V této poloroviné je holomorfni (derivace za integralem). Piikiady

Podle vztahu I'(z) = I'(2+1)/z se rozsifi definice Gama funkce na celou rovinu kromé oy

bodii 0, —1, —2, —3, .... Tato rozsifena funkce je holomorfni, v bodech 0, —1, —2, —3, ...

jsou jednoduché pély ares_,['(z) = ﬂ (ovérte). Utent

n

Cviceni



¢ funkce.

V piedchozi kapitole v Pfikladech I bylo ukdzéno, Ze fada )~ , n~* konverguje ab-
solutné a lokdlné stejnomérné pro fz > 1 a diverguje pro £z < 0. Pro £z > 1 je tedy
funkce ((z) = >~ n~* holomorfni.

¢ 1ze rozsitit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde ma jednoduchy pdl s
reziduem 1, v bodech —2, —4, —6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty. Dale mé ( neko-
necné mnoho nulovych hodnot v pasu 0 < R(z) < 1 (Riemannova hypotéze tvrdi, Ze
tyto nulové hodnoty vSechny leZi na piimce R(z) = 1/2).

Existuje zajimava souvislost  funkce s prvocisly:

((z) = 122, —

nzll_—W' )

kde p,, je n-té prvocislo. Rovnost plati pro (z) > 1.

50 -
SN r
dx .
0 i

Pouzijte kiivku C'p sloZenou z intervali [~ R, —1/R)], [1/R, R] a pilkruZnic z = Re",t €
0,7)az=¢"/R,t € [0, 7) - tato posledni ptilkruZnice opa¢né orientovand.

Priklad. SpocCtéte integral

Cr

N\
R -1/R  1/R R
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Priklad. SpocCtéte

/27T dX
o 1—2asinz + a?
pro0 <a < 1.

Priklad. Spocitejte rezidua pro nasledujici funkci:

@) = e

Z predpisu funkce je vidét, Ze f ma singularity v bodech 1 a -1. A sice v bod¢
I je pol fadu 1 a v bod€ -1 je pol fadu 2.
Hodnotu rezidua v bodé 1 spocitdme podle vzorce

res1f = lim(z — 1) f(2),

z—1

LEKCE36-KRZ

coZ je po dosazeni singuldrni bod
izolovand
1 singularita
VA odstranitelnd singu-
res1f = lim(z — 1) ] =T it
— p6
=l (Z )(Z T ) podstatna
. v v,z .singularit/a ’
Hodnotu rezidua v bodé€ -1 spocitame podle vzorce jednoduchy pél
Pickardova véta
reziduum
fo g L& (G +10A112))
res_1J = 11 Z Z . .
P | (k _ 1)! dzk—l Pozndmky
Priklady
Tedy’ Otazky
1 d 2 1 h
res _1f = lim ——— [ (z 4 1)? =) =—. Cvicen
2110 dz (z—1)(z+1) 1 Utent



Priklad. Vypocitejte integrél

/ dz
(pl—i—z‘“

kde ¢ je zaporné orientovand kruznice {z € C : |z — 1| = 1}.
K vypocCtu integrilu pouzijeme reziduovou vétu. Funkce

fle) = — :

1424 (z — 21)(z — 29) (2 — 23)(2 — 24)

ma singularity v bodech

7T+, T

21 = COS— -+ 178In —

1 4 47
37T+, 3w

29 = €0s— —+ 18in —,

: 4 4
57T+, Y

Za = COS— -+ 7Ssin —

3 4 47
77'(_'__ I

Zy = €0s— +18in —,

! 4 4

coZ jsou poly prvniho radu.

Zajimaji nds ale pouze body z1, 24, protoze pouze ty lezi ve vnitrku ¢. Rezidua v téchto

polech maji hodnoty
f 1 —1—1
res ., f = — :
: (21 — 22)(21 — 23)(21 — 24) 4v/2
1 —1+79
res ., f = = :

(34 - 22)(24 — 2’3)(24 - 21) 4\/§
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Podle reziduové véty je proto integral roven

d
/ ©— o (res ., f +res., f) = —2mi
v

14+ 24
27
cos 30
do.
/0 5 —4cosf

Provedeme substituci z = ¢, po niZ bude

—2 B )
442 V2

Priklad. Spocitejte integral

24 271 234 273 .
cos) = ———, cos 3 = ———, dz =iz db.
2 2
Dostaneme tak
LEKCE36-KRZ

/27? cos 30 do / Z3+22_3 dz 1 / Z6 + 1 d singullairni bod
= = —— z izolovand
0 B — 4 cos B ch— 4% 12 ) c 23(22 _ 1)(2 . 2) ) singularita

odstranitelnd singu-

larita

kde C je kladné orientovand jednotkova kruZnice se stfedem v pocatku. PO dstatns
Integrand ma ve vnitiku této kruznice dvé singularity: pol 3. fadu v 0 a jednoduchy = sinevlarita

2 jednoduchy pdl
pOl v 1/2. Pickardova véta

reziduum

Rezidua v t€chto bodech maji hodnoty reziduova véta
STANDARDY

f 1 1 d2 23(26 _|_ 1) 21 Pozndmky

resof = lim— = — Piiklad

0 =02 dz?2 232z — 1)(2 —2) 8’ i
(z —1/2)(2% +1) 65

— 1 - _ Cviceni
e 1/2f 2—1>I1r>2 23(22 - 1)(2 — 2) 24 Ugeni

Otéazky




A hledany integral je:

1 294 1l 1. /21 65 w
—— dz2=—Z2mi | =—— = | = —.
2i Jo 2322 — 1)(2 — 2) 2i g8 24 12

/ dz
Cz10+1’

kde C' je kladné€ orientovand kruzZnice se sttedem v nule a polomérem 2.

Priklad. Spocitejte integral

Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
ziejmée leZi ve vnittku kruznice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v pfedchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo pon€kud pracné.

Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme znat jednotliva rezidua, nybrz jejich soucet, ktery
je (aZz na znaménko) roven hodnoté rezidua v nekonecnu.

Pro |z]| > 1je
1 1 1 1 . n _—10n - n—1_—10n
041 107 4 =10 — 10 Z(_l) o - Z(_l) S
n=0 n=1

Takze reziduum integrandu v nekoneCnu je 0, a tedy 1 hledany integral m4 hodnotu 0.
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