SINGULARITY A REZIDUA

IZOLOVANE SINGULARITY

Kvili jednodussimu vyjadfovani se bude v této kapitole predpoklddat, Ze mezikruzi je vzdy oteviené a ne-
prazdné, tj. ve vyjadieni 0 < |z — w| < Rje vidy R > 0.
DEFINICE. Bod uzavéru defini¢niho oboru holomorfni funkce f se nazyva singuldrni, jestlize bud’ f neni v
tomto bodé definovand nebo v tomto bodé neni holomorfni.

voevs

body, k jejichZ vySetrovani pomohou Laurentovy fady.

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struénéji izolovana singularita),
jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na mnoziné U \ {w}.

Je-li w izolovany singuldrni bod funkce f, je f je holomorfni v n&jakém mezikruzi 0 < |z — w| < R a dd se
tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje 1ze singuldrni bod klasifikovat.
“+oo
DEFINICE. Necht w je izolovand singularita funkce f a > apn(z — w)™ je Laurentova fada funkce f.

n=—oo
Singularita ve w se nazyva

e odstranitelnd, jestliZe a,, = 0 pro vSechna zdporna n;
e polfadu k (k € N), jestlize a_j, # 0 a ap = 0 pro vSechna n < —k;

e podstatna, jestlize a,, # 0 pro nekone¢né mnoho zapornych n;
Misto ,,p6l fadu 1" se ik Castéji jednoduchy pol.

VETA. Necht w je izolovany singuldrni bod funkce f.
1. V bodé w je odstranitelnd singularita pravé kdyz lgll f(z) eC.
z w
2. V bodé w je pol pravé kdyz lim f(z) = oo.

Z—w

3. V bodé€ w je podstatnd singularita praveé kdyz lim f(z) neexistuje.
Z—w

Chovani funkce v okoli podstatné singularity w funkce f je slozité. Existuji aspon dvé posloupnosti konver-
gujici k w, jejichZz funkéni hodnoty konverguji k rdznym &islim. Neni pfili§ obtizné ukazat, Ze takovéto limity

N

funkénich hodnot pokryji C (viz Otdzky). Podstatné t&€Zsi je dokdzat ndsledujici tvrzeni:

VETA. (Pickard) Je-li w podstatnd singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w nabyva f vSech hodnot z C
kromé nejvyse jedné.

Pozndmky 1 Priklady 1 Otazky 1 1

REZIDUA

+00
Necht’ funkee f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z—w| < R}, md tam Laurentiivrozvoj Y. ap(z—
n=—oo
w)™ a C je jednoduchd uzaviend kiivka lezici v M a obsahujici w ve svém vnitiku, pak

%Cf(Z) dz = io anfc(z—w)” dz = 2mia_1 .

n=—oo



Odtud je vidét, Ze koeficient s indexem —1 v Laurentové rozvoji hraje velkou roli pfi integraci a proto ma svij
nazev.

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v n&jakém mezikruzi 0 < |z—w| < R. Koeficient s indexem —1 v Laurentové
rozvoji funkce f okolo w se nazyva reziduum funkce f v bod€ w a znaci se res o, f.

Je ziejmé, Ze pokud je f holomorfni ve w nebo tam ma odstranitelnou singularitu, je res ,, f = 0.
Z obecné Cauchyovy véty se z pfedchozi integrace Laurentovy fady dostdva nésledujici dilezité tvrzent:

VETA. (Reziduova véta) Necht' f je holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C' kromé kone¢né mnoha
bodi wi, ..., wy, lezicich uvnitt C'. Pak plati

. k
7{ f(2) dz = 2mi Z res o, f -
- i=1

Pro vypocty integrali pomoci reziduové véty je tedy potfeba umét rezidua vypocitat. Z konstrukce rozvoje f v

Laurentovu fadu je zndm vzorec
1
resyf = — f(z) dz,
2mi Cr

kde C; je vhodna kruznice okolo w. Toto je také jedna z mdla moZnosti, jak vypocitat reziduum v podstatné
singularité (dal$i moznosti je Laurentiv rozvoj ziskany vhodnym postupem z jiné Laurentovy nebo Taylorovy
fady).

N e

Pro pdly je vhodnéjsi postup pomoci limit. Je-li w jednoduchy pdl funkce f, je funkce (z —w) f(z) holomorfn{
ve w a tedy

resyf = zli_l;ﬂlu(z—w)f(z).

Je-li w pél 2.Fadu, bude ve w holomorfni funkce (z —w)? f(z), ale jeji limita ve w nenf reziduum, ale koeficient
a_2 jejtho Laurentova rozvoje. Pokud ale tuto funkci zderivujete a pak provedete limitu, dostane se reziduum.

Obecné dostaneme nésledujici:

VETA. (Pravidlo 1) Necht f ma v bodé w pdl fadu k. Pak

Lt (2 - w)r(2) %,

res ll'f - m Z—w

VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) = 0, ¢’(w) # 0, pak

res = = -
g

VETA. (Pravidlo 3) Je-li h holomorfni ve w a g ma jednoduchy pdl ve w, pak res,,(gh) = h(w)resyg.

Nekteré dalsi metody vypoctu rezidui v pélech jsou uvedeny v Otdzkdch.

DEFINICE. Necht f je holomorfni v néjakém okoli nekonecna. Definujeme
-1 1
reseo f = resp (2 - f ()) .
z z

Piiklady 2 Otizky2 2



VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI

Neékteré integraly redlnych funkci redlné proménné 1ze pocitat pomoci reziduové véty.

Interval, po kterém se integruje, se roz§iii na jednoduchou uzavienou kfivku v roviné a dana redlnd funkce se

vhodné roz§if{ na komplexni funkci komplexni proménné.

Postup bude ukézdn na integraci pies celé R a pfes interval [0, 27].

( TYP L. Integral z raciondlni funkce. )

Necht h je redlnd funkce redlné proménné. Integral | j;f’ h(z) dx se nékdy dd spocitat nasledujicim zpisobem.

Vezme se R > 0 a jednoducha uzaviend kiivka C'g, kterd leZ{ v jedné z polorovin = > 0 nebo z < 0 (necht’
je to napf, prvni piipad) a na ose x je totoznd s dseCkou [—R, R] (Dg bude &ast Cg lezici v oteviené horni
poloroving). MiZe se pozadovat, aby min{|z|; 2 € Dr} s rostoucim R konvergovalo k oo (napf. se za Dy bere
polokruZnice se stfedem v 0 a polomérem R).

Pokud h je ziZenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam ma jen kone¢né mnoho singularit
w1, .., Wn, pak pro dostatecné velkd R je

R k
/Rh(x)dx:27r1i§:1reswif—/DRf(z) dz.

Odtud vyplyva, Ze
+o0 k
h(x)dx = 2mi =1l dz.
/ (z) dx mgreswlf Rgnoo/DRf(z) z

—00

Neni nutné brat vSechna R > 0, sta¢i neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou je snadné spocitat
lim z) dz.
wIpp, £(2)

Nejlepsim pripadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napf. pro nékteré raciondlni funkce.

VETA. ( TYP L Integrél z racionalni funkce. ) Necht P, Q jsou polynomy stupiiii k, n resp., pfi¢emz n — k > 1
a () nemd redlné kotreny. Potom pro raciondlni funkci f = 0 plati

]‘,

/.VX‘ f(z)dx = 2mi Z resw;f -

o0 i=1

Predchozi postup Ize pouZit i na pfipad, kdy je raciondlni funkce vyndsobend omezenou funkci, napt. '%, nebo
sice neomezenou funkci, ale takovou, Ze limita v +o0o této funkce lomené linedrni funkei je 0, napf. 1/|x|.

e

U goniometrickych funkci, napf. cos x, byva vhodné je rozsifit na C nikoli na cos z, ale na sloZku mocniny ez,
Vysledkem je pak pfislusna slozka komplexniho vysledku.
VETA. (Jordanovo lemma. ) Necht' p > 0, [a, 5] C [0, 7] a funkce f je spojitd na {z € C : arg z € [a, ], |2| >
p} takovd, ze

lim f(z)=0.

z—00, arg z€ o, ]

Pak pro r > p, b > 0 akiivku o, (t) = re', t € o, 8] je

lim / f(2) e dz =0.

r——+oo J,
Jr



VETA. (TYPIL Integral z raciondlni funkce vyndsobené cos nebo sin ) Necht' @ je raciondlni funkce takovd, Ze
nemd v R pél a pro z — oo je Q(z) = O(:fl) (t.j. stupeni jmenovatele alesponi o 1 vétsi nez stupen Citatele). Pro
b > 0 oznatme f(z) = Q(z) €. Pak

/ Q(z) cos(bx) dz =R | 27 - Z res /

e aeCt,Q(a)=c0

"+-00
/ Q(z)sin(bx) de =S [ 2mi - Z res f

v aeCt,Q(a)=00

Integruje-li se funkce na intervalu (0, +00), dé se prejit k sudé funkei na intervalu (—oo, +00) a pouZit pred-
chozi postup.

Nékdy je nutné se vyhnout bodu 0, napf. u funkce sin z/x — viz Priklady.

( TYP III. Integrél z raciondlni v sinu a kosinu. )
Pfechodem ke kfivkovému integralu se daji spocitat i nékteré integraly goniometrickych funkci pfes omezené
intervaly. Jako piiklad l1ze vzit
2m dx
/0 3+sinz

Stali zvolit z = e'*, &imz se z uvedeného integrélu stane integral

/' 2dz
|2|=1 22 4+ 6iz—1"

VETA. ( TYP IIL Integrdl z raciondlni funkce v sinech a kosinech. Necht' Q(a,b) je raciondlni funkce dvou
(komplexnich) proménnych takové, Ze pro a, b € R, a® 4+ b = 1 v ni nedélime nulou. Pak funkce

T() Q<z+l/z’ zl//:/)/(m)

2 24

ktery se jiZ spocte pomoci reziduové véty.

jedné komplexni proménné z je raciondlni, nemd pdly na jednotkové kruznici a plati

/( Q(cost,sint) dt = 2mi - z res T.

J0 la]<1,T(a)=00

Poznamky 3 Priklady 3 3456

STANDARDY z kapitoly

SINGULARITY A REZIDUA

IZOLOVANE SINGULARITY

DEFINICE. Bod uzavéru defini¢niho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni, jestlize bud’ f neni v
tomto bodé definovand nebo v tomto bodé€ neni holomorfni.

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (stru¢néji izolovand singularita),
jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na mnoZiné U \ {w}.

“+oo
DEFINICE. Necht w je izolovand singularita funkce f a > apn(z — w)™ je Laurentova fada funkce f.
n=—oo
Singularita ve w se nazyva



e odstranitelnd, jestliZze a,, = 0 pro vSechna zdporna n;
e pol fadu k (k € N), jestlize a_j, # 0 a ay, = 0 pro vSechnan < —k;

e podstatnd, jestlize a,, # 0 pro nekone¢né mnoho zdpornych n;
Misto ,,pdl fadu 1" se fika castéji jednoduchy pol.

VETA. Necht' w je izolovany singuldrni bod funkce f.
1. V bodé€ w je odstranitelnd singularita pravé kdyz ;gi f(z) eC.
2. V bodé w je pdl pravé kdyz };n}l f(z) = 0.

3. V bodé w je podstatna singularita praveé kdyz lgn f(z) neexistuje.
z w

VETA. (Pickard) Je-li w podstatnd singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w nabyva f viech hodnot z C
kromé nejvyse jedné.

REZIDUA
+oo
Necht funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z—w| < R}, md tam Laurentiv rozvoj > an(z—
n=-—00
w)™ a C je jednoduchd uzaviend kiivka lezici v M a obsahujici w ve svém vnitiku, pak

400
]{Cf(z) dz = Z an‘?{C(z —w)"* dz = 27ia_q .

n=—oo

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v n&jakém mezikruzi 0 < |z—w| < R. Koeficient s indexem —1 v Laurentové
rozvoji funkce f okolo w se nazyva reziduum funkce f v bodé€ w a znaci se res y, f .

VETA. (Reziduovd véta) Necht' f je holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C' krom& konedn& mnoha
bodt wy, ..., wy, lezicich uvnitt C. Pak plati

7{ f(z)dz = QTriZICS w; f -
JC

=1

Z konstrukce rozvoje f v Laurentovu fadu je zndm vzorec

1

res [ = Gy " f(2) dz,

kde C; je vhodna kruZnice okolo w.

VETA. (Pravidlo 1) Necht f mé v bodé& w pél fadu k. Pak

1 lim ((z _ U")kf(z))(kfl) .

VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) = 0, ¢'(w) # 0, pak

res = =



VETA. (Pravidlo 3) Je-li h holomorfni ve w a g m4 jednoduchy pél ve w, pak resq, (gh) = h(w)res,g.

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém okoli nekone¢na. Definujeme

resso [ = resg (;;f (i)) .

VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI

( TYP L. Integrél z raciondlni funkce. )

Necht' h je redlnd funkce redlné proménné. Integral | j(foo h(z) dx se nékdy da spocitat nasledujicim zpisobem.

Vezme se R > 0 a jednoduchd uzaviena kiivka C'g, kterd leZi v jedné z polorovin = > 0 nebo x < 0 (necht’
je to napf, prvni piipad) a na ose x je totoZné s dseCkou [—R, R| (Dg bude &ast Cr lezici v oteviené hornf
poloroving). MiZe se poZadovat, aby min{|z|; 2 € Dg} s rostoucim R konvergovalo k oo (napr. se za Dy bere
polokruZnice se stfedem v 0 a polomérem R).

Pokud h je ziZenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam ma jen kone¢né mnoho singularit
w1, .., Wn, pak pro dostatecné velkd R je

R k
/_Rh(ac)dx:27Tiizzlreswif—/DRf(z) dz

Odtud vyplyva, Ze
k

/+Ooh( )dx-27r12reswf— hm f(z

. = Dp

Neni nutné brat vS§echna R > 0, sta¢i neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou je snadné spocitat
lim z) dz

wIpg, 1)

NejlepSim piipadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napf. pro nékteré raciondlni funkce.

VETA. ( TYP L Integrél z racionalni funkce. ) Necht P, Q jsou polynomy stupiii k, n resp., pficemz n — k > 1
a () nemd redlné koreny. Potom pro racionalni funkci f = 5 plati

*+:><,
/ ) dx = )uere%“ f.

o0 1=1

VETA. (Jordanovo lemma. ) Necht p > 0, [a, 5] C [0, 7] a funkce f je spojitdna {z € C : arg z € [a, ],
p} takovd, ze

I

>

lim f(z)=0.

z—00, arg z€[a,B]

Pak pro r > p, b > 0 a kiivku o, (t) = re®, t € [, B] je

lim / f(2) e dz =0
r—+oo J,

VETA. (TYPIL Integrdl z raciondlni funkce vyndsobené cos nebo sin ) Necht’ () je raciondlni funkce takova, ze
nemd v R pél a pro z — oo je Q(z) = O(z~1) (tj. stupeti jmenovatele alespoti o 1 v&t3f neZ stupeii Citatele). Pro
b > 0 oznatme f(z) = Q(z) e'*?. Pak

400
/ Q(z) cos(bx) dz =R | 27 - Z res f

i aeCt,Q(a)=c0



a

100
/ Q(x)sin(bx) dr = | 2mi - Z res f
J —0OQ

—~

acCT,Q(a)=0

Integruje-li se funkce na intervalu (0, +00), dé se prejit k sudé funkci na intervalu (—oo, +00) a pouZit pred-
chozi postup.

Nékdy je nutné se vyhnout bodu 0, napt. u funkce sin x/x — viz Pfiklady.

( TYP III. Integrél z raciondlni v sinu a kosinu. )

Pfechodem ke kfivkovému integralu se daji spocitat i nékteré integraly goniometrickych funkci pfes omezené
intervaly. Jako priklad lze vzit
2m dx
_/0 3+sinz

Stacdi zvolit z = e'*, ¢imZ se z uvedeného integralu stane integral

/ 2 dz
|z]=1 22 +6iz—1"

ktery se jiZ spocte pomoci reziduové véty.

VETA. ( TYP IIL Integrél z raciondlni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a, b) je raciondlni funkce dvou
(komplexnich) proménnych takov4, Ze pro a, b € R, a® 4 b = 1 v nf nedélime nulou. Pak funkce

T(z) := Q(*_)l/ - {)/,l/z>/(z‘:)

jedné komplexni proménné 2 je raciondlni, nemd p6ly na jednotkové kruZnici a plati

2T
/ Q(cost,sint) dt = 2mi - E resT .
JO } a

) la]<1,T(a)=00

VETA. Necht f md jednoduchy pél v zg, necht o, (t) = zg + re’ prot € [to,to + . Pak

r—0

lim / f(z) dz=a-i-resy, f.

Rozsiteni Gama funkce na komplexni cisla.

Podle definice je I'(z) = fooo t*~Le=t dt pro x > 0. Dejte nyni za = komplexni &islo z, pouZijte pro obec-
nou mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, Ze fooo t*~Le~t dt konverguje, jakmile R(z) > 0. V této poloroving je
holomorfni (derivace za integrdlem).

Podle vztahu I'(z) = I'(z+1) /2 se rozsifi definice Gama funkce na celou rovinu krom& bod 0, —1, —2, —3, ....

Tato rozsifend funkce je holomorfni, v bodech 0, —1,—2, —3, ... jsou jednoduché pdly a res_,I'(z) = (="

n!
(ovérte).
¢ funkce.
V predchozi kapitole v Pfikladech I bylo ukdzéno, Ze fada ) > ; n~* konverguje absolutné a lokdlné stejno-
mérné pro Rz > 1 a diverguje pro Rz < 0. Pro Rz > 1 je tedy funkce ((z) = >°>2; n~* holomorfni.

¢ lze rozsitit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde ma jednoduchy pél s reziduem 1, v bodech
—2,—4,—6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty. Ddle md ¢ nekone¢n& mnoho nulovych hodnot v pasu 0 < R(z) <
1 (Riemannova hypotéze tvrdi, Ze tyto nulové hodnoty v8echny leZi na ptimce R(z) = 1/2).

Existuje zajimava souvislost  funkce s prvocisly:



kde pr, je n-té prvoéislo. Rovnost plati pro R(z) > 1.

00 .t
sinx
/ dx.
0 X

Pouzijte kiivku Cg slozenou z intervalii [~ R, —1/R], [1/R, R] a pilkruznic z = Reit,t € [0,7) az = €l' /R, t €
[0, 7) — tato posledni pllkruZnice opacné orientovand.

2T dx
/0 1—2asinz + a2

Priklad. Spocitejte rezidua pro nasledujici funkci:

Pfiklad. Spoctéte integral

Priklad. Spoctéte

pro0 <a < 1.

z

A PR FE S

Z ptedpisu funkce je vidét, Ze f ma singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodé 1 je pdl fadu 1 a v bodé
-1 je pdl fadu 2.

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitdme podle vzorce
res1f = lim(z — 1)f(2),
z—1

coZ je po dosazeni

z 1
s1f =1 1) ="
ves1f =l (z — D)oo ~ 1
Hodnotu rezidua v bod¢ -1 spocitime podle vzorce
1 dk—l

res _1f = Zgrgl =1 T ((z + l)kf(z)) .

Tedy,
1 d z

S _ — 1. _—— 1 2‘ - — .

res—1f = lim 5 <(z+ ) (zl)(z+1)2> 1

Piiklad. Vypocitejte integral
/ dz
o 1424

kde ¢ je zdporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

K vypoctu integrilu pouzijeme reziduovou vétu. Funkce

1 1

T 144 (z —21)(z — 22)(2 — 23)(2 — 24)

f(2)

ma singularity v bodech

7T+, LT
z1] = c€oS— +1sin—
1 4 4’
37r+, . 3m
z9 = C€OS— +isin —
2 4 4
57r+, . om
z3 = C€OS— +isin—
3 4 4
77T+, LI
Z4 = C€OS— +isin—
4 4 4:

coz jsou poly prvniho fadu.



Zajimaji nés ale pouze body z1, 24, protoZe pouze ty leZi ve vnitiku ¢. Rezidua v té€chto pdlech maji hodnoty

s, [~ 1 1
A (21— 22)(21 — 23) (21 — 24)  4V2
1 14

res , f (24 — 22) (24 — 23) (74 — 21) 42

Podle reziduové véty je proto integral roven

dz —2 i
= —2mi (res + res = -2Ml—= = —.
/@ 1424 ( Zlf Z4f> 4\/5 \/§

Priklad. Spocitejte integral
2
/ cos 30 4o,
o H—4cosb

Provedeme substituci z = eie, po niZ bude

—1 3 -3
it cos39=z +z

5 ) — dz =iz db.

cosf =

Dostaneme tak

3.3
/27r cos 360 dH*/ £tz - %f,i/ 2041 &
o b—4dcosf 05742—&-5_1 iz 2 Jo232z-1)(2—-2)

kde C je kladné orientovand jednotkova kruZnice se stfedem v pocatku.

Integrand ma ve vnitiku této kruznice dvé singularity: pdl 3. fadu v 0 a jednoduchy pdl v 1/2.
Rezidua v téchto bodech maji hodnoty

resof = lim li 241 _2
0T 02122322 - 1)(z—2) 8
. (z=1/2)(z5+1) 65
. - 1 =_"
resy/2f a2 32 —1)(z—2) 24

A hledany integral je:

l/ f+1 dre Lo (2L _65)_ 7
% Jo B2z —1)(z—2) ~  2i\8 24) " 12

Priklad. Spocitejte integral
/ dz
C 210 417

kde C je kladné orientovana kruZnice se sttedem v nule a polomérem 2.

Integrand mé deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samoziejmeé lezi ve vnitiku kruz-
nice C. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich piikladech pomoci reziduové véty, museli bychom
spocitat hodnoty rezidui ve vSech téchto bodech, coz by bylo poné¢kud pracné.

Uvédomime si ale, Ze nepotfebujeme znat jednotliva rezidua, nybrZ jejich soucet, ktery je (aZ na znaménko)
roven hodnoté rezidua v nekonecnu.

Pro |z| > 1je
1 1 1 1 & no—10n _ N n—1_—10n
210+1:Zﬁ1+2710:2ﬁz(*1) z =D (=i
n=0 n=1

TakZe reziduum integrandu v nekonecnu je 0, a tedy i hledany integrdl ma hodnotu 0.



