FOURIEROVA TRANSFORMACE

FOURIEROVA VETA

V kapitole o Fourierovych faddch byla dokdzéna Fourierova véta (pfipomeiite si, ze f(x) = (f(z4) +
f(@-))/2):
VETA. Necht' f je po ¢astech hladkd na R a ]F | f| konverguje. Potom

N 1 [00 [0
flx)=— / / fw)cos(u(x —v)) dv du.
TJo J—oo
Vysledek je mozné nyni preformulovat s pouzitim komplexnich funkci. Fourierova fada

% + i (an cos(mnz/l) + by, sin(wm?/l))

n=1
Ize prepsat do tvaru

a—n +1b_p,

5 pron < 0.

= irnz/l an — ibn
Z cne ,kdecn:Tpronzo,cn:

n=—0oo

Odtud snadno vyplyvé, Ze pro vSechna celd n je
Cn = 1/l f(x)e_imm/l dx
n — .
20 )

Pokud znovu provedete postup, ktery vede k rovnosti ve Fourierove véte, a pouzijete predchozi modifikovany
zapis Fourierovych fad, dostanete Fourierovu vétu v nasledujicim tvaru:

VETA. Necht' f je po ¢astech hladkd na R a ]F | f| konverguje. Potom

/A(I) = i - ( /X ,/'(u)(“qr” d'l/)(':i["r dv.

— 00 J —00

Na zdklad¢ této véty se definuje Fourierova transformace:

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na R se definuje

+oo . +oo ‘
]:(f)(s) :/ f(t)e_wt dt, f_l(F)(t) 1 / F(S)elts ds .

—00 21 J_ oo

Funkce F(f) se nazyvd Fourierova transformace funkce f, funkce F_1(F') se nazyvd inverzni Fourierova
transformace funkce F'.

Fourierovu vétu Ize nyni formulovat ve tvaru:
Necht’ ¢ je po &dstech hladkd na R a [g |¢| konverguje. Potom

F(Foalp)) = F1(F(p) = .

Sinova a kosinova Fourierova transformace

Je-li funkce f nebo F sudd, 1ze Fourierovu transformace vyjadfit jinym zptisobem:

+oo +o0
F(f)s) = [ f(t)(cos(st) — isin(st)) dt = 2/0 f(t) cos(st) dt,
1 [T 1 [t
F (F)(t) = 5| F(s)(cos(ts) +isin(ts)) ds = ;/0 F(s)cos(ts) ds.



Podobné 1ze vyjadrit Fourierovu transformaci liché funkce:

+o00 +oo

F(f)s) = [ f(t)(cos(st) — isin(st)) dt = 2i/0 f(t)sin(st) dt,
1 [t i [roo

F_1(F)(t) = — F(s)(cos(ts) + isin(ts)) ds = 7/0 F(s)sin(ts) ds.

21 J_ oo T

Jedna se o podobnou situaci jako u Fourierovych fad sudych nebo lichych funkci: ve vysledku se vyskytovaly
nenulové koeficienty jen u cos, resp. u sin.

Tzv. kosinové Fourierova fada funkce f byla Fourieriova fada funkce, kterd se rovnala f na [0,00) a byla
doplnéna na sudou funkci na zdpornych &islech.

Podobné sinova Fourierova fada funkce f byla Fourieriova fada funkce, kterd se rovnala f na (0,00) a byla
doplnéna na lichou funkci na zdpornych ¢islech.
Stejné 1ze postupovat u Fourierovy transformace.
Aby nebylo nutné si pamatovat dvé riizné konstanty pied integraly, zméni se jedna konstanta na 1 a druhd na
2/m:
DEFINICE. Pro reédlné funkce f a F' definované na (0, co) se definuje
+00 2

“+o0o
FE(f)(s) :/ f(t)cos(st) dt, FE(F)(t) = 7/0 F(s)cos(ts) ds.

0 m

Funkce F¢(f) se nazyva kosinovd Fourierova transformace funkce f, funkce F¢,(F') se nazyva inverznf
kosinova Fourierova transformace funkce F'.

+o00 +oo
Fo(f)(s) = / F(@)sin(st) dt,  FoL(F)(t) = 2 /0 F(s)sin(ts) ds.

0 ™

Funkce F*( f) se nazyv sinova Fourierova transformace funkce f, funkce F* , (F') se nazyva inverzni sinova
Fourierova transformace funkce F'.

Z Fourierovy véty se dostava:

VETA. Necht' ¢ je po &astech hladkd na (0, oc) a Jo° || konverguje. Potom

FUF(e) = FH(F(e) =8
F(FLp) = FLF(9) =8
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VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE

Nasledujici vlastnosti jsou i s dikazy (kromé posledni vlastnosti o souinu a konvoluci) podobné tém z teorie
Laplaceovy transformace.

V nésledujicich vzorcich 1ze predpokladat, Ze uvedené funkce jsou po castech spojité absolutné integrovatelné.

Posunuti

Posunut{ funkce f o a je funkce f(t — a).

Fourierova transformace posunuté funkce a posunutd Fourierova transformace (oboje posunuti o a) se spocita
snadno:

]:Ul(f - (1))(5) — (;*iu.sf(f(f))(,s)
.F(/(/))(* - (l) — -7:((1(#/(/))(5)



ZvétSeni

ZvétSenim (nebo zmenSenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a # 0. Ndsledujici vypolty jsou velmi
jednoduché (druhd rovnost plyne z prvni):

Fifans) = Fr)(2)

FUO)as) = —F (L))

Derivace

Vztah derivace a Fourierovy transformace je podstatny pro pouZiti na feSen{ diferencidlnich rovnic.

Rovnosti se dokdzi snadno pomoci integrace po ¢astech. Je nutné predpoklddat, Ze vSechny uvedené integraly
konverguji. spojita.

isF(f(£)(s)
F(—itf(t))(s).
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Indukei se dokdZi rovnosti pro derivace vyssich radi:

FUM@)(s) = )" F(0)(s)
(111, ) | -
SFFO)Ns) = F(=" (1))
Integrace

Vzorce na integraci Fourierovy transformace se ziskaji z ptedchozich vzorct pro derivace:

Je-li g primitivni funkce k f na R takovd, Ze lim g¢(t) = lim g(t) = 0, pak F(g)(s)
t——00 ’ t——+o00

Funkce F(f)(s) je primitivni k funkei F(—f(t)/(it))(s) na R.

F(f)(s)/(is).

Konvoluce

Na rozdil od Laplaceovy transformace prevadi Fourierova transformace soucin funkci na konvoluci obrazd. V
pripadé funkei na R se konvoluce definuje trochu jinak:

DEFINICE. Konvoluce na R dvou funkei f, g je funkce

+0c0
(f*g)(t) = / F()g(t —7) dr.

o

Vlastnosti konvoluce jsou probrany v Otdzkdch.

Plati
F(f*xg) = f(.f)ﬂf/)
F(fg) = 5-F()*Flo).

Pouziti Fourierovy transformace na hledani feseni diferencidlnich a integralnich rovnic je podobné pouZziti
Laplaceovy transformace — viz priklady.
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KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

Na rozdil od Laplaceovy transformace, kterd se d4 pouZzit i pro funkce neomezené v nekonecnu, Fourierova
transformace (jako redlnd funkce) nelze aplikovat ani na nenulové konstantni funkce. Tento nedostatek se d4 od-
stranit umoZnénim komplexnich hodnot.

s

Definice Fourierovy transformace ma smysl i pro komplexni funkce redlné proménné f a pro komplexni ¢isla
s. Dostane se pak komplexni funkce komplexni proménné (zménime oznaceni proménné):

FNe = [ e

—0o0

Kde je tato funkce definovéna a kde je holomorfni?

VETA. Necht f je po ¢stech hladkd a |f(t)| < ke=® prot > 0a |f(t)] < ke~% prot < 0 a pro n&jakou
konstantu k. Potom F( f)(z) je holomorfni v pasu b < 3(z) < a.

Jak to vypadd s inverzni transformaci pro F(f)(2)?

Obecné ji nelze definovat jako pro redlné funkce, protoZze F(f)(z) nemusi byt na redlné ose (tj. pro S(z) = 0)
vibec definovéna.

Necht' je F(f)(z) definovdna na pfimce (z) = c¢. Potom F(f)(s + ic) je definovdna na R a rovnd se
F (e f(t))(z). Tedy plati

eft) = — F(f)(s —i—ic)eist ds = o f(f)(u)ei“t ds

1 +o0 ect “+oo+tic
2 2n /—oo+ic
kde pro posledni integrdl byla pouZita substituce u = s + ic a uvedené meze zna¢i integraci po piimce J(z) = c.
Po zkriceni vyrazem e se dostane inverzni transformace pro uvedeny piipad, takze
N 1 +oo+tic .
fo=5- [ FDEE ds,
27 J—ootic
jakmile je F(f)(z) definovdna na pfimce 3(z) = c.
Shrneme predchozi vysledky do véty:

VETA. Necht' f je po &astech hladké a |f(t)| < ke~ prot > 0a |f(t)] < ke % pro ¢ < 0 a pro n&jakou

konstantu k. Potom pro libovolné ¢ € (b, a) je

. ~+oo+ic ~+00 )
f(t) = 2117 / (/ 7 f(f)(’il[”ﬁ (lf)(']'gl ds,

—oo-+tic J—00
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Laplaceova transformace se da vyjadfit pomoci Fourierovy transformace:

“+oo
aﬁ@=/ (et dt = F(f)(~is),

—0o0

jestlize definujeme f(t) = 0 pro t < 0.



Stejné jako u Fourierovy transformace je v definici Laplaceovy transformace mozné chdpat proménnou s jako
komplexni &islo a £(f) je tedy komplexni funkce komplexni proménné.

2 2 s %2

Pokud je f exponencidlng omezend, tj. | f(t)| < keb® pro n&jaka redlna &isla k, b, je podle piedchozi &asti funkce

F(f)(—iz) holomorfni pro R(z) > b (ukaZte to). PouZitim predchozi &4sti na ziskdn{ inverze pro F(f)(—is) se
dostane nésledujici tvrzeni.

VETA. Necht f je po &astech hladkd komplexni funkce redlné proménné, kterd je rovna 0 pro t < 0 a |f(t)| <
ket pro n&jakd redlnd &isla k, b a pro t > 0. Potom L(f)(z) je holomorfni funkce na poloroviné R(z) > b a pro
libovolné ¢ > b je

N ~c+o00i
=5 [ L) ds.

c—o0i

Uvedend integrace je po pfimce kolmé k ose x v bodé c.
Nyni je mozné poditat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce. Nicméné, pfimy vypocet
tohoto integrdlu mize byt komplikovany.

V nékterych pfipadech je mozné s vyhodou pouZit reziduovou vétu. Integrace po uvedené piimce se spocte
limitou integrald pres zvétSujici se intervaly, které se doplni (vétSinou polokruznici) na uzavienou kiivku.

Nasledujici véta popisuje velkou tfidu funkci, pro které je mozné takto inverzni Laplaceovu transformaci spo-
citat.

VETA. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., 2z, } a existuji k,p > 0 tak, Ze |g(z)| < k|z|~P pro z €
C\{#1,-.., 2n}. Potom pro ¢ > max{R(z1), ..., R(zn)} je

1 ~c+-00i . n .
5 / g(z)e"” dz = Z res; (g(z)e"*).
T J,

>— 001 i—1

Preformulovanim pfedchozi véty se dostdva tvrzeni o vypoctu inverzni Laplaceovy transformace:

DUSLEDEK. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {1, ..., z,} a existuji k,p > 0 tak, Ze |g(z)
dostate¢né velkd |z|. Potom

S /\‘

z| 7P pro

n

Loa(g(=)(1) = Y resz;(g(2)e)

=1
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APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE

Klicové kroky zajimavych aplikaci
1. Transformace signalu.
2. Potiebné tpravy ve frekvencich.

3. Inverzni transformace.



Diskrétni Fourierova transformace

Nahradime spojity signdl f za diskrétni posloupnost:
{fos froe o IN—1}-

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) z této konecné posloupnosti vytvori diskrétni posloupnost jejich
obrazii

{Fo,F1,....,Fn_1}

pomoci vzorecku
Nl A k
F, = Z fr (e—an/N) ]
k=0

Inverzni DFT je pak inverzni proces pomoci vzorecku
| N1 . A
fo = ~ l;) Fy <€—27rzn/N) )

Pro zpracovani zvukl (MP3) se pouziva modifikace DFT, modifikovand Diskrétn{ kosinové Fourierova trans-

formace se vzoreCkem
N—-1

Fp=Y_ fycos (m <k+;> /N) .

k=0

DFT jde snadno rozsifit do vice dimenzi{ a slouzi mimo jiné ke zpracovéani obrazi (JPEG).

Rychla Fourierova transformace

Vzorecek pro diskrétni Fourierovu transformaci

N-1 _owin/N k
Fn—l;)fk(e )

je ve skute&nosti po¢itanim hodnoty polynomu P(z) = 3 frz* s koeficienty f;, v bodech

0 1 N-1
T=WN,WpN,---,Why s
kde )
wN:€—27m/N

je N-td odmocnina z jednicky.

Rychla Fourierova transformace (FFT) pocitd hodnoty DFT pomoci nésledujictho triku.

Vsimneme si, Ze vypocet hodnoty polynomu N-tého stupné potfebuje fadové N operaci:

p(z) = ag + z(a1 + x(ag + -+ 2(an_g + xan_1)--)).

Necht' je N sudé. Pro DFT mdme pogitat N hodnot polynomu P(z) = 3 fyz" stupné (N — 1). Tedy lze
otekavat fadové N2 operaci.

Trik spocivé v tom, Ze misto toho budeme pocitat dva polynomy stupné nejvyse N/2
S(y) = fo+ foy + fay® + -

L(y) = fi + fay + fs* + -+
v N/2 bodech
@R)% Wh)2 - 2,



(je jich sice N, ale nékteré jsou v seznamu dvakrat, TRIK!!!), protoze
P(z) = S(z?) + zL(z?).

Tedy misto N2 operaci na jeden problém velikosti N s kvadratickou naro¢nosti dostaneme zhruba polovinu,
protoZe zjednoduseni vede na dva problémy poloviéni velikosti, tedy (N/2)2 + (N/2)? operaci.

Podobné se pouzije FFT pro inverzni DFT:

| STANDARDY 2z kapitoly |

FOURIEROVA TRANSFORMACE

FOURIEROVA VETA

V kapitole o Fourierovych fadédch byla definovana priimérovaci operace na funkce f(z) = (f(z4)+f(z-))/2.

VETA. Necht' f je po ¢astech hladkd na R a IF | f| konverguje. Potom

}‘A(() = 21,7 /% ( /X f(u)(:fi”’ (111)0“"” dv.

—00 J —00

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na R se definuje

+oo . +00 .
F(f)(s) :/ f(t)eilst dt, F_1(F)() 1 / F(S)elts ds .

— 0o I NS

Funkce F(f) se nazyvéd Fourierova transformace funkce f, funkce F_1(F') se nazyva inverzni Fourierova
transformace funkce F'.

Necht' ¢ je po &dstech hladkd na R a [ || konverguje. Potom

F(Foalp)) = F1(Flp) = .

Sinova a kosinova Fourierova transformace

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na (0, 0o) se definuje

+0o0o “+o0o
FE(f)(s) :/U f(t)cos(st) dt, FE,(F)(t) = 2/0 F(s)cos(ts) ds.

™

Funkce F¢(f) se nazyva kosinovd Fourierova transformace funkce f, funkce ¢, (F') se nazyva inverznf
kosinovd Fourierova transformace funkce F'.

400 2

+oo
F(f)(s) = / f()sin(st) dt, F2(F)(t) = 7/0 F(s)sin(ts) ds.

0 ™

Funkce F*( f) se nazyv sinova Fourierova transformace funkce f, funkce F* ; (F') se nazyva inverzni sinova
Fourierova transformace funkce F'.



Z Fourierovy véty se dostava:
VETA. Necht' ¢ je po &stech hladkd na (0, 00) a Jo° || konverguje. Potom

FUFE (@) = FEi(Fp))
F(FA) = FL(F(e)

Il
) ©)

VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE

Derivace

Konvoluce

DEFINICE. Konvoluce na R dvou funkci f, g je funkce

“+o00
(f*g)(t) = / f(mgt —7)dr.

—00

Plati
F(fxg) = F(f)F(g).

KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

VETA. Necht' f je po ¢astech hladkd a |f(t)| < ke~ prot > 0a |f(t)] < ke prot < 0 a pro n&akou
konstantu k. Potom F(f)(z) je holomorfni v pasu b < J(z) < a.

VETA. Necht f je po &stech hladkd a |f(t)| < ke=® prot > 0a |f(t)] < ke™% prot < 0 a pro n&jakou
konstantu k. Potom pro libovolné ¢ € (b, a) je

. 1 ~+oo+ic ~+00 . .
(@) ( / f(t)e s dt) et ds,

QTr! —oo+tic J—00

APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE

Klicové kroky zajimavych aplikaci
1. Transformace signélu.
2. Potiebné tipravy ve frekvencich.

3. Inverzni transformace.



Diskrétni Fourierova transformace
Nahradime spojity signdl f za diskrétni posloupnost:
{fo. fr,. - fn-1}-

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) z této kone¢né posloupnosti vytvori diskrétni posloupnost jejich
obrazi

{Fo, F1,... . Fn_1}
pomoci vzorecku

N-1 o/
Fn:kz:%fk(e ) .

Inverzni DFT je pak inverzni proces pomoci vzoreCku
L Nl ' k
fo = ¥ ];0 L, (6727rzn/N> )

Rychla Fourierova transformace

Vzorecek pro diskrétni Fourierovu transformaci
N-1
—2min/N k
Fy = Z G
k=0

je ve skute&nosti po&itanim hodnoty polynomu P(x) = 3 frz" s koeficienty f; v bodech

0 1 N-1
CL':UJN7(UN,...,(JJTL y
kde )
wN:e—27rz/N

je N-td odmocnina z jednicky.

Rychla Fourierova transformace (FFT) pocita hodnoty DFT pomoci nasledujiciho triku.

Vsimneme si, Ze vypocet hodnoty polynomu N-tého stupné potiebuje fadové N operaci:

p(x) =ag+z(ay + z(ag + - + x(ap—2 + xan—1)--+)).

Necht je N sudé. Pro DFT mdme poéitat N hodnot polynomu P(z) = 3 frz¥ stupng (N — 1). Tedy lze
otekavat fadové N2 operaci.

Trik spocivé v tom, Ze misto toho budeme pocitat dva polynomy stupné nejvyse N/2

S(y) = fo+ fay + fay® + -

L(y) = fi + fay + fsy* + -+
v N/2 bodech

@R)% (@N)% s (w2,

(je jich sice N, ale nékteré jsou v seznamu dvakrat, TRIK!!!), protoZe
P(z) = S(x?) 4+ 2L(z?).

Tedy misto N2 operaci na jeden problém velikosti N s kvadratickou naro¢nosti dostaneme zhruba polovinu,
protoZe zjednoduseni vede na dva problémy poloviéni velikosti, tedy (N/2)? + (N/2)? operaci.

Podobné se pouzije FFT pro inverzni DFT:



