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ZAKLADY

V praxi se Casto hledaji kiivky nebo plochy, které minimalizuji nebo maximalizuji
jisté hodnoty.
Napr. se hleda nejkratsi spojnice dvou bodl na dané plose, nebo tvar zavesencho lana

(ma minimalni potencidlni energii), nebo tvar t€lesa, které ma v pohybujicim se prostredi
minimalni odpor, atd.

Nejdfive je nutn€ vyjadrit uvedené hodnoty matematickym vyrazem a pro ten se pak
hled4d minimum nebo maximum.

V uvedenych prikladech se dostavaji postupné vyrazy

b b b
/\/1+y’2 dz /y\/l—i—y’2 dz /y’3 dz

kde y je hledanou funkci proménné .

Ovérovani, zda dand (nalezend) funkce opravdu napf. minimalizuje uvedené hodnoty
se provadi jeji malou zménou, variaci. Po té€chto zméndch musi uvedené hodnoty vzrist.

Y=yoteQ
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Ulohy popsaného typu se rozdéluji na nékolik zdkladnich typu.

Prvni uvedeny priklad hledani nejkratsi spojnice dvou bodl v roviné je tzv. tloha s
pevnymi konci (hledané kiivky zaCinaji a kon¢i v danych bodech).

Pokud se hleda nejkratsi spojnice dvou kfivek, jedna se o tlohu s volnymi konci (za-
catecni a koncové body hledané kiivky nejsou pevné dany).

Jestlize misto roviny hledame nejkratsi cestu mezi dvéma body nebo krivkami na dané
ploSe, mluvi se o ulohach s podminkou; hleda se funkce y splnujici dal$i podminky —
napf. spliiuje rovnici plochy nebo u prikladu zavéSeného lana ma danou délku.

Pomoci variacniho poctu lze fesit napr. diferenciilni nebo integralni rovnice — reSeni
rovnice minimalizuje urCity funkcional.

Ve vysSe uvedenych prikladech se hledala funkce y proménné x pro kterou je vyraz

b
F(y) :/ f(z,y,y) dx
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minimélni nebo maximalni (pti vhodné volbé F').

Zobrazeni F' se nazyva funkciondl, ktery je definovan ptinejmensim pro = € [a, b]
a pro funkce y na [a, b|] majici derivaci, které mohou dale spliiovat dal§i podminky —
mnoZina takovychto funkeci y se oznaci C.

Stejné jako u extrémi realnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve-
denych funkciondla rozliSuje absolutni extrém a lokdlni extrém, ktery se ve variaCnim
poctu Castéji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené:

DEFINICE. Funkcional F' nabyvéa absolutniho maxima na mnoZiné C pro kiivku ,
jestlize yp € C a F(y) < F(yp) pro vSechnay € C.

Funkciondl F' nabyva relativniho maxima na mnoziné C pro kiivku vy, jestlize yy € C
a F'(y) < F(yy) pro vSechnay € U N C, kde U je néjaké okoli funkce v.

Co to je okoli funkce? Na mnoZinich funkci 1ze definovat okoli mnoha neekvivalent-
nimi zptsoby a dostdvaji se neekvivalentni pojmy relativnich extrém1i.

Pro dalSi postupy staci pouZzit Jednak okoli popsané stejnomérnou konvergenci funkci
a jednak okoli popsané stejnomérnou konvergenci funkci a jejich derivaci:

DEFINICE. Necht' y je funkce definovanid na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takova mnoZina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, ze

{g;|9(z) — y(z)] < eprokazdé x € M} C U.

Necht’ y je funkce definovana na mnoziné M majici na M derivaci. Okoli (1. fadu)
funkce y je takova mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, ze

{g;:19(x) —y(z)| <e,|g'(z) — ()] < eprokaidé x € M} C U .
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Relativni extrémy pro okoli nult€ho fadu se nazyvaji silné relativni extrémy, pro okoli
prvniho fadu slabé relativni extrémy.

Zirejmé je kazdy absolutni extrém silnym relativnim extrémem a kazdy silny relativni
extrém slabym relativnim extrémem. Opaky t€chto implikaci neplati.

Poznamky 1 Piiklady 1 Otazky 1 1
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ULOHY S PEVNYMI KONCI

Za funkce, mezi kterymi se hledd extrém funkciondlu, se v tomto ptipadé€ berou Casti
mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y"}.

Nasleduje nutnd podminka pro to, aby n¢jaka funkce byla slabym relativnim extrémem

funkcionalu.

Uvedena rovnice se nazyva Eulerova rovnice.

Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bodd pro
extrémy realnych funkci redlnych proménnych.

V extremalach muzZe ale nemusi funkciondl dosahovat extrému.
Jestlize se v Eulerove rovnici provede derivace podle x, dostava se diferencidlni rov-

nice 2.radu: ) ) )
A By (P00,
0y’ Oy 0y'0x 0Oy
Eulerova rovnice se obecné nevyiesi.

Existuji vSak specidlni pripady, kdy 1ze tuto rovnici zjednodusSit nebo vyresit.
Proberte sami pripad, kdy funkce f nezavisi na y/'.
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Funkce f nezavisi na x,y

Eulerova rovnice m4 potom tvar

*f
8y’2y
Ptipad f,,, = 0 dava pro kazdé y stejnou hodnotu funkciondlu £ a je tedy nezajimavy.

Piipad 3" = 0 dava feseni y(z) = Cix + O, konstanty C; a Cy se urci z okrajovych
podminek (pfimka musi prochéazet body (a, A), (b, B)).

= 0.
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Funkce f nezavisi na y

Eulerova rovnice mé v tomto piipadé tvar
s s d /o
f n fo_ ( f ) 0.
Oy’ oy'0x  dx\ Oy
takZe vysledkem je diferencidlni rovnice 1.fddu s konstantou C

of _
oy

C.
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Funkce f nezavisi na x

Eulerova rovnice ma po vynasobeni ¢’ tvar
y (ﬁy OF g
Oy'? Oy’ Oy dy '

Leva strana je derivaci podle = funkce y' f,; — f, takZe vysledkem je diferencidlni rovnice
1.radu s konstantou C'
, Of

//_'_

Y 5 f=C.
Y
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Prvni a druha variace

Pro funkcional )
Fiy)= [ o) da

jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
g(a) = F(yo+ av) = / [z, yo(x) + av(x), yo(x) + av'(z)) dx

parametru o.

. , , LEKCE38-VAR
Eulerova rovnice odpovidala podmince ¢'(0) = 0. extrémy  funkcio-
v o . nalu
Obecné lze zkoumat Tayloruv rozvoj ve tvaru okol funkee
uloha s pevnymi konci
Eulerova rovnice
1 2 extremdla
g(&) - F(y0> + a‘/i(y07 U) + éa ‘/Z(y()a U) + - 3 prvni a druhd vari-
ace
L . . . . .. o postaéujici
kde Vi (yo, v) nazgvame prvni variace funkcionalu F' a zna¢ime JF'. Podobné V5(yq, v) lopLoominka - onci
nazyvame druh4 variace funkciondlu F a znaéime §%F. podiminky transver-
sality
Nulovost prvni variace odpovidd Eulerove rovnici, pozitivni definitnosti druhé variace 1% s posminor
muzeme zjiSt ovat skutecné nabyvani extrému v extremale (jde o nutnou podminku pro = loha
°o__20 0 0 agrangcov
minimalizaci). multiplikitory
Po spoéteni vyjde e e R
b Pozndmky
Priklad
d"(a) = / Fu0 () + 2fv(@) (x) + frp(V'(2))? dz . OtéZkyy
a

Tedy jde o definitnost matice tvofené druhymi parcidlnimi derivacemi f podle y a 7/ vieens

Uceni



Postacujici podminka pro extrém

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fla,y,y') du.

Pokud je navic funkce f(x,y,y’) konvexni ve svych proménnych y a 3’ soucasné, je
extremala absolutnim minimem funkciondlu F'.

Poznamky 2  Priklady 2 Otazky 2 2
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ULOHY S VOLNYMI KONCI

V predchozi Casti byly okrajové podminky pro nalezené extremaly v jist€ém smyslu
pevné, extremaly musely ,,zacinat"v jednom pevné daném bod¢ a ,.koncCit"v jiném pevné
zvoleném bodé€.

Vyskytuji se tlohy, kde se chce, aby extremdly zacinaly na dané kiivce C a koncily
na jiné kiivce C5 (nebo pro vice proménnych na plochich).

To je napt. tdloha o nejkratsi vzdalenosti mezi kiivkami nebo plochami. Ulohy tohoto
typu se nazyvaji ulohy s volnymi konci:

Definuji-li o, 1) dvé hladké kiivky v roviné, za funkce, mezi kterymi se hleda extrém
funkciondlu, se v tomto piipadé berou ¢asti mnoziny C = {y; y(z1) = p(x1),y(x2) =
Y (xs), existuje spojitd 3y’ na [z1, x2]} — body x1, o zavisi na y, tj. pro rizné funkce y
mohou byt rtizné i tyto body.

Piesnéji by se tyto body mély znacit x; ,, 2, a funkciondl ma pak tvar

L2y

F(y) = flz,y,y) do.

L1,y

Postup pfi hledani nutné podminky je podobny jako u ulohu s pevnymi konci.
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a plati

(@, 90, 90) + (¢'(2) — yo(2)) fyz, 90, y0) = Oproz =a,
f(xay()?y(/)) + (W(x) - y(l)(x))fy'xaym y6> =0 pro r = b.

Obé posledni podminky se nazyvaji podminky transversality.

Poznamky 3 Pfiklady 3 Otazky 3 3




ULOHY S PODMINKOU

Casto se stavd, Ze mnozina C funkci y, mezi kterymi se hleda funkce minimalizujici
dany funkcional fab f(z,y,y") dz, je zizena dal$i podminkou, kterd je vyjadiena integra-
lem fab g(x,y,y") dz = C, pro n&jakou funkci g. Nasledujici dva priklady jsou typické:

Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

Lano zaujme takovou polohu, aby jeho potencidlni energie byla minimalni.
Hleda se tedy funkce vy, ktera spliiuje okrajové podminky (jako v ulohach s pevnymi

konci), minimalizuje funkciondl fab y\/1 + y* dr a navic spliiuje podminku dané délky,
§. [V \/T+y? dz = d, kde d je predem dané &islo.

Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdilnim obsahem svého
vhitrku?

Resenim je kfivka y, kterd maximalizuje funkciondl vyjadfujici obsah vnitiku uza-
viené jednoduché kiivky (a spliiuje okrajové podminky - jaké jsou?) a opet navic spliuje

podminku dané délky [” /T +y? dz = d.

Posledni ptiklad je historicky nejdiilezit€jsi a podle néj se tyto tlohy nazyvaji isoperi-
metrické tilohy.

Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
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Stejné jako u hledani extrémi funkci vice redlnych proménnych se tu pomoci Lagran-

geovych multiplikétorti dloha s vdzanym extrémem pfevede na dlohu s volnym extré-
mem.

Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciprocni pravidlo:

Jestlize tedy vite, Ze feSenim druhého uvedencho prikladu je kruznice, tj. mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obvodem ma kruh nejvetsi obsah, pak vite, Ze mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obsahem mé kruh nejmensi obvod.

Poznamky 4 Priklady4 456
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Ovérovani, zda dand (nalezend) funkce opravdu napf. minimalizuje hodnoty zadanho
funkciondlu se provadi jeji malou zménou, variaci. Po téchto zménach musi hodnoty
funkciondlu vzrist.

LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
nalu
okoli funkce

4 Z A% / . Vs /1 h - k .
V prikladech se hleda funkce y proménné x pro kterou je vyraz i e
extremala
b prvni a druhd vari-
/ ace
F(y) — / f(xa y; y) dx postaéujici
a podminka

uloha s volnymi konci
podminky transver-

minimalni nebo maximalni.

sality
Zobrazeni F' se nazyva funkciondl, ktery je definovan pfinejmensim pro x € [a,b] EIEETE
a pro funkce y na [a,b] majici derivaci, které mohou déle splfiovat dal$i podminky — ~ tloha
o z P v, agrangeovy
mnozina takovychto funkci y se oznadi C. multiplikatory

recipro¢ni pravidlo

Stejné jako u extrémi redlnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve- ok
denych funkciondla rozliSuje absolutni extrém a lokdlni extrém, ktery se ve variaCnim

4 v W e 7 7/ . / / b . . Ve pd Pv,kl d
pocCtu Castéji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené: 234

Otéazky
DEFINICE. Funkciondl F' nabyva absolutniho maxima na mnoZiné C pro kiivku ,
jestlize yo € C a F(y) < F(yo) pro vSechna y € C.

Cviceni
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Funkciondl F' nabyva relativniho maxima na mnoZziné C pro kiivku gy, jestlize yy € C
a F'(y) < F(yy) pro vSechnay € U N C, kde U je néjaké okoli funkce y.

DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze

{g;l9(x) —y(x)| < eprokazdé x € M} C U.

Necht’ y je funkce definovana na mnoziné M majici na M derivaci. Okoli (1. fadu)
funkce y je takova mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, Ze

{g;19(x) —y(z)| <¢e,|¢9'(z) — ()] <eprokaidé x € M} CU.

Relativni extrémy pro okoli nult€ho fadu se nazyvaji silné relativni extrémy, pro okoli
prvniho tadu slabé relativni extrémy.

Zieymé je kazdy absolutni extrém silnym relativnim extrémem a kazdy silny relativni
extrém slabym relativnim extrémem. Opaky t€chto implikaci neplati.
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ULOHY S PEVNYMI KONCI

Za funkce, mezi kterymi se hleda extrém funkciondlu, se v tomto pripad€ berou Casti
mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y" }.

Naésleduje nutnd podminka pro to, aby n€jaka funkce byla slabym relativnim extrémem
funkciondlu.

LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
nalu
okoli funkce
uloha s pevnymi konci
Eulerova rovnice
extremala

Uvedena rovnice se nazyva Eulerova rovnice. prvni a druhd vari-
p(?sctiléujici
Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bod pro  iohha voingmi konci
extrémy realnych funkci realnych proménnych. R
V extremadldch muize ale nemusi funkcionél dosahovat extrému. R T
Jestlize se v Eulerove rovnici provede derivace podle x, dostava se diferencidlni rov- Lg;gr?geovy
nice 2.radu: rectprofmt pravidio
Of . Bf , Bf O
—y +—y + ( — ) =0. Pozndmky
Oy’ oy’ Oy oy'ox Oy Priklady

Otéazky
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Funkce f nezavisi na x,y

Eulerova rovnice m4 potom tvar

*f
8y’2y
Ptipad f,,, = 0 dava pro kazdé y stejnou hodnotu funkciondlu £ a je tedy nezajimavy.

Piipad 3" = 0 dava feseni y(z) = Cix + O, konstanty C; a Cy se urci z okrajovych
podminek (pfimka musi prochéazet body (a, A), (b, B)).

= 0.
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Funkce f nezavisi na y

Eulerova rovnice mé v tomto piipadé tvar
s s d /o
f n fo_ ( f ) 0.
Oy’ oy'0x  dx\ Oy
takZe vysledkem je diferencidlni rovnice 1.fddu s konstantou C

of _
oy

C.
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Funkce f nezavisi na x

Eulerova rovnice ma po vynasobeni ¢’ tvar
y (ﬁy OF g
Oy'? Oy’ Oy dy '

Leva strana je derivaci podle = funkce y' f,; — f, takZe vysledkem je diferencidlni rovnice
1.radu s konstantou C'
, Of

//_'_

Y 5 f=C.
Y
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Prvni a druha variace

Pro funkcional )
Fiy)= [ o) da

jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
g(a) = F(yo+ av) = / [z, yo(x) + av(x), yo(x) + av'(z)) dx

parametru o.

. , , LEKCE38-VAR
Eulerova rovnice odpovidala podmince ¢'(0) = 0. extrémy  funkcio-
v o . nalu
Obecné lze zkoumat Tayloruv rozvoj ve tvaru okol funkee
uloha s pevnymi konci
Eulerova rovnice
1 2 extremdla
g(&) - F(y0> + a‘/i(y07 U) + éa ‘/Z(y()a U) + - 3 prvni a druhd vari-
ace
L . . . . .. o postaéujici
kde Vi (yo, v) nazgvame prvni variace funkcionalu F' a zna¢ime JF'. Podobné V5(yq, v) lopLoominka - onci
nazyvame druh4 variace funkciondlu F a znaéime §%F. podiminky transver-
sality
Nulovost prvni variace odpovidd Eulerove rovnici, pozitivni definitnosti druhé variace 1% s posminor
muzeme zjiSt ovat skutecné nabyvani extrému v extremale (jde o nutnou podminku pro = loha
°o__20 0 0 agrangcov
minimalizaci). multiplikitory
Po spoéteni vyjde e e R
b Pozndmky
Priklad
d"(a) = / Fu0 () + 2fv(@) (x) + frp(V'(2))? dz . OtéZkyy
a

Tedy jde o definitnost matice tvofené druhymi parcidlnimi derivacemi f podle y a 7/ vieens

Uceni



Postacujici podminka pro extrém

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fla,y,y') du.

Pokud je navic funkce f(x,y,y’) konvexni ve svych proménnych y a 3’ soucasné, je
extremala absolutnim minimem funkciondlu F'.
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ULOHY S VOLNYMI KONCI

Vyskytuji se ulohy, kde se chce, aby extremaly zaCinaly na dan¢ kfivce C1 a koncily
na jiné kiivce C'5 (nebo pro vice promennych na plochach).

To je napf. tloha o nejkratsf vzdalenosti mezi kfivkami nebo plochami. Ulohy tohoto
typu se nazyvaji ulohy s volnymi konci.

Definuji-li ¢, b dvé hladké kiivky v roviné, za funkce, mezi kterymi se hleda extrém
funkciondlu, se v tomto pripadé berou ¢asti mnoziny C = {y;y(x1) = p(z1),y(z2) =
Y (xs), existuje spojitd y” na [x1, xo]} — body z1, x5 zavisi na y, tj. pro rizné funkce y
mohou byt rizné i tyto body.

Piesnéji by se tyto body mély znacit x; ,, 2, a funkciondl ma pak tvar

oy

F(y) = flz,y,y) dx

L1,y

Reseni musi automaticky spliovat Eulerovu rovnici. Navic u tlohy s volnymi konci
dostaneme navic v kazdém volném konci dalSi rovnici.
Tyto rovnice se nazyvaji podminky transversality.
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ULOHY S PODMINKOU

Casto se stavd, Ze mnozina C funkci y, mezi kterymi se hleda funkce minimalizujici
dany funkcional fab f(z,y,y") dz, je zizena dal$i podminkou, kterd je vyjadiena integra-
lem fab g(x,y,y") dz = C, pro n&jakou funkci g. Nasledujici dva priklady jsou typické:

Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

Lano zauyme takovou polohu, aby jeho potencidlni energie byla minimalni.
Hleda se tedy funkce y, ktera spliuje okrajové podminky (jako v tlohach s pevnymi

konci), minimalizuje funkcional fab y+/ 1+ y"? dx a navic splituje podminku dané délky,
tj. fab 1+ y? dz = d, kde d je pfedem dané ¢islo.

Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdilnim obsahem svého
vhitrku?

Resenim je kfivka y, kterd maximalizuje funkciondl vyjadfujici obsah vnitiku uza-
viené jednoduché kiivky (a spliiuje okrajové podminky - jaké jsou?) a opet navic spliuje

podminku dané délky [ /T +y? dz = d.

Posledni priklad je historicky nejdilezitéjsi a podle n€j se podobné tlohy nazyvaji
isoperimetrické tvilohy.

Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
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Stejné jako u hledani extrémi funkci vice redlnych proménnych se tu pomoci Lagran-
geovych multiplikétorti dloha s vdzanym extrémem pfevede na dlohu s volnym extré-
mem.

Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciprocni pravidlo:

Jestlize tedy vite, Ze reSenim druhého uvedeného prikladu je kruznice, tj. mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obvodem ma kruh nejvétsi obsah, pak vite, Ze mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obsahem ma kruh neymensi obvod.
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